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VVEHTISSEMI'INT. 


La  |)iil)liialiuii  dt-s  Oliii\  rcs  d  I  Iciiiiilc  se  [joursuil  dans  les 
iiièiiK's  coiidilioiis,  Litàrc  au  zèle  dévoué  de  M.  Henry  Bourgel 
(jui  nu-  coiiliuue  son  |)r(''eieux  eoncours,  et  aux  soins  de 
M.  (  îaulliicr-\  illais. 

Les  Mémoires  ici  reproduits  vonl  d(>  187:4  à  1880.  Ce  Vo- 
lume coinincnce  loulefois  [)ar  un  travail  ïncdll  Sur  /'r.vle/mon 
(lu  l/iéorèmr  de  Slunn  à  un  système  d  équations  simultanées, 
datant  de  la  jeunesse  d'IIermite,  retrouvé  récemment  dans 
les  pa[)iers  de  Lioiiville.  On  liia  aussi  dans  ce  Tome  divers 
Chapitres  em[)runtés  au  Cours  d' Analyse  de  T h^cole  Polytech- 
nique, une  Note  publiée  dans  V Algèbre  supérieure  de  Serret  sur 
les  équations  résolubles  par  radicaux,  et  enfin  une  Leçon  sur 
l'équation  de  Lamé,  faite  à  TEcole  Polyteclini(jue  pendant 
l'hiver  de  1872-187'^,  qui,  à  notre  connaissance,  contient  les 
premières  recherches  d'ilermite  sur  une  question  qu'il  devait 
approfondir  quelques  années  plus  tard.  [>,e  portrait  placé 
au  commencement  du  Volume  représente  Hermite  vers  l'âge 
de  soixante- cinq  ans. 

Dans  le  Tome  IV  et  dernier,  nous  publierons  la  tin  de  l'œuvre 
mathématique  d'Hermi  te,  ainsi  que  divers  articles  et  discours. 

Emile  Picard. 


ŒLVIÎI.S 


DE 


CHARLES   II KU MITE. 

ro.Mi:  111. 


SUR 

L'EXTENSION  DU  THÉORÈME  DE  M.  STURM 

A  UN  SYSTKMK  D'ÉOLATIONS   SIMULTANÉES  (')• 


Mémoire  inédit. 


J'ai  présumé  longtemps  que  la  nuestion  traitée  dans  ce  Mémoire 
dépendait  de  l'extension  des  principes  du  calcul  des  résidus  aux 
fonctions  de  plusieurs  varialjles.  On  sait,  en  effet,  que  Cauclij  a 
tiré  de  ce  calcul  son  beau  théorème  sur  la  détermination  du  nombre 
des  racines  imaginaires  d'une  équation  à  une  inconnue  qui  sont  ren- 
fermées dans  un  contour  donné.  En  réfléchissant  sur  les  méthodes 
de  l'illustre  géomètre,  il  me  semblait  que  des  théorèmes  analogues 
pour  des  équations   simultanées  devraient  résulter   de  l'état  des 

(')  Nous  publions  ici  un  Mémoire  présenté  à  l'Académie  par  Hermite,  le 
12  juillet  i852,  et  retrouvé  dans  les  papiers  de  Liouville  par  sa  fille  M"""  de  Bli- 
gnières,  qui  a  bien  voulu  nous  le  donner  pour  celte  édition.  Ce  Mémoire  avait 
été  renvoyé  à  une  Commission  composée  de  Caucliy,  Liouville  et  Sturm.  Aucun 
Rapport  n'a  été  fait;  une  Note  a  seulement  été  publiée  dans  les  Comptes  rendus 
et  elle  se  trouve  reproduite  dans  le  Tome  I  de  ces  Œuvres  (p.  281).  E.  P. 

H.  —  III.  I 
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diverses  valeurs  que  peut  prendre  une  même  intégrale  double, 
lorsqu'en  conservant  les  limites  on  substitue  des  fonctions  imagi- 
naires quelconques  aux  variables  réelles  de  l'intégration.  C'est 
ainsi  qu'en  désignant  par  F(^,  ;;'),  ^{z,  z')  les  premiers  membres 
de  deux  équations  simultanées,  j'ai  été  conduit  à  la  recberche  des 

11           in-       '        1        I      I      dz    dz            dz    dz'       ,      ,  , 
valeurs    multq)le5    de  1  intégrale    /     /     pr^r ,  azdz  , 

qui  me  semblait  devoir  jouer  un  rnle  analogue  à  celui  de  l'intégrale 

/F' 
-rf  dz   dans  la  théorie  des  équations  à  une  inconnue.  Un 

grand  nombre  d'autres  questions  que  je  ne  puis  indiquer  ici  et  qui 
se  rapportent  aux  fonctions  périodiques  de  plusieurs  variables, 
m'amenaient  encore  à  cette  même  recherche,  et  je  ne  puis  douter 
qu'elles  n'ouvrent  un  jour  à  l'analjse  le  plus  vaste  champ  de  décou- 
vertes. Mais,  arrêté  à  plusieurs  reprises  par  des  difficultés  qui  me 
semblent  bien  au-dessus  de  mes  forces,  je  ne  sais  s'il  me  sera 
jaiuais  donné  d'y  faire  quelque  progrès.  Aussi  est-ce  à  d'autres 
principes  que  se  rattachent  les  considérations  développées  dans  ce 
Mémoire.  Je  dois  indiquer  d'abord  les  belles  expressions  décou- 
vertes par  M.  Sjlvester  pour  les  fonctions  auxiliaires  qui  figurent 
dans  le  théorème  de  M.  Sturm,  et  celles  que  M.  Cajley  en  a  déduites, 
comme  m'ajant  ouvert  une  voie  nouvelle.  Ce  sont,  en  effet,  des 
formules  analogues  à  celles  de  ces  deux  savants  géomètres  qui  seront 
posées  a  priori  ^our  des  équations  simultanées,  et  dont  on  conclut 
avec  facilité  des  j)ropriétés  toutes  sendjlables  à  celles  des  fonctions 
de  M.  Sturm. 

I.  Nous  considérerons  en  premier  lieu  une  équation  à  une  incon- 
nue F(^)  =  o,  et  nous  désignerons  ses  racines  par  :r(,  x^-,  .  .  . ,  x„i- 
Soit  encore    S/  la  somme  symétrique  des  puissances  semblables 

x\  -{-  x\-,  -\-  .  .  .  ^  x\i^  ;  avec  les  quantités  S, ,  So,  .  .  . ,  Sj,„_)  et  une 
indéterminée  A,  composons  le  système  linéaire  : 

I   Si  —  À,     S2,  S3,  . . . ,     S„i, 

1    Sj,  S3 — A,      S4,  ...,       S,„-t-i, 

(I)  \     03,  S4,  S5 —  À,         ...,        S„,-t-2, 


'  > 


^mt  '5/„4-i;         o,„4-2,  •  •  •)       ^lin-X  —  A 
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Le  délerininanl  île  ce  svslèine  sera  un  pi>lvnoin«^  onlicr  m  ).  du 
degré  m,  f|ue  nous  représenterons  ainsi  ; 

A  =  Ao  -H  >.  A ,  -f-  >.î  A î  -i- .  . . -H  (—  I )'"  >/" . 

Comme  le  système  (i)  est  syinélrique,  1  é(|ualion  A  =:  o  aura 
toujours  ses  racines  réelles;  cette  propriété  importante,  démontrée 
pour  la  première  fois  par  M.  Caucli>  dans  ses  recherches  sur  les 
inégalités  séculaires  du  mouvement  elliptique  des  planètes,  sera 
fondamentale  dans  ce  Mémoire.  Mais  voici  d'abord  la  forme  nou- 
velle sous  laquelle  nous  présentons  le  théorème  de  M.  Slurm. 

Soit  A(;)  ce  que  devient  le  jiolynome  A,  lorsqu'on  considère 
l'équation  F(x  -j-  ç)  =  o,  au  lieu  de  la  proposée,  et  et  le  nomhre 
de  ses  variations  |)our  une  valeur  donnée  de  la  quantité  ;;  le 
nombre  des  racines  réelles  de  l'équation  F(.r)  =  o,  qui  sont  com- 
prises entre  deux  limites  quelconques  Zo  et  Çi,  sera  représenté  en 
supposant  ;i  >  ;o  par  la  dill'érence  cs^ —  Cf  . 

Les  coefficients  des  diverses  puissances  de  )>,  dans  le  polynôme 
A(^),  sont  ainsi  des  fonctions  entières  de  ;,  qui  forment  un  système 
non  identique,  mais  analogue  à  celui  des  fonctions  auxiliaires  de 
M.  Sturm  et  qui  conduisent  absolument  au  même  résultat. 

Considérons  en  second  lieu  deux  équations  à  deux  inconnues 

que  nous  supposerons  d'abord  générales  et  du  degré  ///  chacune; 
soient 

leurs  diverses  solutions  simultanées,  et  Sij  la  somme  symétrique 

x\y\  -h  x'.,yi  -h  .  .  .  +  x'„,'.y',„i  ;  nous  représenterons  pour  abréger 
par  (to)  le  système  linéaire 

^2(01  ^3W»  ^40)1  •••1        ^//i-t-lWî 


^/«W)       ^«(-Hlw-       J  ln-\-^^i>^       •  •  • -i       ^2/«— loj- 

En  attribuant  à  l'indice  oj  les  valeurs  1,2,  .  .  .,m,  on  aura  un 
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système  que  nous  réunirons  de  la  manière  suivante  : 


(1)> 

(2), 

(3), 

..,        (/"), 

(2). 

(3), 

(4), 

.  ..       (WH-I), 

(3), 

(4), 

(5), 

.  ..       (/»-^2), 

•  •   •  1 

(m-+-i), 

•    •    ■  1                            *    ' 

(  /H,  -+-  2  ),         . 

.  .,     (2m  — i), 

ce  qui  donne  un  système  à  m-  colonnes  dont  la  loi  est  facile  à  sai- 
sir. Cela  posé,  retranchons  des  termes  en  diagonale  une  même 
quantité  ).,  et  formons  le  déterminant;  nous  obtiendrons  un  poly- 
nôme en  A  du  degré  m-  que  nous  représenterons  ainsi  : 

A  =  Ao+  AA,-+-  À2A2-+-.  .  .-^  (-  i)"''-l"'\ 

et  qui  nous  conduira  à  étendre  le  théorème  de  M.  Sturm  à  deux 
équations  simultanées. 

Considérons  pour  cela  les  deux  inconnues  x  el  y,  comme  l'abs- 
cisse et  l'ordonnée  d'un  point  rapporté  à  deux  axes  rectangu- 
laires, de  sorte  qu'à  chaque  solution  des  équations  proposées,  telle 
que 

X  =  Xi, 

y  =  y-i- 

corresponde  un  point  déterminé.  L'objet  de  notre  proposition  est 
de  déterminer  le  nombre  de  ces  points  qui  sont  renfermés  dans 
l'intérieur  d'un  rectangle  donné.  A  cet  elfe t,  soit  A(ç,ri)  ce  que 
devient  A  lorsqu'on  considère  les  équations 

F(a:-H  ^,7-hr,)  =  o,  *(;r-4- ï,  JK-F  rj  =  o, 

au  lieu  des  proposées,  et  ^'i^-r^  le  nombre  de  ses  variations  pour  des 
valeurs  données  de  H  et  y,. 

Le  nombre  des  solutions  renfermées  dans  l'intérieur  du  rectangle 
ayant  pour  coordonnées  de  ses  sommets 

X  =  ijji         -^  =  ;o-         ^  :=  El,  X  ^=  ^1, 

sera  donnée  par  l'expression 

t'ï    r    -h  P?    „   —  Pi:    .^   —  l'ï     .. 
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II.  La  (Joinoii>tiali(>ii  des  llicoiciiics  i|iii'  nous  \eii<»ns  il  t'iion- 
cer  repose,  dans  le  cas  des  é((iialions  à  mu-  inconniif  comme  dans 
le  cas  des  équations  simultanées,  sm-  I  «xprcssion  en  tonrlion  des 
racines  des  deux  premiers  tenues  A„  «t  A,  des  foneli^Il■^  A.  \  oici 
d'ahorti  celle  reclierelie  pour  les  équations  à  une  inconnue,  en 
suivant  la  méllntde  propre  au  second  cas  et  dont  on  verra  ainsi  le 
principe  avec  plii^  dr  focdilé. 

La  (juanlité  A,,  est  évidemment  la  valeur  du  pidynome  A  pour 
A  =  o;  c'est  donc  le  déterminant  du  système 

Si  >  Ï5o,  >3,  .  •  •  1        S //M 

^î)  ^3i  ^«i  •••1        J/ll-t-li 

^3»  ^1)  ^5)  •...        ^//n-2i 


■  •  1  •  •  )  •  •  )  •  •  •  1        ) 

S/«i        5//(+l)        ^>ll  +  2i        •■•1        ^2//i-t' 

Quant  à  A|.  i\  >ullit  d  un  peu  d'attention  j)oiir  reconnaître  que 
■c'est  la  somme  prise  en  signe  contraire  de  tous  les  déterminants 
^  ni  —  I  colonnes  que  fournit  le  système  précédent,  lorsqu'on  fait 
abstraction  d'une  colonne  horizontale  de  rang  quelconque  telle  que 
Si,  S/^i,  ....  S/^„i_2i  et  de  la  colonne  verticale  composée  des  mêmes 
termes.  D'après  cela,  si  l'on  considère  le  système  des  équations 
linéaires 

.  .  -h  J  ,11  Z  „i  ^  Zi  1 , 

•  •  ~^  S  ///  -T- 1  -3  //;    ^^^  ^  2  ) 

■<  U  '    03  ^1  -r-  Si  ;:i       -(-  Ss^s       -f-.  . . -f-  S,„_i_2  -s,,,  =  Z3, 


S,c, 

-H 

O2  z^ 

-f- 

S3-3 

Sj  Z[ 

-7- 

83-3-2 

-f- 

S;^3 

S3-1 

-^ 

Si-., 

-(- 

Sa --3 

j  III  -^1 

■ 

S/(i+i 

•^2 

' 

^//i-l-2  -^3 

,     C  -      7 

■    .  ~T~    '~'îlll—\  "111   '-'/«< 

et    qu'on  le  résohe  j)ar  rapport  aux   quantités   z,   de   manière  à 

obtenir 

Zi   =  A  j  Zi  —  Ai  Z,-^  A»  Z3-H. .  .-i-  A;„Z,„, 

-2   ^  A[  Zi  -I-  Aj  Z2-i-  A5  Z3-Î-. . .-+-  A7,iZ,„, 

^3  =  AJ  Zi-^Ai.Zs-f- A^  Z3-f-...-+-A;\Z,„, 

•  î 

A  '"  7  A  '"  7  A  '"  7    _L_         _i_  A  '"  7 

Aq  sera  le  dénominateur  commun  des  quantités  A,  et  -^  sera  la 

Ao 

valeur   changée  de   signe   de   la  somme  des   termes  en  diagonale 

\'  -1-  \--^  4-  \'  -4-        -4-  A"' 
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Cela  posé,  nous  observerons  qu'en  introduisant  m  inconnues 
auxiliaires  Sn  Sa?  .  •  • ,  ^m-,  on  peut  remplacer  le  système  des  équa- 
tions (  I  )  par  les  deux  suivants  : 


(2) 


et 


(3) 


Çl+                  ^2  + 

Iz^- 

r     

z,, 

3^1  Cl  +      ^2      ^2+       ^3 

^3+. 

-X-        T            *"         

Z2, 

^?r,+  Ti  r,4-  xi 

_,       ^1     y     — 

■  •  ~T-     •>-  iji     ^  ni  — 

Z3, 

x'I'-^  li^  x'i'-^  l.-^  x'i'- 

'^3  +  . 

1     T-in  -\r      — 

*    *     î 

ri     =Xi    Zi-^X\    Zi+X] 

-3  +  - 

^2     =  X-i   Zi  -^  x\    Zi-\-  X\ 

^3  +  - 

1     ^nt  . 

^3     ^=  Xz    Z^-i-  X-^    Z^-^  X.^ 

■33  -f- . 

•"•"''  3     ^  "M 

^m  =^  X 11,  Z\  -+-  X Jn  Co  -f-  X'iii 

-3  +  • 

**>••>••■    ^ 

comme  on  le  voit  immédiatement  par  la  substitution  des  valeurs 
des  quantités  ^.  De  là  résulte  d'abord,  par  l'une  des  propositions 
élémentaires  de  la  tbéorie  des  déterminants,  que  Aq  sera  le  produit 
des  déterminants  relatifs  aux  équations  (2)  et  (.3);  or  il  est  visible 
que  le  second  n'est  autre  que  le  premier  multiplié  par  le  produit 
Xf  X'2  x-i  .  ,  .  x,n  ;  ainsi,  nous  avons  cette  égalité  : 


A„  = 


S, 


S2 
S3 

S, 


s. 


'//j+i 


S 


X\X-iX-^ 


//;+2 
I 
^1 


'-'//!  -t-  1 
^/H  +  2 

S-i/Zi— 1 
I  1 

•2'2  -^3 


Xi 


X 


m-\ 


X'., 


•l 


X-, 


,)n—  1 


X, 


*^   lit 


X 


>n-l 


Si  nous  n'avions  en  vue  que  les  équations  à  une  inconnue,  nous 
pourrions  nous  arrêter  ici,  car  onsaitqvie  le  carré  du  déterminant 
par  lequel  se  trouve  exprimé  Aq,  est  le  produit  des  différences  des 
racines  x^  prises  deux  à  deux,  de  toutes  les  manières  possibles, 
mais  cette  donnée  nous  manquera  dans  la  question  analogue  rela- 
tive aux  équations  simultanées;  aussi  nous  allons,  dès  à  présent, 
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recoiirii"  à  la  iiM-lliode  siilvanir.   Iiilrodiiisanl  un  iKniveaii  système 
de  quanlilés  auxiliaires  r.u,  r. ,,  r,j ^7«-(.  nous  poserons 

;    y,     _  T.o -t-  J-,  T, ,  -H  Xf  r,,  - ,  . .  -i-  jr\"  "  '  t,„,_, 


(4) 


F'(x,) 
T,„— .r;T,,-i- .rÎT,,-(-.  . 

> 

.H-x:,"-'r.,„_, 

K•(^3) 

•'m        '1  "1  -  1 

> 

F'(x)  désignant  la  dérixôc  du  premier  membre  de  l'équation  pro- 
posée F(^)=:o;  maintenant,  >i  l'on  substitue  les  nouvelles  incon- 
nues Tj  aux  quantités  Z  dans  les  équations  (2),  il  \iendra 


(i)    { 


/«-)-i 


en  représentant,  pour  abréger,  la  somme 


"') 


F'(rij        Fia-î)        F'(jr3j  '        V\x,n) 

par 

Mais  on  sait  que  cette  somme  est  nulle  pour  toutes  les  valeurs 
de  UL  moindres  que  m  —  i ,  et  qu'elle  est  l'unité  pour  <x  =  m  —  i  si 
le  coefficient  de  x"'  dans  F(x)  est  lui-même  égal  à  i.  Pour  les 
valeurs  supérieures  de  a,  elle  représentera  une  fonction  rationnelle 
et  entière  des  coefficients  du  polynôme  F(x)^  de  sorte  qu'en 
faisant 


X 


m—l+i 


F' 
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les  équations  (5)  prendront  la  forme 


Z.,, 


•lin  — 2  ~f"  -"1  ',/ii-l 
(")  \  '1/;;— 3  ~i^  ■^l ''"l/H-2 -^  ^a'*"!/»  — I  =  ^3, 


\    ■'JO  -^  ^ll^ll  -!-  '^2'''j2-^-  •  .+  ^/«  ■-2''',iii-i-+-  ^/;;-r'|/;(-l  —   Z 


/«) 


et  ne  contiendront  plus  les  racines  o'i,  ^o,  .  .  ,,  ^,„.   Mais,  comme 
on  le  voit,  le  déterminant  relatif  à  un  pareil   système  est  simple- 


m  I  ;n  -f- 1 1 


ment  f — i)  -  ;  il  est  d'ailleurs  égal  au  produit  des  déterminants 
relatifs  aux  systèmes  (2)  et  (4);  le  système  (4)  lui-même  donne 
pour  déterminant  celui  du  système  (2),  divisé  par  le  produit 
F'{Xi)  F'(x.2)  F'(a:3)  ,  .  .  F'(x„z)',  on  en  conclut  l'expression  sui- 
vante cjue  nous  voulions  obtenir,  savoir 


m  '  m  -h1) 


Ao=(—  l)        ^        TiXo.  ..x,„F'(ti)F'(x.,)...F'(t„,). 

III.  L'introduction  des  inconnues  r^  n'a\ait  pas  seulement  pour 
objet  de  nous  conduire  à  la  valeur  de  Ao  ;  elle  nous  servira  aussi  à 
la  résolution  des  équations  (  i  )  et,  par  suite,  à  la  détermination  des 

quantités  A  et  à  celle  de  — ^-  J'observerai  d'abord  que  les  équa- 

tions  (3)  peuvent  être   mises  absolument  sous  la  même  forme  que 

les  équations  (6).  Multiplions-les  respectivement  par  les  quantités 

II  I  ,         . 

■ — TTTT — .7  — 7jr, '   •  •  •  '  F^T-^ >  en  les  ajoutant  et  se  servant, 

xit  (xi)    X2b'{x.2)  x,„F'(x,n)  ■'  ' 

pour  abréger,  du  signe  ^,  comme  plus  haut;  il  viendra  d'abord 

Cl  ^2  r  y^         r 


-.111  X  ^ 


et  si  l'on  continue  de  même   en  prenant  pour  multiplicateurs  les 
quantités  —,  on  arriva  au  système  suivant  : 


z„,=2^-^^. 


Y 

X  F 


X 

.  Y 


(7)  /  _'^    X^'l^ 

-"/«— 2  ~*~  '^i^/ii-\  -+-  ^i  ^iii  —  ^^  — rrr  ' 

■^"  .r  r  j. 


~2  -^S-r-  •  •  .  -r-  7,„  _2  ^/;i-l  "+-  ^/«-l  -/ 
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Cela    posé,  il  est  facile    «le    \nir   ijuc    l.i    résdliition    dos    équa- 
tions (0)  donne  des  résultats  <le  cette  lonue.  savon-  : 

T,o  =  Z;,|        -r-  (iji  L„i-\  —  '"2  '■m-'i.  —  ...  — -t-  tO,„_îZ2  -t-  W„j_i  Al, 

'1'',  1   =  Z/„_  1  -4-  10|  ///(  —  î  -T-  (OjZ,,,-!  •+-...-+- —  (0,,,^;  Zj, 

^(î  =   '^«l-  î"^  *'>!  Z,„_3-r-  WîZ,,,-^-!-.  .  .  -T-  aj,„_3Zi, 


■"i"/— 2  —  Zj  -T-  tUi  Zi, 

I^es  quantités  o)  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  des 
quantités  7,  et,  par  suite,  des  coeflicienls  de  l'é(|uation  F(.r)  =  o. 
Si  donc  on  fait 

£2,(x)  =  r'"-»  -f-  t.j,.r"'-2—  fU2.r'"-3_i_.  .  .-u  w„,_2.r  -f-  (o„,_,, 


on   trouvera,  par   la    substitution  des  quantités  '(\  dans  les  équa- 
tions (4),  les  valeurs  suivantes  : 


m 


Y         


Q,r.r,)Z,-^Û2(a»,)Z2^-...^Q,„-,f:r,)Z,„_,-.-Z 

TT, y 

V   (.r,  ; 

0|(.r2  )Zi  —  ÎÎ3I  •'"2  iZo-f-.  .  .—  0,„_,(',-r.,  )Z,„_,-t-  Z,„ 
î^' ' 

"..• ••...••.•.■•• ••••» 

Qi(.y„,  )Zi—  li2(.r„,  jZoH-.  .  . -i-  9.,,,-xi  t  ,„YL,„-\~  Z 


Maintenant  la  résolution  des  équations  (-)  par  rapport  aux  incon- 
nues z  s'edectuera  comme  celle  des  équations  (6),  et  donnera  les 
valeurs 

— :    — ' —  -  \  •         ,     j  ■ ^ 

r,  F'ir,)  :r2F'(a"2)  "'         x-„cl^\xm) 


^ï 

=  \ 

y 

Zo 

-V 

Q2( 

a- 

F' 

y 

z 


m    1 


_V  0„,-ll\r)^   _  Q,„_|('.r|)::i  0,„_,(3"oir2     ,  ,     iim-\(3C,„)'C,m 

~  ^mà  xVj,  ~       Xi¥\Xi)  XiV'{X.2)         '    '"    '        X„i^\x,n) 

_-_         y  Y  y  Y 

=  V  ^^  = u ^         -■' -^  .  H 1^^^ , 

^^  X  Fj.  Xi  V\Xi)  X.2  F'  (  Xi  )  X,n  h  '  {  X,n  ) 
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enfin,  si  l'on  substitue  les  valeurs  des  inconnues  ^  précédemment 
trouvées,  il  viendra,  en  employant  toujours  le  signe  >  pour  indi- 
quer une  somme  relative  aux  racines  JC,,  Xo,  .  .  . ,  x,„, 


^i 


_V  Q2(^)[Q|(^)Zi-l-02(3")Zo^...+  Q„,-i(.r)Z,„,i-f-Z„,] 
-"2       -Zd  xV"^{x)  ' 

z,n-,-^^  .rF"^(,.r) 

_-^  Qi(.r)Z|  -4-  Qo(.r')Z2-4-.  .  .-4-  Q„,-i  f.r  )Z,„-i  -i-  Z„, 
jt^  XV   ^{x  ) 

Ce  sont  là  les  formules  auxquelles  nous  voulions  arriver  pour  la 
résolution  des  équations  (i)  du  paragraphe  précédent;  on  aurait 
pu  les  obtenir  par  une  méthode  plus  directe  et  plus  rapide,  mais 
qu'il  n'eût  pas  été  possible  d'appliquer  aux  équations  analogues 
composées  avec  les  solutions  simultanées  d'un  système  de  deux 
équations  à  deux  inconnues  que  nous  rencontrerons  plus  tard; 
elles  donnent,  comme  on  voit,  sous  une  forme  élégante,  les  quan- 
tités désignées  précédemment  par  A^,  savoir  : 


''         jmd         XVHX) 


A 


et  l'on  en  tire,  pour  la  valeur  de  ^j  cette  expression  dont  le  numé- 
rateur  est  une  somme  de  carrés 

Ao  '  -  '"^  ^^  xV'-'-{x) 

IV.  Nous  avons  désigné  par  A(^)  au  commencement,  ce  que 
devenait  le  polynôme  A,  lorsqu'on  considère  au  lieu  de  l'équation 
F(:c)  =  o,  la  suivante  F(,r  -h  ç)  =i  o,  et  nous  avons  posé 


or,  il  est  facile  de  passer  des  valeurs  précédemment  trouvées  de  Ao 

et  ^,  à  celles  de  Ao(^)  et  \'  J  -  Et  d'abord,  comme  on  le  voit  de 

^*-o  Ao(^) 

suite,  les  valeurs  de  la  dérivée  F'(x  +  ç),  lorsqu'on  mettra  pour  x 
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les  racines  de  l'éqiialiun  transformée  F (x  -f-  ç)  =  o,  ne  dilléreroiil 
point  lies  (jiianlités  F'(X|),  F'(x2),  etc.,  de  sorte  qu'on  aura 

m    m  •-  I  i 

A„(  f  )  =  (-  I  )       ï       (T,  -  f  )  (a-,-  0. .  .(^«,  —  0  X  f'^^.)  F'(^i)- .  .F'(a^//.)- 

(^)iiant  aux   polynômes  li,(x),  i2o(jr) ils  (le\  iciKltoni  des 

fondions  riitioiinclles  et  enlirres  de  ;  ;  ainsi  en  |>()saiit 

ii]{x)  H-  0|  (a-)  -4-. .  .-^  û;„_,  (r)  -H  I  =  J(  ^  :r), 

la  fonction  ^f  (•(•rresj)ondanl  à  une  racine  ./•  réelle  ne  pourra 
jamais  ni  s'évanouir  ni  chauffer  de  signe  pour  aucune  valeur  de  ç. 
Ces  préliminaires  posés,  nous  allons  démontrer  que  les  coefficients 
des  diverses  puissances  de  a  dans  le  polynôme  A(ç)  possèdent  les 
mêmes  propriétés  cjue  les  fonctions  (jui  figurent  dans  le  théorème 
de  M.  Slurm.  En  premier  lieu,  l'équation  A(;)  =  o,  avant  toujours 
toutes  ses  racines  réelles,  il  suii  dune  conséquence  delà  règle  des 
signes  de  Descartes,  que  les  coefficients  de  deux  puissances  consé- 
cutives de  A  ne  pourront  jamais  être  supposés  nuls  en  même  temps, 
et  (juc  si  un  coefficient  s'évanouit,  ceux  de  la  puissance  précé- 
dente et  suivante  de  A  seront  de  signes  contraires.  Si  donc  on  fait 
croître  ç  d'une  manière  continue  de  Ho  à  Çi,  des  changements  dans 
le  nomhre  des  variations  de  A(^)  ne  pourront  survenir  qu'autant 
que  ce  sera  le  dernier  terme  qui  viendra  à  s'annuler.  Mais,  d'après 
l'expression  obtenue  pour  ce  dernier  terme,  les  valeurs  de  ç  qui 
peuvent  l'annuler  sont  uniquement  les  racines  de  l'équation  pro- 

posée.   Cela  étant,  considérons  le   rapport     '   1     dont  nous  avons 

'■  '  '  '        Ao  (  ?  ; 

obtenu  l'expression,  savoir  : 


Ao(^;  — J(a-  — t)  F'-''(J")       j^(';  —  x)F'-i{x) 

Pour  une  valeur  de  ç  voisine  d'une  racine  quelconque  ^,  le  signe 

de  ce  rapport  dépendra  du  seul  terme  -^ — ^^rr^ J  donc,  d'après 

'  '  '  (^  —  x)  F^{x}  '         ^ 

ce  que  nous  avons  remarqué  sur  le  numérateur,  il  sera  négatif  pour 
une  valeur  de  ç  un  peu  inférieure  à  x,  et  positif  pour  une  valeur 
un  peu  supérieure.  Nous  voyons  donc  ({ue  la  quantité  ^  croissant 
d'une  manière  continue  de  Ço  à  ^,,  le  polynôme  A(Ç)  perd  autant 
de  variations  qu'il  y  a  de  racines  réelles  de  l'équation  F(x)  =  o, 
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conipiiscs  enire  ces  limites;  le   nombre  de  ces  racines  est  donc 
bien  Vf  —  ('?  ,  comme  nous  l'avons  annoncé. 

V.  Dans  la  démonstration  du  théorème  analogue  au  précédent 
pour  deux  équations,  nous  supposons  ces  équations  les  plus  géné- 
rales de  leur  degré,  pour  n'avoir  pas  lieu  de  discuter  les  cas  par- 
ticuliers qui  pourraient  s'oflrir  et  où  nos  formules  seraient  en 
défaut.  Ces  cas  pai'ticuliers  se  trouveront  d'ailleurs  complètement 
évités  dans  une  autre  forme  sous  laquelle  nous  présenterons  plus 
tard  notre  théorème,  et  qui,  moins  symétrique  à  la  vérité,  se  prête 
plus  facilement  aux  applications  numériques.  Nous  avons  pensé 
utile  de  présenter  d'abord  pour  deux  équations  du  second  degré 
les  calculs  des  quantités  Ao  et  Aj  ;  on  peut,  en  effet,  écrire  alors  en 
entier  les  foi'mules  qui,  en  général,  sont  représentées  d'une  manière 
abrégée,  et  l'on  en  saisira  très  facilement  le  sens. 

Nous  avons  employé,  en  commençant,  le  symbole  (to)  pour  repré- 
senter le  système 


S|Wl 

Saoj. 

^310) 

S20J1 

Ssw» 

Suo, 

•  •  »       ^/;(  +  I  M-i 

Ssw, 
•  •  •  1 

^4(0» 

S- 

^  0  (1)  • 

■  ■  •        J  /i!  +  2(x>^ 

'5  /Il  to  1 

•^  /n-hl 

W? 

^  /ll-hl 

Ml 

•  !       J-2m  —  l  M 

Si  l'on  suppose  fn  ^2,  ce  système  se  réduira  à 


S,, 


'3W' 


de  sorte  que  la  fonction  A  sera  le  déterminant  suivant  à  quatre 
colonnes,  savoir  : 


A  = 


I  — 

l 

S-u 

s, 2 

S22 

s„ 

S31  — 

\ 

s  22 

S32 

s, 2 

022 

S 

13 

À 

S23 

S22 

S32 

003 

S 

33—  >- 

Cela  posé,  formons  le  système  des  équations  linéaires  : 


(8) 


O  2  1  '^  1  ~r-  ^31-^2  ~H  O  2  2  ^3  ~^  -^  3  2  -^  i  — ^  ^  2 1 
O  1  2  -^1  -+-  022-^2  ~^  ^  1-3  -^3  ~^  ^23  -^4  ^^  ^3î 
022-^1  -i-  532-^2  -h   S23  ^3  +  833  Z:,^=  Z; , 


sin  l'extension  di   tiikohkmk  hk  m.  su  um.  l'i 

Le  (lénominaU'iir  roninmii  «les  valturs  des  inconnues  z  sera  Aq, 
et  si  ifS  \aleurs  sont  nprésenlées  par  les  luiimilrs 

c,  =  AiZ,-r-AiZ,-.-AiZ3-^A!Z;, 
=î^AîZ,-^A|Z,-+-AJZ3-4-AJZ;, 
^3  =  A?  Z,  -+-  A,?  Z,  -^  A3  Z3+  A  J  Zi, 
Zi  =  AtZ,^AjZ,4-A^Z3+AjZi, 


on  aurait,  comme  précédemment, 


Ai 


'M 


A?). 


Or,    en   inlrodiiisanl  quatre   in<onnues  auxiliaires  Ç, ,  Tj,  ^3,  1:^4^ 
nous  pourrons  remplacer  les  écpialions  (8)  par  les  suivantes  : 


(9) 


et 


J  3-:3  ■ 


•■f-ljl  ,1  -H  -2^2^-2  V2  -H  ^sj'a  ,3 


r,  7 

>;4  —   ''Il 
^4  Ç4  =   Z2, 

a~iJK;:v=  Z., 


(10) 


^1  =  ^iri(-i-^-^'i-2-^j'i-3-^-2-iri-4), 

^2=  a"2^2(-=l-i-  •ï-2-2  — J'2-3  4-^2j'2-4). 
^3  =  ^3^3  (  -1  -^  ^3  -2  -r-  ^^3  -3  +  ^iX-i  -4  j, 
^4  =  -^4^4  (  -1  -4-  ^4  -2  -i-  J'4  =3  -^-  -rij'^  Z ,,  ), 

Donc  Ao,  qui  est  le  déterminant  relatif  aux  équations  (8)  aura 
pour  valeur  le  produit  des  déterminants  propres  aux  deux  systèmes 
(9)  et  (10),  ce  qui  donnera  très  facilement  l'égalité  suivante 


A„  = 


S,, 
S21 

S,o 


S21  S12  S22 

'^31  ^22  ^^32 

*^22  *^13  ^23 

S32  S23 


S33 


TiX2T3Xiyiy.yy3y:, 


1 

Xi 

Ji 


I 

X2 
J2 


I 

73 


I 

•2^4 


^ijl       ^2^2       ^3^3       ^4jK4 


Cela  posé,  représentons  jiar  l(x,y)  la  déterminante  fonction- 
nelle relative  aux  premiers  membres  de  nos  deux  équations  du 
second  degré,  F(a:,y')  =  o,  f^(x,y)  =  o,  c'est-à-dire  l'expression 
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_  -_ -,    et    introduisons    les    nouvelles    quantités    auxi- 

dy  ôx        dx  ôy 

liaires  ri,,  y,.,,  t,3,  r,.,  par  ces  formules  : 

y,   _  •ri|-h^|-fi-2-+-ri'^i^'^  ^\.Y\f'i'* 
_  r,i  -h  a-.»  r,.,  -f-  Vo  'r]:j  -f-  37-2 1'?  '^  i 

(  "  ) 

.  T;  I  -f-  .r  ;,  r,  2  -4-  7'3  Yl  3  -\-  373  r.1  "^  i 


^4 


y,i-H  a7tri2-f-.nT,3+a7tjK4Tit 
A(.r4,  jKv) 


On  trouvera,  par  la  substitution  dans  les  équations  (g),  qu'elles 
se  transforment  ainsi  : 

•"^I         +V2>^y         +r,32^-y       +-nv>^-Y^     =7.2, 

en  représentant  pour  abréger,  par  exemple,  la  somme  symétrique 


4- 


! u.  par  ^  -•  Mais,  d'après  un  théorème 

Aia-,,7,)    '    Mx.2,y.)  ^        '   t       .^A  ' 

de  M.  Jacobi,  les  sommes  ^^\'   2l  *^''2i  A  ^'♦^^^'^ouissent  ;  ainsi 
nos  équations  en  r,  deviennent  plus  simplement 


Tri 


S^  ocy 

V^  xy  v^  r-  v;^  xy-  „ 

Dans  ce  système,  le  déterminant  n'est  plus  l'unité  comme  nous 
l'avons  trouvé  plus  haut  pour  des  équations  analogues;  on  obtient 
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aisément  pour  sa  valeur 

tlniii  \(.i(i    I  expression  en  foiu'lion  des  coetlicienl'^  «les  éciuations 


^1 


jua 


F(x,  y)  =  ar-  ->-  7.Ù  xv  --  cy-  -:-..., 
<!>(  .r,  V  )  =  a  J'-'f-  •->.  3  J"K  -H  ';  y-  -^.  .  .  , 

les  termes   iikii  «'-ciils  t'-tiinl    iluii  (lei;ré    inférieur':    posons,    pour 
abréger, 

B  =  ar  —a-;, 
C  =  a^  — «3, 
H^-4AG  =  (D     ('). 

On  trouvera  par  un  (mIcuI  facile 


'V        — 


2Ty  _   B  •^   y-  2  G 


donc 


Le  cas  d'exception  à  nos  formules  se  présenterait  lorsque  B  ou 
(ô  s'évanouissent,  mais,  en  général,  ils  seront  dilléx-ents  de  zéro; 
alors  la  quantité  précédente  représentant  le  produit  des  détermi- 
nants   relatifs    aux    systèmes    (9)    et  (  1 1  ),    on    arrivera    à  cette 


égalité 


I           I  I           I 

Xi          x-i  Xi         a"i 

y\  yi  y'i  jv 

^ijl  ^îJV'î  ^3/3  ^4j-i 


B^ 


=   -Ti^(-^l>70-^<'-^2,JK2)A(u:3,7,)  A(^i,JK4), 


lo 


d'où  l'on  conclut  la  valeur  de  Aq,  sous  la  forme  suivante  : 


B'- 


S.^  =  XiXiXiX',  y-iy^y-if.,  —  A(xi,  j',;  A(>2,  JK2)  ^(^-3,  y^)  A(Xi,  y^,). 


(  '  )  Cette  quaDtilc  cE)  est  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée  dans  l'équa- 
tion finale  en  x  ou  en  y  quand  on  a  fait  disparaître  les  dénominateurs. 
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On  retrouve  bien  ici  la  propriété  connue  de  la  fonction  A  de 
s'évanouir  pour  deux  solutions  égales,  car  si  Ton  suppose,  par 
exemple,  ^,^^0  ft  J'i  =J>^2'  deux  colonnes  du  déterminant 
deviennent  identiques  et  il  s'annule. 

VI.  Résolvons,  par  rapport  aux  inconnues  y,,  les  équations  (12), 
leurs  valeurs  auront  la  forme  suivante  : 

'fjo  =  :x  Zj  -i-  ji  Zo  -r-  Y  Z3, 

^    lin    _i_  'i"  7      •    -'"7 

'i  i  —  ^    ^  1 1 

et  l'on  pourrait  même  démontrer  quon  a  ces  relations 


[î  =  a',  Y  =  a",  o  =  a"',  7' 


1^   ' 


mais,  pour  abréger,  nous  éviterons  de  les  employer  en  modifiant 
légèrement  la  marche  suivie  précédemment  dans  le  calcul  analogue 
pour  les  équations  à  une  inconnue.  Posons  d'abord 

l>i(a^,  jj')  =  a  -H  !x' X  -\-  OL"y  -^  <3!" xy. 

^■i{^,  y)  =  Y  + Y'-^  +  7"r, 

on  trouvera,  par  la  substitution  des  quantités  r^  dans  les  équa- 
tions (11), 

_  l"^|(.r,,  jKi  iZi  —  OoCa-,,  Kl  )Z-;-i-  'ày.ix^,  yoZ->,^  oZy 
^        1^1  (•Tj,  .r2  iZ,  H-  Q9(ar2,  .Xs  )Z.2-+-  ^-^i-r^,  r2)Z3-f-  oZ^ 

i-")  — r—, > 

^     _    Ql(-Z-3,  ^3)^1+   Q2(^3,r3)Z2—  Q3(-y3.  73)^3-1-   oZy 
^'~  A(a-3,j3) 

^   _  Qi(.rv,  yt)Zi  +  Q2O4,  >-v)Z2+  ^3(3-4,  .vt  ^Z,^  oZ; 

Or,  en  multipliant  les  équations  (9)  respectivement  par  ^,,  20, 
^3,  z^^  et  les  ajoutant,  il  viendra  en  ayant  égard  aux  équations  (10), 

I     „.,  I     „„  1 


(i4) 


^1^1   ~'  ^îJKa"'  ^3j3  ''^  ^4^ 


Qu'on  substitue  maintenant  dans  le  second  membre  à  ^i,  z--2t  .  .  ., 
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leurs  \alem-»  en  fVmclion  liiK-ain-  dr  /.,,  /._.,   ...  :  \.ileur.s  que  nous 
avons  plus  luiut  reprrsrntées  ainsi  : 

c,=  A{Z,--AiZ,+  AiZ,~.\'/., 
5i=AfZ,  ^AÎZ, -^A|Z3-+-A?Z;, 
-,=  AîZ.-f-AJZ,-r-A5Z3-+-A?Z;, 
Ji  =  AJZi-f-  AiZi-4-  .\JZ,-+-  A  jZj. 

La  relation  ohlrnue  existera  i(lentir[uemenl  quelles  que  soient 
les  (|uanlitt's  /,,  /,_,,  ...,  cl,  si  ion  compare  en  particulier  les 
cocKicienls  des  carres  dans  les  deux  membres,  «m  Intuvera  de  suite 
la  formule  à  laquelle  nous  Noulions  airi\tr,  savoir  : 

y  «il  (X.  y  )  ^  QUt.  r )  +  Ql  (x,  y)  ^  o-'  A, 

A.^A,-.A3-A,_2^  y^rjT^jry^  —  Y^' 

le  sit;nc  ^    se  rapportant  aux  divers  couples  de  solutions  a',,  j^,, 

\  II.  \rrclons-nous  un  instant,  a\ant  daller  j)lus  loin,  sur  une 
consé(juence  remarquable  des  calculs  précédents.  Rapprochant 
des  équations  (9)  les  équations  (i4)  ^1"^  ^^  donnent  la  résolution, 
nous  voyons  (|ue  les  premières  sont  satisfaites  en  annulant  -C;.,  Z.i, 
Z;  et  faisant 

donc,  dans  ces  hjpolhèses,  il  en  sera  de  même  des  secondes.  Or, 
il  suit  de  là  qu'en  posant 

Q(x,y)  =  Û,(j",  ^)-ha-,  Û2(J",  JKj-4-71  ih(u-,y)-^  ^^^iji, 

on  aura  à  la  fois 

2(^2,^2)  =  '^)         Û(.r3,  j's)  =  o,         12(3:4,70  =  0 
et 

o(x,,7,)  =  A(x,,j,). 

On  voit  donc  que  1  équation  Q(j;',  j^)  =  o  admet  toutes  les  solu- 
tions des  équations  F(.r,  r)  =  o,  <î>(a:,y)  =  o,  sauf  une  seule. 
Les  coefficients  de  cette  équation  dépendent  d'ailleurs  rationnelle- 
ment de  ceux  des  équations  proposées  et  de  la  solution  écartée 
H.  —  III.  2 
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^,,  )',  ;  ainsi  le  poljuùine  Ù(x^  >')  peut  être  regardé  comme  ana- 
logue au  quotient  de  la  division  du  premier  membre  d'une  équation 
à  une  seule  inconnue  par  linconnue  diminuée  d'une  racine.  La 
relation 

confirme  encore  cette  analogie,  la  déterminante  fonctionnelle 
jouant  dans  cette  circonstance  comme  dans  tant  d'autres  le  rôle 
d'une  dérivée.  Enfin,  nous  remarquerons  qu'enjoignant  à  l'équation 
Q(.r,y)  =  o  une  combinaison  linéaire  des  projiosées  où  le  carré 
de  l'une  des  inconnues  ait  été  éliminé,  le  système  ainsi  obtenu 
conduira  à  une  équation  finale  en  x  ou  en  y,  du  troisième  degré 
seulement;  c'est  ce  qu'on  vérifiera  très  facilement  par  l'application 
de  la  règle  de  M.  Minding,  ou  même  directement  par  l'élimina- 
tion. 

VIII.  Nous  allons  maintenant  revenir  au  cas  de  deux  équations 
F{Xjy)  =  o,  (^(x,  y)  =  o  du  degré  /»,  pour  présenter  de  la  ma- 
nière la  plus  générale  des  calculs  entièrement  semblables  aux 
précédents,  et  qu'il  sera  bien  facile  de  saisir.  Désignant  par  les 
mêmes  lettres  affectées  d'indices  simples  ou  doubles,  les  quantités 
analogues,  nous  considérons  en  premier  lieu  entre  deux  groupes 
de  quantités,  "C,  et  '^j  un  système  de  /n-  équations  linéaires, 
déduites  de  la  suivante  : 

(9')  >^  ^u)y^KM=  Z/,,,, 


1 


en  attribuant  successivement  aux  exposants/»  et  q  toutes  les  valeurs 
o,  1 ,  2,  . . .,  /?i  —  r .  Ces  équations  seront,  comme  on  voit,  les  ana- 
logues des  équations  (9);  nous  établirons  aussi  un  second  système 
de  nï-  équations  entre  les  mêmes  quantités  vÇ  et  un  nouveau  groupe 
d'inconnues  z,  qu'on  déduira  de  la  suivante  : 

h;  — 1 
1 

en  attrdjuant  à  l'indice  o)  les  valeurs  1,2,....  ni'-,  et  ces  équations 
correspondront  aux  équations  (10).   Cela  posé,  l'élimination  des 
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quantités  Z  donnera  ///-  t't|u;»tlons  entre  les  inconnues  z  et  /  dont 
voici  le  Ivpe  : 


ou  l)ien  encore 


I  u 


;//'       ///  —  t 


— ■(.)  •— /,y 
I  » 


et,  en  inlcrverli>s;int  I  nrilrc  des  deux  soinniiilions. 


Mais  nous  avons  déjà  introduit  la  notation  Sa,b  pour  désigner  la 

somme  symétrique  ^  x"  ^^^,  de  sorte  que  nous  écrirons  plus  sim- 
plement 

'"  /  .^^       ■>'/,/■  ^/M- !-(-',  v-^-l-^  y—  ^/','/- 


Nous  llxciuns  l'ordre  dans  lequel  toutes  les  écpiations  du  sys- 
tème se  déduiront  de  celle-là  en  attribuant  d'abord  à  q  la  valeur 
zéro,  et  à/?  la  série  des  Naleurs  o,  i,2,...,/?j  —  i,  puis  à  q  la 
valeur  i .  et  à  j)  la  même  série  que  précédemment,  et  ainsi  de  suite. 
Cela  étant,  la  fonction  A  se  déduira  du  déterminant  relatif  au  sys- 
lème  ainsi  formé  après  que  des  termes  en  diagonale  on  aura  retran- 
ché une  même  cpiantité  A,  de  sorte  que  A  sera  un  polynôme  entier 
du  degré  m-  : 

A  =  Ao  -f-  \  Al  --  /.2  A^  -^  .  .  .  -+-  (—  })>"'■  },'"=, 

et  ce  qu'il  nous  faut  calculer  présentement  ce  sont  les  deux  pre- 
miers coefficients  A^  et  A,,  ou  plutcU  le  rapport  ^• 

Et  d'abord  Ao  sera  le  produit  des  déterminants  des  systèmes 
(9')  et  (10),  et  en  désignant  par  cO  le  premier  on  trouvera  de  suite 
l'équation 
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Le  déterminanl  cO  appartiendrait  également  au  système  déduit 
de  l'équation  suivante  : 

m  —  l 
0 

puisqu'il  ne  difTère  du  système  (9)  (jue  par  l'échange  des  colonnes 
horizontales  et  verticales,  mais  nous  verrons  ainsi  plus  facilement 
une  propriété  essentielle  de  ce  déterminant,  celle  de  ne  pas  changer 
de  valeur  lorsqu'on  met  respectivement  x^,^  —  ç  et  j',o  —  r,  à  la  place 
de  ^co  et  T'to,  c'est-à-dire  lorsqu'on  considère,  au  lieu  des  équa- 
tions 

F(a-,j»')  =  o,  *(:r,jK)  =  o, 

les  suivantes  : 

Qu  on  fasse  en  effet  pour  un  instant 

m  —  \ 

Û 

le  changement  en  question  reviendra  à  mettre  à  la  place  de  Zij  une 
fonction  linéaire  des  quantités  ::,  donnée  par  le  coefficient  de  x'yj 
dans  le  développement  de  l'expression 

suivant  les  puissances  de  x  et  )',  de  sorte  que  si  l'on  fait 

/H  — 1 

n(—  ï  -t-  37,  —  T,  +  j>o  =2 .  ^'y^'^'i'j^ 

0 

ce  sera  précisément  la  cjuanlité  z'-  ■  qu'il  faudra  substituer  à  Zij. 
Mais  si  Ton  met  dans  l'équation  précédente  x-^-t  et^K  +  '/^iàla 
place  de  x  ely,  le  premier  membre  redevenant  n(^,y),  on  voit 
que  les  quantités  z  s'exprimeront  inversement  par  les  quantités:;', 
sans  introduire  aucun  dénominateur;  donc  le  déterminant  relatif 
à  la  substitution  des  z'  aux  :?  ne  peut  être  que  l'unité. 

Cette  remarque  nous  permet  immédiatement  de  passer  de  l'équa- 
tion 
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à  la  suivante  : 

A,(î,  rj  =  (*,-«;  (j',-r.)(a:,- S)  (ri- 'j)---(-^'"'-;)  O'".'-Ti)t0* 

>ur  l.n|ucllc  uuu>  nous  loiult-Toiis  |)lus  luid. 

La  (It'-lt'rminalitiii  du  liiiinorl  —  dépend,  roinine  nous  laNons  vu. 

de  la  résolution  des  équations  (8')  par  rapport  aux  inconnues  c, 
de  sorte  que  si   liiu  rc|ir(''sento  les  \aleurs  de  ces  quantités  par  la 

formule  générale 

III  — { 

0 

on  aura 

«1  —  1 


Pour  efl'ectuer  sous  la  forme  convenable  la  résolution  des  équa- 
tions (8'),  introduisons  les  quantités  r,  en  posant 


III  — i 


il  viendra,  par  la  substitution  dans  les  équations  (9), 


m  —  1  m' 


^^l,J  ■*^w -*i,  '  Wiy  w/ 


7' 


et  dans   ce  nouveau  système  on  devra,  d'après  le  théorème  déjà 
cité  de  M.  Jacobi,  annuler  toutes  les  sommes 

1 

dans  lesquelles  on  aura 

p  -h  q  -{-  i  -^  j  =  ou  <Cini  —  3. 

Ainsi,  en  particulier  dans  la  première  équation  où  Ion  doit  sup- 
poser 

p  =  q  =0, 
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toutes  les  inconnues  disparaîlront,  sauf  la  dernière  z-,„_i^m-\  nuil- 

tiphée  par  la  somme  non  évanouissante  en  siénéral,     t     -tt — • 

1 
Mais  ce  qu'il  importe  surtout  de  remarquer,  c'est  que  les  coeffi- 
cients qui  ne  disparaissent  pas  sont  des  fonctions  rationnelles  des 
coefficients  des  équations  proposées,  fonctions  que  M.  Jacobi  a 
appris  à  calculer  dans  son  admirable  Mémoire  intitulé  Theoremata 
nova  algebraica  circa  sysLcma  diiarum  œquationum  inter  chias 
variabiles  propositavum  (').  (hiant  au  déterminant  de  ce  sys- 
tème il  est  le  produit  des  déterminants  relatifs  aux  systèmes  (9') 
et  (i  1');  si  donc  on  le  désigne  par  0,  on  arrivera  à  la  relation 

équation  remarquable  et  analogue  à  celle  que  nous  avons  |)récé- 
demment  trouvée  pour  les  équations  à  une  inconnue.  Nous  ne  pou- 
vons nous  occuper  ici  d'une  détermination  plus  complète  de  0  dont 
nous  avons  fait  le  calcul  ci-dessus  dans  le  cas  de  /;?  =  2  ;  nous 
observerons  seulement  qu'en  passant  des  équations  proposées  à 
leurs  transformées  en  j:  —  E,  )' — r,,  0  ne  cliange  pas.  Cette  pro- 
priété vient  déjà  d'être  établie  pour  le  déterminant  cD,  et  il  est 
très  facile  de  voir  qu'elle  a  lieu  également  pour  toutes  les  quanti- 
tés A(^(o,j'<^),  en  se  rapportant  à  l'expression  de  A(:r,^)  où  ne 
figurentque  les  dérivées  partielles  des  fonctions  F(^,  y),  ^{_x.y). 
Cela  posé,  résolvons,  par  rapport  aux  inconnues  '/",,  les  équations 
(  12')  et  soit 


2  ^/'^^ 


^/'■1 


'i',y 


les  quantités   w  étant  des  fonctions   entières  des  coefficients  des 
équations  proposées.  Si  nous  posons 


iii  —  \ 

0 


(')  Jacobi,  Gesammelle  Werhe,  t.  IIL  p.  2.S5  -jy^- 
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on  Irouvera.  |>.ir  la  >iilt>iiliiii(m  (1.im>  le»  t'fjiialions  (  i  i'), 


m-  1 


~^mii.,,,       0  A (.r,„.  _;',.,) 


Or,  (les  é(j  lia  lions  (y')  et  (  lo')  ii(iii->  Iikhis  la  relation 


//;  — 


V    _1_^2._V 


I  0 


qui  existera  idenliqneinent  par  rap|)ort  aux  quanlilés  /,  lesquelles 
entrent  seules  dans  le  premier  membre.  (^)uanlau  second  membre, 
si  1  on  V  rcmplaee  c/./  |)ai-  la  formule  posée  plus  liauf.  saxoir 


-.  ._V       \'./ 7 

0 

il  ne  dépendra  plus  de  même  que  des  quantités  Z,  et,  en  égalant 
les  carrés  de  Z^  y  dans  les  tleux  membres,  ou  trouvera 

1 

d'où  Ton  conclut  enlin 

m  -  1 
,  ^^  l'.'l 


Ao  ^^/'.y     ''■''  ^^w  -ï-w^w  ^^'  -^^  y  -^o),  J'w  J 


1 


IX.  De  l'analyse  précédente  résulte  un  théorème  analogue  à 
celui  que  nous  avons  donné  précédemment  pour  deux  équations 
du  second  degré,  et  qui  consiste  en  ce  que  le  polynôme 


;/;—  1 

Û( 


0 

vérifie  l'équation 

Û(a:i,  ji)  =  0  A(.r,,7,), 

et  s'annule  quand  on  y  remplace  x  el  y  par  toutes  les  solutions 
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simultanées  dilTcreutes  de  la  sululion 

Gomme  cela  est  très  facile  à  vérifier,  nous  ne  nous  y  arrêterons 
pas,  et  nous  arrivons  de  suite  à  la  démonstration  de  notre  théo- 
rème. Précédemment  nous  avons  obtenu  l'équation 

et  de  la  valeur  trouvée  pour  ^  résulte  aussi 

1 

le  numérateur  5' (j7(oO^">'  ^5  yJ  désignant  ce  que  devient  l'expression 

^    Qj^    (^(ojj'w)  lorsqu'on  substitue  aux  équations  proposées  leurs 

transformées  en  :r  +  ç  et  j'  +  rj.  Or,  il  est  évident  que  la  fonction 
rf  correspondante  à  deux  solutions  simultanées  réelles  ne  changera 
jamais  de  signe  pour  aucune  valeur  des  quantités  ;  etr,.  Ces  préli- 
minaires posés,  nous  allons,  en  premier  lieu,  rechercher  comment 
se  modifie  le  nombre  des  variations  du  polynôme 

A(;,  r.)  =  Ao(|,  r,)-ÀA,(^  r,  )  ^.  .  .+ (- ir'À"" 

lorsqu'on  j  fait  croître  r,  d'une  manière  continue  de  rj^  àri,,  la 
quantité  ;  restant  constante  et  égale  à  une  valeur  déterminée  Çq-  Et, 
d'abord,  les  coefficients  de  deux  puissances  consécutives  de  A  ne 
pourront  jamais  s'évanouir  en  même  temps,  et  si  un  coefficient 
s'annule,  le  précédent  et  le  suivant  seront  de  signes  contraires. 
C'est,  comme  nous  l'avons  déjà  dit,  une  conséquence  du  théorème 
de  Descartes  et  de  ce  que  l'équation  A(ç,r, )  =  03  toujours  toutes 
ses  racines  réelles. 

Ainsi  des  changements  dans  le  nombre  des  variations  ne  pour- 
ront survenir  qu'autant  que  ce  sera  le  dernier  terme  qui  viendra  à 
s'annuler.  Mais,  d'après  l'expression  de  ce  dernier  terme,  les  valeurs 
de  Y)  qui  peuvent  l'annuler  sont  uniquement  les  racines  y  du  sys- 
tème des  équations  proposées,  qui  sont  comprises  entre  les  limites 

7,0   et  Tj,  . 
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Cela  élanl,  C(»n>ulcii)iis  le  r.ij)|iitrl 

Ai^;.  T,)  __y >7(j-,.,.  .r'O'  ^  '^.  ) 

Au  (  ;,  T,  )  ~       jm^(  .7-,.,  —  ;  )  (  Juy  —  r,  )  o'  A»  (  J",.)-  Jw  ) 

polir  une  \  ;il('iii- lit"  r,  voisine  d  une  ia<ini' j',,,  :  son  sij^nc  (l(''j)endra 

u  seul   terme  z •       ^.  ' ,  ou.  d  après  ee  (luc 

nou>  r)\oii>  t'tahii   relalivenicnt   au    nuuic'ral«'ur,    «lu   seul    (acteur 

, Or,  (l(Mi\  ra>  sont  à  dislintruor;  en  premier  lieu, 

si  x,,i  —  ;,)  est  positif,  n'  raj)port  sera  négatif  pour  une  valeur  de  t, 
un  peu  inférieure  à  j'^,,,  el  positif  jxtur  une  valeur  un  peu  supé- 
rieure; donc  alors  une  variation  se  chanj^^e  en  permanence  dans  le 
polynôme  A(;,r,),  lorsque  y,  atteint  el  dépasse  la  racine jKw-  Mais 
si  nous  supposons  en  second  lieu  or^  —  Çq  négatif,  c'est  évidemment 
le  contraire  qui  arrive  :  c'est  une  variation  qui  s'introduit  dans 
A(;,Y,)  lorsfjue  r,  franchit  la  valeur  j)'„)-  "  est  facile  de  conclure 
de  là  la  signification  de  la  dillérence  rç  .,  —  w'?  y  ,  c'est-à-dire  des 
séries  du  nombre  des  variations  du  polynôme  A(^o,r,o),  sur  le 
nombre  des  variations  de  A(çn,r,,).  Considérons  x,,,  comme 
l'abscisse  et  j)-,,,  comme  l'ordonnée  duu  point  rapporté  à  deux 
axes  rectangulaires  dans  un  certain  plan,  de  sorte  qu'à  chaque 
solution  du  système  de  nos  équations  corresponde  un  point  déter- 
miné. Cela  étant,  si  nous  menons  deux  parallèles  à  l'axe  des 
abscisses  par  les  points  dont  les  coordonnées  seraient 

les  points  auxquels  correspondent  des  solutions  et  qui  seront  com- 
pris dans  l'intérieur  des  deux  parallèles  se  partageront  en  deux 
groupes  Ço'  selon  que  leurs  abscisses  seront  plus  grandes  ou  plus 
petites  que  ;„.  On  voit  que  ceux  du  premier  groupe  seront  adroite 
de  l'ordonnée  verticale  menée  j)ar  le  point  (?„,  Yjq),  et  les  autres  à 
gauche.  Donc,  lorsque  la  quantité  r^  varie  d'une  manière  continue 
de  r,o  àyii,  le  polynôme  A(^,r,')  perd  autant  de  variations  qu'il 
existe  de  points  dans  le  premier  groupe,  et  en  gagne  autant  qu'il 
en  existe  dans  le  second.    Soient  donc  respectivement  Db  el  Ob'  le 
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noml)re  de  ces  points,  on  aura  la  relation 

Cela  posé,  si  la  quantité  ^o  devient  H,,  Ob  s'accroîtra  du  nombre 
des  points  renferjiiés  dans  l'intérieur  du  rectangle,  ayant  pour 
coordonnées  de  ses  sommets 

et  X'  sera  diminué  du  même  nombre.  En  le  désignant  par  /?,  nous 
aurons  donc 

^%,r„—  fE,/r„  =  (DX:,-+-  n)  —  {  OU  —  n)  =  dl-  —  Db'-H  m. 

Or,  cette  relation  jointe  à  la  précédente  conduit  immédiatement 
à  notre  théorème  qui  consiste  dans  l'équation 

-n.  '1.1     '         ^i.  fil  ^.f  'it  Ti-  'in 

■> 

X.  On  a  pu  remarquer  dans  les  calculs  précédents  que  les  deux 
inconnues  a;  et  j^  étaient  traitées  de  la  même  manière;  c'est  cette 
symétrie  qui  nous  a  engagés  à  nous  occuper  ainsi  avec  détail  de  deux 
équations  générales  du  degré  ni.  jNIais  on  va  voir  que  les  mêmes 
principes  conduisent  à  une  analyse  plus  simple  lorsqu'on  considère 
deux  équations  de  la  forme 

F(x)  étant  un  polynôme  entier  et<I>(a:)  une  fonction  rationnelle 
cjuelconcfue  de  x.  On  obtient  d'ailleurs  des  formules  d'une  appli- 
cation numérique  très  facile,  et  qui  n'offrent  aucune  exception. 
Nous  admettrons  seulement  qu'on  ait  enlevé,  dans  le  poly- 
nôme F(x),  les  facteurs  qui  lui  seraient  communs  avec  le  dénomi- 
nateur de  ^{x),  de  sorte  que  toutes  lesracinesy  soient  des  c|uantités 
finies.  Gela  étant,  nommons  Xt,  x.y,  •••,  r,,,  les  racines  de  l'équa- 
tion F(.r)=o;  J'(,y2î  ••••)jK//o  'es  valeurs  correspondantes  dey, 
et  T  la   somme   symétrique  y,  x\  -i-y^x'.,  +  ...  +J'w^'n5   notre 


Mil  L  L\rK.\ï«i<)N   lu    riii-Diii  \ii;  hk  m.  >iik\i. 
foiKlion  .\(;,T,'i,  sera  ce  f]in'  dcNiciit   li'  ilcIcniiiiiiiMt 

T,  —  À         Tj  Tj        .  .  .  r„, 

T.        T,      >.         T;         ...  T,,,., 


.V  = 


T. 


Ts->. 


T 


/«  -I 


T,,„- 


lorscju'iin  siil)>iiiin' .r  —  ;  cl  T -+- ■/•,.  à  la  place  de  x  et  y,  dans  les 
équations  [»r()|H>sées,  el  le  nctnihrc  des  solutions  simultanées  com- 
prises dan-^  l'intérieur  d  un  iectani;lt'  soia  enroro  donni'  par  la 
même  fm-iiiulf  (iik»  ci-dcssus  : 


n,.r., 


?0'  "On Cl  '  G" ^'  ^11 


XI.  La  démonslralion  repose  toujours  sur  le  calcul  du  terme 
indépendant  <t  du  coelTicienl  de  la  preniirre  puissance  de  ).  dans 
la  fonction  A;  nous  le  présenterons  de  la  manière  suivante. 

Formons  en  premier  lieu,  entre  les  quantités  ^  et  Z,  les  ni  équa- 
tions : 

,  **     •    ♦■  _i_         ■   y     7 

\                         ^1  ^1  -^  -^2  ^2  -+-  •  •  •  -!-  ^/n  'z'H  =  Zj, 
(■i')  I  -r-2  *•     _J_    -r-2  f     _l_  •       y'X     y        7 


•*   1  ";  I  ~'~  ''2  t  2  ■ 


X 


m        ^  m 


L-mi 


seml)lal(les  aux  équations  (^>)  du  paragraphe    II,   puis,  entre  les 
quantités    ^  et  Z,     les   suivantes    analogues   aux   équations    (3), 


savoir  : 


J, 


(3') 


V2     =  y-1    i^2    Zi-^  Xl   Z-i-i-.  .  .-h  X'^ 

^.3     =y3    (^3    Zi^  Xl    Z.2^-.  .  .-+-  X'{'  Z,n), 


''  inji 


y  m  {^  iii^l-'r-  Xjn  Z  2  - 


.); 


on  trouvera  d'abord,  par  Télimination  des  quantités  X^^  les  rela- 
tions 


(«') 


Si    Zx  -4-82  .32- 

O2    -^1  '^~  Î^S  -S  2  " 


'    S     - 


^2' 


S  -     —  7. 

Sm-Hl    ■«'//i  =  ^2) 
^  in  +  2    ^  m  ^  L" 


3» 


^  /n  -3 1  ~)~  ^ 


m-Hl  »'2  ' 


■lin-\ 


^  m  —  i^  iiii 
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la  quantité  S/  désignant  la  somme  y^  x\  -\-y-iX\  +  .  .  .  +ymx\ji- 
Donc  le  déterminant  de  ce  dernier  système,  c'est-à-dire  précisé- 
ment Ao,  sera  le  produit  des  déterminants  relatifs  aux  équations 
(2')  et  (i'),  ce  qui  donnera  la  relation 


An  = 


S, 

8-2 

0  „i 

S2 

S3        . 

S„,H-l 

S3 

S4        . 

■    .              ^,„_l_0 

,  , 

.   .  ,  .  • 

•^  f/l- 


^x^yix.y. 


S., 


in-\ 


"  m}^  m 


X 


I 

I 

^1 

a-2 

x\ 

x\         .. 

in- 
1 

1 

xi"-'        .  . 

X/ 


vC    ;.i 


X 


m-l 


OU.  évidemment, 


Ao=  XijiXoy-y.  .  .T,„ym  F'(.ri)  F'(.r2).  . .  F'(^/«)- 

Donc,  désignant  par  A(i,  Ti)  ce  que  devient  la  fonction  A,  par 
rapport  aux  équations  en  :r -f- ^  et  i-j-rj,  et  faisant  comme  ci- 
dessus 


on  aura 


Ao(  ï,  T,)  =  {x,-\)  (y,  —  r,  ){x.-\)  (y.  -  r,  ).  .  . 

X  (.r„,-ï)  (>'„,-  -O  F'(.r,)  F'C^o)-  •  .  F'(^.„)- 

Le  calcul  du  rapport  ^  dépend,  comme  nous  l'avons  déjà  vu,  de 

A  0 

a  résolution  des  équations  (1');  soit  donc 

^1  =A}  Zi-hai  Zo -+-... -i-a;„z,„, 

-^2   ^=  Aj  Zj-j-A.]  Z2 -1- .  . . -t- A;„  Z/„, 
z-i   =Af  Zi-i-A'^  z.,  — .  ..^  A?„Z,„, 


on  aura 


A'i"Zi  + Ai^Zj. 


A     -       ^^' 


A?. 


4"'  7 


-^  m  )  • 
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Miiintf'iuiiit.  pour  rllrctiier  cette  résolution,   mius  introduirons 
un  svslènie  de  (juantili'-s  ;iii\ili;iii(s  r^  par  les  l'oiiMules 


!:.  = 


sî  — 


F'(r,) 
T,n-+- J-jT,,  -^•  j-*T,,-+-..  .-+-  a-i"""*  r,,„_, 


(4';  <   "'  F'(^î) 

1  •••■ : ,„ ' 

En  siil)stituant  dans  les  équations  (2'),  il  viendra 


1 _  7 


■'■.o^  — pr-  •+-  ■'',1  Jl^  -[TT  -T-.  .  .-^  r,,„_,  J*^ 


(Jr  ces  é(|ualiuns  se  résolvent  iinniédiatenient  comme  on  va  le 
voir.  Soit,  en  eH'el, 

F(x)  =  .r"'H-  <7,a""-'-i-  «2^"'"^^-.  •  •+  «OT-l^-^  a,n- 

On  vérifiera  sans  peine  les  valeurs  suivantes  que  nous  avons  omis 
de  donner  explicitement  dans  le  paragraphe  III,  savoir  : 

■"ÎO  =  Z,„        -+-  «1  Z,„_i -+-  a2Z,„_2-i- .  .  . -f-  <ï/„— 2  ^2 -1-  <5t/„_i  A], 

''il  =    ^//J— 1  -t-  ^'1  Z,„_2  -t-   <^2Z/,i-3  -r-.  .  .  -t-  a,„_2  Zi  , 


''j/«-2  —   Zo  -f-  «1  Zi, 

If)//!-!  =   Z], 

Que  Ton  pose  donc 

Q,(t)  =  .r'«-'-H  <:;i.?"'-2-^  rtoa-'"-3  — .  ,  .-4-  a,n.-ix  -^  «,«-1, 


1 


Q„i_2  ('.r)  =  a7-^-  ai  .r  +  a^. 
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on  trouvera,   par  la   substitution  des  quantités  y,    dans  les  équa- 
tions (4)?  les  valeurs 


r. 


Qi(xx  )Z,  4-  Q,(  .7-,  )Z.,— .  .  .-K  û,„_i  Cr,  )Z,„_|  —  Z, 


^  Qi(r-j)Z|-H  Q-2('a:-2')Z2-!--  ■  •—  Q„,-i  (y-2  )Z,„_  i  —  Z,„ 

1 

i>,(-a",„)Z,  —  Oof-r,,,  1Z2  — .  .  .—  0,„-,C,r,„)Z,„_,—  Z, 


r 

>!'" 


Cela  posé,  les  relations  (2')  et  (3')  donnent  la  suivante 


^■2  _,  __^_^  ri   _7,_7  ,     -     7 

■  w  [  -; ^2  "•"•••  ~~   >î//i  —  ~'l  '■'1  ~^  ^--ii^i  —  .  .  .  -t-  ■^iii'-'ini 


et  si  Ion  met  dans  le  second  membre,  à  la  place  des  quantités  z, 
leurs  valeurs  en  fonction  linéaire  des  quantités  Z.  on  trouvera,  en 
comparant  les  carrés  de  Z,,  Z^.  ....  les  expressions  auxquelles 
nous  voulions  parvenir,  savoir 

A/: 


elles  donnent  immédiatement 

le  signe  2,  ^^  rapportant  aux  diverses  solutions  simultanées.  On 

en  conclut  qu'en  passant  des  équations  proposées  à  leurs  transfor- 
mées en  X  -\-z  et  y  +  r^.  il  viendra 


-V  <   .T.     -   I 


Ail  ;■  T,  )  _  __^  

Ao(;,r,j  ~       .L^{x—\){y  —  -r,)V'-^ix)' 

expression  dans  laquelle  le  numérateur  désigné  par  ^[x,\)  ne 
pourra  jamais  ni  s  évanouir  ni  changer  de  signe  quel  cjue  soit  ç, 
lorscjue  la  racine  x  sera  réelle.  |)uisqu"elle  représente  une  somme 
de  carrés.  Nous  pouvons  donc  appliquer  exactement  la  démonstra- 
tion employée  précédemment  pour  la  détermination  du  nombre 
des  solutions  simultanées  cpii  sont  comprises  dans  l'intérieur  dun 
rectangle  ayant  ses  côtés  parallèles  aux  axes  coordonnés.  Seule- 
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ment  oïl  voil  do  siiile  l;i  |>uâsil)ilitû  d'ohlcnir  par  h;  calcul  de»  fiiian- 
titésSi.  S;j,  ...,  les  divers  coeflîcienls  (le  l:i  nMiclioii  A(^,r,  ),  (|iii 
jouent  dans  celte  (|tiesliiMi  le  i<M(>  de  fonctions  aiixiliiiio  du  llico- 
rème  de  M.  Sturm.  I)  adleuis  aucun  cas  d  exception  ne  peut  ici  se 
présenter  à  inoin»  «pic  Técpiation  1' (j")  =  o  n  ail  des  racines 
égales.  Mais,  nicnie  alors,  nous  pouvons  conscr\(M'  la  fonction 
A(ç,r,),  dont  le  premier  terme  .Voi;./,")  disparaît ,  cai'  les  deux  sui- 
vants A,  et  Aj.  s  il  existe  par  exemple  deux  laeines  «'-^ales,  se 
trouvent  prendie  la  même  forme  analvti(pie  et  jouer  le  même  rôle 
que  les  ileux  pi-cmieis.  Nous  (lévelopperons  ce  cpii  se  rapporte  à  ce 
sujet  dans  un  autre  Mémoire. 

XII.  Il  suffira  d  nu  peu  d  attention  pour  reconnaître  qu'on  peut 
étendre  à  un  nombre  (pielconcpie  d<(pia lions  simultanées  les  prin- 
cipes apjdicpiés  précétiemment  à  deux  écpialions  à  deux  inconnues. 
Nons  en  donnerons  un  exemple  en  considérant  le  système  suivant  : 


*(a7) 
Wix) 


OÙ  nous  supposerons  que  les  fonctions  <P  et  W  sont  rationnelles  et 
ne  deviennent  infinies  |)Our  aucune  valeur  satisfaisant  à  la  première 
équation  F(x)  =  o.  Soient  toujours  .r,,  ro,  . .  .,  x,„  les  racines  de 
cette  équation,  j',,  c,,j'o,  z--2,  ...,j'/,/.  :•„,  les  déterminations  corres- 
pondantes des  inconnues  j^  et  :;,  et  L/  la  somme  syun-tiique 

nous  considérerons  encore  le  déterminant 

Ui  — A  Uo  U3  ...  \},a 


A 


U,3  Li         U5- 


U, 


u 


/«-Hl 


U. 


*   <    •   •   • 

LU,,,  -1  —  ">. 


de  même  forme  analytique  que  les  précédents.  Cela  posé,  si  l'on 
substitue  x  +  ;,  y  +  r,,  .;  4-  ^  aux  inconnues  proposées,  il  devien- 
dra fonction  de  ;,  y,,  ^,  et  nous  le  représenterons  par 


A(ï,  r,,  :)  =  A,(i,  r,, 


/■A,(^  r„  ^) 


(— IJ"'À' 
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Or,  on  Irouveia  les  expressions  suivantes,  savoir  : 

Ao(r,  r„  -)  =  (T,-i)iy^-r,)(z,-Z){.r,-i)(y,-r,){z.,~-,)... 

Ai(;,  r,,  ;;)  _       ^  j'i'.r.  ;) 

le  signe    /     s'étendanl  aux  diverses  solutions   et    le   numérateur 

J^(a:,  ;o)  étant  la  fonction  déjà  considérée  dans  les  cas  des  équations 
à  une  seule  et  à  deux  inconnues.  Cela  posé,  soit,  pour  un  système 
donné  de  valeurs  de  c,  y),  v,  i'(ç,  r,,  "C)  le  nombre  des  variations  du 
polynôme  A(;,  Tj,  <),  nous  allons  en  premier  lieu  donner  la  signi- 
fication de  la  différence  ^'(ç,  '/i^Zo)  —  <(;,  Yj,  v,  )  où  nous  supposons 
w,  >>  ^0-  Considérons  en  effet  x,  y,  z  comme  les  coordonnées  rec- 
tangulaires d'un  point  situé  dans  l'espace,  de  sorte  qu'à  chaque 
solution  des  trois  équations  proposées  corresponde  un  point  déter- 
miné. 

Les  deux  plans  ::  =  ^o  et  ;  =  !^,  comprendront  dans  leur  inter- 
valle un  certain  nombre  des  points  figurant  ainsi  des  solutions; 
nous  les  partagerons  en  quatre  groupes  de  la  manière  suivante. 
Menant  dans  le  plan  des  xy  des  parallèles  aux  axes  des  x  et  des  y 
par  le  point  dont  les  coordonnées  sont  r  =  H.  y  =  r, ,  on  voit  que 
ces  droites  délei'mineront  quatre  régions,  que  nous  désignerons 
par  A,  B,  C,  D,  et  les  points  dont  nous  formerons  un  même 
groupe  seront  ceux  qui  le  projettent  dans  une  même  région,  ou,  si 
Ton  veut,  dans  l'intérieur  d'un  même  angle.  Soient  A  et  C  d'une 
part,  B  et  D  de  1  autre,  les  angles  opposés  par  le  sommet;  dans  les 
deux  premiers,  les  expressions  (x  —  ç)  (y  —  r, )  seront  de  même 
signe  et,  pour  fixer  les  idées,  seront  positives  ;  tandis  qu'elles  seront 
négatives  dans  B  et  D.  D'après  cela,  on  voit  de  suite  qu'en  nom- 
mant respectivement  «,  b,  c,  d,  les  nombres  de  points  qui  aj^par- 
tiennent  aux  régions  A,  B,  C,  D,  la  différence 

aura  pour  valeur 

a  -i-  c  —  b  —  d. 

Considérons  en  second  lieu  deux  valeurs  de  Tj,  /.q  et  y,,,  en 
laissant  constante  la  quantité  ç.  Les  deux  droites  j';=  rj^,  y^r,, 
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iom|)i«-ntlioiii  dans  It'iir  iuU'i-\iiIlc  un  certain  nniiihie  des  projec- 
lions  (les  poinls  racines;  nous  le»  séparerons  encore  en  «Inix 
groupes,  suivant  (pi'elles  se  Irouveronl  à  droite  ou  à  gauche  de  la 
parallèle  à  l'axe  des  r,  x  =  ;,  et  mm-;  ilt'-.i:;n(ions  par  ■)Z,  le  nonihre 
des  projections  contenues  dans  !«■  piiMuier  groupe  et  par  .)b'  le 
nombre  des  projections  contenues  dans  le  second. 

Cela  |)i»s('',  il  e>t  cliir  (jii'en  passant  «le  r,„  à  r,,,  a  et  r/ devien- 
dront respeclivenienl  <■/  -h  ib'  cl  rï —  Ob';  h  et  c  en  même  temps  se 
changeront  en  b  -+■  oô  et  c  —  Ob.  Nous  aurons  donc,  d'une  part, 

»'($i  lo,  Co)  —  i'($,  •'■,0,  ^1  )  =  a  H-  f  —  />  —  (/, 

et  de  l'autre 

••(;,  T,,,  Co)  — ^'(;.  7)1,  ^i)  =  a  -^  c  —  /j  --  (/  ^  9,{dV  —  Ot), 

ef.  par  ^iiile, 

f(^Tr,o,  ro)-t-t'(;.r,,,  ^t  )  — l'C?,  r,o,  î;,  )  —  «'(;,  rii,  Çoi  =  :>■(  OX,  —  3L'). 

Il  ne  nous  reste  |)lus  maintenant  qu'à  faire  varier  la  quantiti-  ;; 
or,  en  passant  de  ^o  à  Ç|,  )b'  s'augmentera  du  nombre  des  projec- 
tions renfermées  dans  le  rectangle  ayant  pour  sommets 

^  =  r,,,,         JK  =  r,i,         ^  =  r,o,  J  =  r.i, 

et  X  diminuera  du  même  nombre.  Désignons  par  n  ce  nombre,  il 
représentera  évidemment  combien  se  trouvent  de  points  figurant 
des  couples  de  solution  dans  l'intérieur  du  parallélépipède  ayant 
|)0ur  projection  verticale  le  rectangle  dont  nous  venons  de  parler 
et  terminé  par  les  jdans  z  ^"Çq,  z  =  'C,.  Or,  nous  avons  à  la  fois 
les  relations 

i'(?o,ïio,^o)-Ht'(^o,  "M.  Ci)  — <'^;o,  •'-,(•,  ^i)  —  ('(;o,  ■'-11,^0 )  =  --i(-^^  —  Ob'), 
«'(?i>T^o,Co)-4-t'(Si,ir,i,Çi)-  '•(îirOo,?!)  — f(  ;i, -11.^0)  =  ^(O^^—'X.')— 4/1. 


d'où  l'on  conclut 


n 


l'(bi^lO,Co)-f-l-'(?0,  TQ!.  Cl)  -^  ^'(;i,ïlu,  Cl) 

—  f(;o,^io.  Cl  )  —  ''C?o,  '11,  Co)  —  <'(;i,  ifio,  Co)  —  i 


^'(çi,'1i,Co)1 

''(?!,  7)1,  ClU 


On  aura  un  énoncé  plus  simple  si  l'on  convient  d,e  désigner  par 
H.  —  III.  3 
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(M)  le  nombre  des  variations  du  polynôme  A(ç,  y,,  Z),  M  étant  le 
point  de  l'espace  dont  les  coordonnées  rectangulaires  sont  E,  r,,  "C. 
Nommant  alors  pqrs  la  base  inférieure  et  jJ q' r' s'  la  base  supé- 
rieure du  parallélépipède,  de  sorte  que  les  points  p  et  //,  q 
et  q\  .  .  . ,  appartiennent  respectivement  aux  mêmes  ordonnées 
verticales  et  que  les  droites  pq^  ps  soient  parallèles  aux  parties 
positives  des  x  et  des  j^,  on  aura  la  valeur  suivante  : 


-  Kr 
4 


>^=l\[ip)-{p')]-[(q)-{q')]^[{r)-(r')]-[is)~{s-)][ 


JMÉ<;UAT10N 
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FONCTIONS  RATIONNELLES'  . 


Nouvelles  Annales  de  Mal/ié/nadques,  -i"  série,  t.  XI,  187».  |).  i/p-i4<S. 

Annales  de  V Ecole  Nornuile  supérieure,  i"'  série,  t.  I,  \>>--i,  p.  v.ij-'.iS. 

Cours  d'Analyse  de  l'Ecole  Polytechnique^  ^'^1^,  [>•  -«GS  et  suiv. 


Soionl  V{^x)  et  F,  [x)  deux  polynômes  entiers;  en  posant,  pour 
mettre  en  évidence  l'ordre  de  multiplicité  des  divers  fadeurs, 

en  admettant  pour  sinijilirier  (jue  le  degré  du  nuiiiérateur  soit 
moindre  que  le  degré  de  ¥[x),  la  décompositon  en  fractions 
simples  donne  la  formule  générale 

Vx(x)  A  A,  Ar^ 


F(a7;  X  —  a        {x  —  af^       '"'       {x  —  a; 

B  B,  Bp 


a-Hi 


x  —  b        (x  —  ù)^       '"       {x  —  hp--^ 


L  L,  L, 


X 


l        {x  —  lf     "^•••■^  (:r—  //A+i' 


(')  Nous  publions  ici  un  extrait  du  Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique 

Paris,  Gaulhiers-Villars,   187.3)  relatif  à  l'intégration  des  fonctions  riitionnelics; 

antérieurement,   la   question  avait  été  traitée  d'une  manière  plus  somnuiire   par 

Hermite  dans  deux  Notes  des  Nouvelles    Annales    et   des    Annales   de  l'École 

Normale  que  nous  ne  reproduisons  pas.  E.  P. 
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OU,  pour  aljréj^cr  récriture  (_'), 

Fi(^)  ^V      A          y        Al                   ,  y  A„ 

F{x)       J^.r  —  a      jL4{x  —  ay^    Ad{x  —  a)"^^' 

On  en  déduit  immédiatement  celte  expression  de  l'intégrale  de 
toute  fonction  rationnelle 


/■ 


Fi^^)^„_V  v,.„/^      ..     V     ^>       _  '  V       ^" 


dx 


=t^k\oz{x  —  a)  —^- 


Y{x)  Ad         *^  '      jLux  —  a  II  jimiix  —  a)" 


oîi  l'on  voit  figurer  une  partie  transcendante  et  une  partie  algé- 
brique qui  donnent  lieu  aux  remarques  suivantes. 

l.  Nous  observerons  d'abord  qu'en  supj)Osant  réels  les  poly- 
nômes F(:r)  et  F,(^),  les  racines  du  dénouiinateur  peuvent  être 
imaginaires,  de  sorte  qu'il  est  nécessaire  de  mettre  le  résultat 
obtenu  sous  une  forme  explicitement  réelle.  Or,  on  sait  que  les 
racines  imaginaires  seront  conjuguées  deux  à  deux;  de  plus, 
qu'elles  seront  de  même  ordre  de  multiplicité,  et  qu'en  les  dési- 
gnant par  a  et  b  les  numérateurs  des  fractions  simples  correspon- 
dantes 

A,-  B/ 

seront  respectivement  exprimés  de  la  même  manière  en  fonction 
rationnelle  de  a  et  b.  Ce  seront  donc  aussi  des  quantités  imagi- 
naires conjuguées,  et  les  termes  qui  en  résultent  dans  la  partie 
algébrique  de  l'intégrale,  à  savoir 

I        A,-  I         B, 


i  {x  —  a  Y  i   (X  —  b  )' 

donnent,  par  les  réductions  ordinaires,  une  somme  réelle.  Mais, 
dans  la  partie  transcendante,  il  sera  nécessaire,  pour  efl'ectuer  cette 
réduction,  d'employer  l'expression  des  logarithmes  des  quantités 
imaginaires 

log(a-  — a  —  ^  \/^^i)  =  -\<)q[(x  —  2c)2-i-  ^2]  _t_  y/_  1  arc  tang — g—, 


(')  On  supposera  que  n  soit  le  plus  iivixnd  des  nombres  a,  [î,  ...,  1,  et  qu'on 
attribue  des  valeurs  nulles  à  ceux  des  numérateurs  A„,  B„,  . . .,  L„  dont  les  indices 
surpasseraient  respectivement  a,  ["i,  ....  7v. 
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cl,  tu  faisant 

«  =  3t  -  ^  s^^l,       A  ^  r  -^  (.>  v^~, 

ou  IrouNcra  iacilcnicul 

A  l«ij,'(  j-  —  a  ^  —  IJ  log(a7  —  A) 

=  I'  log[(a'  —  a)î-f-  fl-J  —  iC)  arc  tan  g  ^^ 


3"  —  a 


Ce  résultat  peut  (■j;aleinent  sohienir  par  l'intégration  flirecte  de 
la  somiiir  des  Irarlions  imat;inairos  (•onju^u(''es 


Écrivant,  on  elVel, 
on  a  d'abord 


faisant  ensuite  ;r  —  a=  ,^jr,  il  viendra 

I    ! T—  =   /    =  arc  lonn-j, 

et,  par  suite, 

/fi  dx  X  —  a 
! r-  =  arc  tans;  — -r. —  ' 

de  sorte  que  nous  aurons,  comme  précédemment, 

/iV{.r  —  y.)  —  aOS    ,          r.  ,       r/             n,       o,i          /^                   .r  —  a 
--^-— — -— ^af3"=Plog[(3:-a)2+p2]_2Qarctang^^ 

II.   La  formule 

J     F{3r_)  ^'        "^  '      ^^x  —  a  n^  (x  —  a)"- 

montre  que  le  second  membre  sera  simplement  algébrique,  lorsque 
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les  con.slauLcs  A,  B,  ...,  L  seront  toutes  nulles.  Ces  conditions, 
qui  sont  suffisantes,  sont  évidemment  nécessaires  ;  car,  si  l'on  égale 
[)our  un  iuslaut  à  une  fraction  rationnelle  la  qviantité 

y   k\og{x  —  a)  =  I     7    f/x, 

et  qu'on  prenne  la  dérivée  de  cette  fonction  rationnelle  après 
l'avoir  décomposée  en  fractions  simples,  on  fera  ainsi  disparaître 
toutes  les  fractions  partielles  dont  les  dénominateurs  sont  du  pre- 
mier degré.  On  ne  pourra  donc  reproduire  l'expression  ^   • 


i  X  —  a 

la  décomposition  en  fractions  sim|)les  n'étant  possible  que  d'une 
seule  manière. 

Remarquons  aussi  que  la  partie  algébrique  de  linlégrale  est  de  la 

forme ; r»  -H-r)  étant  un  polynôme  entier 

{x  —  a)^{x  —  b)i^...{x—ly^        ^     '  '      -^ 

qu'on  peut  facilement  obtenir,  comme  on  va  le  voir,  à  l'aide  des 
développements  en  série  suivant  les  puissances  décroissantes  de  la 
variable,  de  l'intégrale  et  de  la  partie  transcendante.  On  forme  le 
premier  en  su])posant  qu'on  ait,  par  la  di\ision  algébrique, 

¥  (x)        X        X-        x^ 
de  là,  nous  lirons,  en  effet,  en  intégrant  les  deux  membres, 


/ 


F,  (a?)  w,         0J.2 

dx  =  to  iogar  — 


¥{x)  "  X        ix''- 

Quant  au  second,  il  suffit  d'emplojer  la  série  élémentaire 


I 

1 

X 

— 

a 

X 

pour 

en 

concl 

ure 

V 

A 

lA 

2^ 

X 

— 

a 

X 

a        a'- 

^2  ^1 


SA«         "LKa"- 


X-  x^ 


puis,  en  intégrant, 


5;  A  log(.r  —  «)  =  21 A  loga"  — 


x  xx- 
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.\<^iis  i)l)lt>aons  ainsi  l.i  r<l;ilinii 


{T  —  a)*{T  —  6  )> . . .  (  X  —  /  )"'■ 

(!)  I  —  il  A  ti        to j  —  —  A  a^ 


=  (  1 A  —  (o  ) 


v.jr^ 


où  II'  Iciinc  loj;;uilliiiiit|iir,  dans  le  second  mendjre,  doit  nécessai- 
renieni  disparaître,  un  tel  lernie  ne  pouvant  jn'ovenir  du  dévelop- 
pement ilune  fonction  rationnelle  suivant  les  puissances  descen- 
dantes de  la  varialilc.  Nous  avons  donc  la  condition 

^X  =  10, 

dont  il  est  souvent  lait  usage,  surtout  dans  le  cas  où  1<'  dej^ré 
de  1,  (.r)  étant  inférieur  de  deux  unités  à  celui  de  F(;r),  on 
a  (■)  ^  o  (  '  ) . 

Soit  maintenant,  pour  abréger, 

U)„—  S  A  .7'» 


n 


le  poljnome  'J'(^),  que  nous  nous  proposons  de  déterminer,  sera 
donné  par  celte  expression 

^(^)  =  (:r-«)M^-6p...(.;-//(^-l-2-^S-^---)' 

où  il  est  nécessaire  que  les  termes  en  nombre  inlini  contenant  x 
en  dénominateur  se  détruisent,  de  sorte  qu'il  suffira  d'en  extraire 
la  partie  entière.  Soit,  à  cet  ellet, 

(x  ~a)^  (x  —  b)?. .  .{x  —  /)>•=  x"'~pix"'-*-^  p.,X"'-'-h.  .  .-hpni] 
on  trouve  sur-le-champ 

-4-  Tt2(a7"'-^-+-/>,a:"'-3-H.  .  .-t-/>„,_2)  -f-.  .. -f- -„,_,(  j-  -4- /j,  )  -t-  Tr,„, 
et  nous  voyons  qu'on  pourra  s'arrêter  dans  les  développements  de 


F  ( x) 

(')  Les  quanlilés  A,  B,  ....  L   étant  les  résidus  de  la  fonction  -r^ corres- 

bix) 

pondant  aux  diverses  racines  du  dénominateur,  la  somme  SA  a  reçu  de  Caucliy 

la  dénomination  de  résidu  intégral  de  cette  fonction. 
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l'inlégrale  et  de  la  partie  transcendante  aux  termes  en  —^-  Mais 

nous  allons  reprendre,  par  une  méthode  plus  approfondie,   cette 
recherche  importante  de  la  partie  algébrique  de  l'intégrale 


f 


F  (  X  ) 


dx. 


Nous  nous  proposons,  en  effet,  de  la  déterminer  de  manière  à 
obtenir  la  somme  effectuée  des  fractions  simples  données  par  la 
formule  générale,  de  sorte  que  la  connaissance  des  racines  de 
l'équation  F(:r)  =  o  ne  sera  plus  nécessaire  que  pour  former  la 

partie  transcendante  ^  Alog(.r  —  a). 

III.  Dans  ce  but,  on  commencera  par  mettre  le  dénominateur 
au  moyen  de  la  théorie  des  racines  égales,  sous  la  forme 

F(^)  =  N"-iP/^^'Q'7^i...S--+', 
N,  P,  Q,  . .  .,  S  étant  des  polynômes  tels  que  l'équation 

NPQ...S  =  o 

n'ait  que  des  racines  simples.  Nous  remplaçons  ensuite  la  décom- 
position en  fractions  simples  par  celle-ci  : 

Fi(a7)_    .3b  (^  \  8 

F(^j   ~  IN,"+i  "^  P/'-^'  "^  Q'/-i       ■■■       S^^i' 

oîi  i)b,  ^,  ^,  ....  S  sont  des  fonctions  entières  qu'on  obtient  par 
la  méthode  suivante. 

Je  me  fonderai  sur  le  procédé  algébrique  que  je  vais  rappeler, 
et  par  lequel,  étant  donnés  deux  polvnomes  premiers  entre  eux  L 
et  V,  on  peut  en  déterminer  deux  autres  È^  et  B,  tels  qu'on  ait 

AV^BU  =  I. 

et,  par  conséquent, 

A        lî  _     [ 

U  ^  V  ~  Uv' 

Effectuons  sur  L  et  \  la  recherche  du  plus  grand  commun  divi- 
seur de  manière  à  obtenir  ces  relations,  où  Q,  Q,,  Qo.  . . .  sont  les 


intk(;kation  dks  fonctions  hationnei.i.ks. 
quotients,  el  R,  H,.  II..,  . . .  les  restes  siicccssils,  savoir 

U  =  \  Q    -  R, 
R  =  R,Q2-i-  R,. 


Les  valeurs  iinnn  m  lire,  savoir 

K   =  L  -  \  Q, 

H,=  V(,-^QQ,)-L'Q,, 

inoalrciit  cjii  nu  reste  tie  ranj;  (|uil(()ii(|iic  sCxpiinic  <in  moyen  des 
polynômes  U  el  V  jiar  une  combinaison  de  la  forme 

AV  4-  BU, 

où  A  el  B  sont  des  fonctions  entières.  Or,  le  dernier  de  ces  restes 
est,    dans    riiypothèse    admise,     une    simple    constante,    ce    cpii 
démontre  et  donne  le  moyen  de  former  la  relation  annoncée. 
Cela  posé,  soit 

U  =  N«+',         V  =  F'/'+i  Q'/+' .  .  .S-^+'  ; 

nous  pouvons  écrire 

I  I  A  B 


puis,  en  multipliant  par  F,  (^),  et  faisant  .)b  =  AF,  (x), 

Fi(a-)  _     K.    _  HFi(.rj 

F(x)  ~  ^«-^-'  "~  1'/'+' Q'/+i . .  .S'-'-^i  ' 

Maintenant  il  est  clair  qu'en  opérant  sur  la  fraction 

p/'-+-i(^'/-f  1. .  .S'--^'  ' 

comme  sur  la  proposée,  on  la  décomposera  pareillement  en    un 

terme  r^ — -  et  une  nouvelle  fraction  dont  le  dénominateur  ne  ren- 

fermera  que  les  facteurs  de  F(.r)  autres  que  i\"+'  et  P/'+'.  Con- 
tinuant donc  les  mêmes  opérations  jusqu'à  l'épuisement  complet 
de  ces  facteurs,  on  réalisera  ainsi  la  décomposition  que  nous  vou- 
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F  ix) 
lions  obtenir  de     ',    /  sous  ]a  forme 

Fix) 

Fi(:r)  X  '-Jr-' 


F(^)        .\''+'        P/'+i        ■  •       S>'+i 
On  en  lire 

/— ^— —  dx  =   I (Ir  -i-   I    — <ix  ^ .  .  .  -r-   /    3 — -  dx, 

les  intég^rations  portant,  comme  on  voit,  sur  des  expressions  toutes 
semblables,  qu'on  traite  de  la  manière  suivante. 

IV.  J'observe  que  IN,  n'ayant  pas  de  facteurs  multiples,  est  pre- 
mier a\ec  la  dérivée  X  ;  de  sorte  qu'on  pourra  déterminer  deux 
polynômes  A  et  B  reznplissant  la  condition 

BN  — N'A  =1. 

Cela  étant,  nous  formerons  deux  séries  de  fonctions  entières 

Vo,      V„       ...,     V„_„ 

par  ces  relations,  où  K,  K,,  ...,  Krt_i  sont  des  polynômes  entière- 
ment arbitraires,  savoir 

/iVo=A=)b       —  NK, 
(/i  — i)Vi=  Ai)bi      —  NK,. 
(n  —  3)V2=A0b.>      — Mv2- 


V„_i  T=  XdZ„-i—  Mv„-i, 
puis,  en  second  lieu, 

5î,i  =  BX       —  N'K       —  V;,, 
,%2  =  B  Obi      —  ^'  Kl       —  ^  1 , 


^Z>n  =  B  i)b„_i  —  N'  K„_,  —  V„_, . 

Je  vais  maintenant  prouver  qu'en  faisant 

U  =  Ob,„ 
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on  a  i(ieiili(|ucment 


M    lill 


r   X    ,        ru ,        V 


(le  sorlo  <nic  —  est  In   partie  al^t''l(ii(|iie  tlo  1  intégrale,  et    /    jv ''''•'' 

la  partie  transcendante. 

éliminons,  à  cet  ellel,  A  et  B  entre  les  trois  égalités 

Ob,^,  =  B  .)b,—  .\'  K/—  v;, 

1=  BN  —  x\'A, 

ce  qui  donne 

\oiis  mettrons  cette  relation  sous  la  forme  suivante  : 

et,  supposant  ensuite  /=o,  i,  2,  ...,  n  —  r,  nous  en  conclurons, 
en  ajoutant  membre  à  membre, 

_o£_  _  Ob^  ^  ^ /y^     _Vj_  v„-i  \ 

ce  qui  fait  bien  voir  qu'on  satisfait  à  la  condition  proposée 

•X.  U         d   /  V 


par  les  expressions 

U  =  Ob,,, 

V  =  V,-4-NV,+  Nn%--...-+-N''-iV„_i, 

comme  il  s  agissait  de  le  démontrer. 

.l'ai  dit  que  les  polynômes  K,  K|,  ...,  K,(_,  étaient  arbitraires;  on 
pourra  donc  en  disposer  de  manière  que  les  degrés  de  V„,  V,,  ..., 
V„_,  soient  moindres  que  le  degré  de  N;  on  pourra  aussi  les  sup- 
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poser  loiis  nuls,  ce  qui  donne,  par  exemple, 

n\u  =  Ob  A, 
n(n  —  i)\i=  Ol.A(«B  — A')—  Db'A^, 


Ces  deux  suppositions  se  concilient  dans  le  cas  de  l'intégrale 

r  dx 

J      (:Z-2-l)"+>' 

que  je  choisis  comme  application  de  la   méthode.    Nous   aurons 

alors 

N  =  a72  — I,         \'=îx, 


A--^,  B   =-1, 


puis  successivement 


X 
•2 

-in  —  \   X 

(n —  i)Vi  =  H , 

■2  n       ■>. 

, , ,  (in  —  I  )  (  2  /i  —  'i)  X 

(  n  —  2)  V  2  = ■ ^ '  > 

■in  {in  —  2  )         2 

^  ,  ^ ,  (  ?.n  —  \)(-in  —  3  )  (' 2 /i  —  3)  X 

(n  —  3 )  V 3  =  -^ — — , 

■i.n{in  —  2  )  (  2  Ai  —  4  )         'i 


3b  fl 


■111 

(in  —  i)  (in  —  3  ) 
in  {m  —  2  j 


_       (2/1  —  \)  (m  —  3  )  (  2  n  —  5  ) 
'  2  n  (  2  /t  —  2  )  (  2  n  —  4  ) 


d'où  ces  valeurs,  qu'on  retrouvera  bientôt  par  une  autre  ^oie, 

-,        ^_  ,  (in  —  1)12/1  —  3 ) ... 3 . 1 

U  =  3b„=   —  I)" --^- , 

m  (in  —  2  ) ...  4 . 2 

V  =  V„-+-  NV1-+-  N2Vo  +  . . .+  ^''-'  V„_, 

—  I     X-  —  I  (2/1  —  0(2/1  3  )    (X-  —  I  |2 

4- 


X  V  \         m  —  I   .r-  —  I 
1  [  ti  1  n        n  —  I 


2  /(  {in  —  2  ) 


(^2/1  — 1)    2 /i  — 3)..  .3,     ,  .1 

(— 0" -, (:r2  — I)"-'    . 

^        '  2  /î  (  2  /i  —  2  ) .  .  .  4        ^  '        \ 
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De  l'intégrale    / 


,lr 


(  x^  —  a^  ) 


i  i/i-t-l 


I.  iJes  nolion.s  iiii|»ortaules  d'Analyse  se  ratlaclieiil  à  celle 
fxpiession,  qui  va  nous  servir  dVxeniple  pour  l'application  des 
uit'-tliotles  {générales  d'intéj;ration  des  lonclions  rationnelles.  J'cjl)- 
serve  d'ahord  (prou  aura  pour  lu  p;irlie  lr:inscendante  et  \\\  partir 
ali,'«'l)ri(pie  ces  expressions 

-î  (  r  ) 
Alo"(.r  —  a) -\-\\\ct^z,(x -^  a).  , 

el  <pie,  dans  la  série 

(O  (l)|  Cl)  4 

>3"  T-      '      X^  ■  ■  '  ' 

les  coeincients   co,   (o,,    ...,   (o^,/  s'évanouissent.    En  écrivant,   en 
ellet, 


la  formule  du  binôme  donne 

I  _       I  (  n  —  \)a- 

(j;2 — «2)"-+-'  ~  J^«+^  x"^'^-^'* 

Il    •' 
ou 


/ 


dx  \  f  n  H- 1  )«■- 


La  première  conséquence  à  tirer  de  là,  c'est  qu'ayant 

A  -f-  B  =  o, 

la  |)arlie  transcendante  est  simplement 

X  —  a 
A  log- , 

X  -^  a 

et  la  seconde,  c'est  que  le  produit  du  développement  en  série  de 
l'intégrale  par  le  facteur  {^x- — «"■)",  ne  contenant  aucune  puis- 
sance positive  de  la  variable,  le  polynôme  5{x)  se  réduit  à  la  partie 

entière  de  l'expression  A  log ix-  —  «-)". 
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Maintenant  A  est  donné  par  le  coefficient  de  -  dans  le  dévelop- 
penient  suivant  les  puissances  croissantes  de  cette  quantité,  de  la 
fraction  - — ; ■ :  >  lorsqu'on  y  a  fait  .r  =^  a  +  z-.  Or,  ayant 


n-l 


(X-—  a-  ) 

nous  sommes  amenés  à  chercher  le  coefficient  de  z"  dans  le  déve- 
loppement de  (2rt  4-^)"""'.  Partant,  à  cet  efl'et,  de  la  formule  du 
hinome 

/)}  .  in( m  —  \).  .  .( m  —  /?  -4-  i ) 

(a  -H  ^)'"  =  a'"  H ■  a"'-'^  +.  .  .H %"•-"  z"  -^. ... 

I  i .}..  .  .11 

il  suffira  de  supposer,  dans  le  terme  général, 

a  =  2  rt,        o?=  —  Il  —  I , 

pour  obtenir  la  valeur 

_     ( —  I  )  ■'      C  ;?.  -h  1  )  f  /i  -I-  2  ) .  .  .  2  n 
""  (^a  j^"-^'  I  .'2.  .  .« 

.     •                               .              1      c     .                     '   •           {n-\-i)(n-\-i)...'in 
ou  je  remarquerai  que  le  tacteur  numérique  -^^ 

est  aussi  le  coefficient  du  terme  moyen  dans  le  développement 
de  la  puissance  an  du  Linome.  On  peut  donc  lui  substituer  hi 
quantité  a^'^a,^,  en  posant 

1 . 3 . 5 . . .  'i  n  —  I 

5 


2  .  4  .  6  .  .  .  U  7i 

ce  qui  donnera 


A  = 


.j,a^n+l 


Cela  posé,  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  déterminer  la  partie  ration- 
nelle de  l'intégrale,  en  formant  le  polynôme  ^'{x)  au  moven  des 
termes  entiers  en  x  du  produit 


X  ■+-  Cl 

A  log     _     {x^'—a"-)". 


Mais  le  calcul  et  le  résultat  sont  plus  simples  en  emplovant,  à 
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Il  place  (le  la  série 


I  ,       / T  -+-  a\        a        I   «'         I   a 
~  log  ( )   =  --(--  —  -+-- 


celle-ci, 


2   *^^  \ iT  —  a /  ~  "^  I  ^*—  a*  "~  3  (t*—  a^f 

•}..!\  (!■'  7.4.''  il-'  1 

"*"  373  (j-ï— a'>»  "  3.  3.7  (a;*  — a»^i  "^ •  •  •  J  1 


(jii  (tn    (léuiuiilrc    racilciuciil    rii    |)reiiaiil    le?    dcnvces   des    deux 
membres,  et  employant  cette  identité 


/a  [(3--— a-/' J   ~      (x--'— u-/' 


</a  [(3--— a-/'J  (x--'— u^/'  (a;^— a2)''+' 

I^a  partie  entière  qui  résulte  de  la  inidtiplication  par  (.r- —  a-)" 
se  présente,  en  elVet,  sous  la  forme 


3.5  3 .  j . .  .  2  n  —  I  J 

et  il  vient,  par  suite, 

,f(a7)  =  ikx    (372—  a"-)" 


-'—   ^a2(a-2—  «2y!-2 


^••4_. 


.    ..  4  aK^^—a^ )"-*  —  .  •  ■— (  — I)"  ^/ V  "^" ^rt2''-2    , 

3.3  0  . 5 ...  7.  /i  —  I  J 

ou,  en  cmjjloyant  le  facteur  A  sous  la  forme 

(—1)"     \  .'i.'y.  .  .(f.n  —  i) 
~  la-"-^^         ■2..'i.().  .  .2« 

et  renversant  l'ordre  des  termes, 

J      .  crV    \         -Ml  —  I    .r^ — a-        (in — i)(2«  —  3)(.r"-  —  a- y-  "j 

^f  (  X  )  = I I - . . .  I 

2  L«rt-  2/t      {n  —  i)a*         ■iri(in  —  i)a''         n  —  2  "J' 


c'est   précisément   le   résultat   trouvé  précédemment,  dans  le  cas 
de  «  =  I . 

/dx 
^    — r-^TT  P^"^  encore  s'obtenir  au   moyen 
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d'un  changement  de  variables  en  posant 

X  —  a 


>  X  -\-  a 

Celte  substitution  donne  en  effet 


=  y- 


I  -+-  r              ,            lady 
X  =  a —  ,  ax  =  ; —  > 

i-j'  k^  —  y)' 


d'où,  par  conséquent, 

r        dx        _        [         r  (y  —  ^ydj 


«-I-1 


y 

et  l'intégration  relative  à  la  nouvelle  variable  s'effectue  aisément 
comme  il  suit.  Soit  en  désignant,  pour  abréger,  les  coefÇcients 
numériques  par  ]N(,  No,  N:î,  . . ., 

(j  — iJ-"  =  JK^"-i-  ^lX-''-'-^-  ^27-"---!-. . .-{-  N,jr-i-i, 

nous  écrirons,  en  rapprochant  les  termes  équidistants  des  extrêmes 
et  isolant  le  terme  du  milieu^", 

{y-  1)2"  =  (j^"^  I)  ^-  N.CjK^"-'  4-7)  -4-  N,(72"-2  +  7'-)  ^-•  •  •  +^,,7", 

de  sorte  qu'il  viendra 


y/i-Hl 


N,('7''-3. 


yn-X)  y 

et,  par  suite, 

J  yn+i  nV         y")         n  —  i  Y  y'^-^ 

^'      7"-^--^,)+---+N„loj,'7. 


n  —  2  \"'  7"~'/ 

Cette  formule  doit  coïncider,  en  y  remplaçant  )'  par >  avec 

celle  que  donne  la  première  méthode,  et,  en  effet,  la  partie  loga- 
rithmique est  la  même,  car  le  coefficient  moyen  N„  de  la  puis- 
sance (y  —  i)'-"  a  précisément  pour  valeur 

( n  ->r- 1)  (  n  -^  7.). .  .'>.n 

(—  i/' 

i  .i. . .n 
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(^)iiHMl    il    I  l'-yalilc    des    parties   raliounclles,    elle    cunduil,    en 
posant 

X  =  a/ — I  col     o, 


(I  ou 


)•  =  cos'f  -+-  / —  I  sinç, 

à   I  nient it<-  SNi\  iinlr  : 

sin/i(p  siii(/i — i)'i  siii(n  —  -x)^ 

'-  -i-  iN  1 '-  -h  iN  2 -f- .  .  . 

n  II  —  \  Il  —  ■}. 

l  II  -+-  \)(  Il  -^  ■}.)...>.  Il         I 
=  (—  I  )"-' col  -  o 

/  •    .,  "  i.    .    ,   \  i.\    .       \ 

X   (  Sin-     9  ■+-  .,  sni*      9  H r  sni''  -  o  -1-.    . 

\  2.  '         i  •'.'         i .  J  V.  ' 

mais,  sans  m'y  arrèler,  voici  un  troisième  procédé  entièrement 
dinV-ient  des  précédents,  el,  qui  servira  de  transition  pour  arriver 
aux  méthodes  propres  essentiellement  à  l'intégration  des  fonctions 
algébriques. 

Soit  M  =  (.r- — <^")'",  l'exposant  ni  étant  quelconque,  on  aura, 
en  dillerentianl  deux  fois  de  suite, 

•}.  ni   (l.r 

T-r  =  (a:"-— aM'«-'-i- (-^m  —  •2)j72(:ï-2_  a2/"-2. 

■>.ni  dx'^         ' 

Or,  on  peut  écrire 

•xin  dx- 

—  {lin  —  i)(ar2 —  «-)'"-'  +  a-(xni  —  -i)  (x-—  a-  )"^--. 

de  sorte  rpi'ii  \  ient,  en  multipliant  les  deux  memlires  par  dx  et 
intégrant, 

I     du  ,    . 

—  =  x(x^-—  a^)'"-^ 

■>.in  dx 

—  (•xin  —  i)  I  (x"^  —  «'•!)'"-'  dx  -f-  a^- (  i ni  —  i)  (  (^^  —  «)'"--  dx. 

Faisons  maintenant 

//«  =  1  —  «, 

II.  —  m.  4 
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et  Ton  oblieudra 


(X 

ou  bien 


■r                    ,                  r         dx                     ^    r           dx 
=  —  iin  —  I  )   / ma-   1    ; -, ■> 


r        dx  ,  r      dx  X 

et,  par  conséquent,  pour  /«  ^  i ,  2,  3,  .  . ., 
r       X        _      r     dx 

''^'J    {x'-—a^y^  ~~J    X-'  —  «2 


•2< 


4 


X a' 


^    r  dx  _        o    r  '^^■?- 37 

4^  J    (a:2— rt-2)^  ~~    J    {x-i—a"-)"-  ~  {x-^—a'-f 

/dx         _       .    r        dx  X 


)^' 


Ces   relations   successives  conduisent  évidenimenl  à  exprimer 

l'intégrale  relative  à  un  exposant  quelconque     /       ,  _ — TT^m  '    ''^' 

/*     dx 
moyen  de  celle-ci     /  — -_•,  et  d'une  fonction  rationnelle  de  x\ 

un  calcul  facile  donne  en  effet  pour  résultat 


a 


r       dx  ,     ,  i.3.5...(2/i  — I)  r  r     dx        r  ,    ^ 


en  posant 

r      I  2       «■-  2.4       «* 

2.   '(.  .  .(27?   —  2)  CT.2«-2         -1 

_  (_  I  yi 1 . 

^        '    i.b..  .{-xii  —i)   {x-^—a'^y>\ 

Et,  si  l'on  veut  le  démontrer,  on  observera  qu'en  cliangeant  // 
en  /?  —  1 ,  il  vient 

„    ,  r      dx  ,    ,  i.3...(2«  —  3)  r  r    dx        ^    ,    i 

de  sorte  qu'en  substituant  dans  la  relation  générale 


,  r         dx                 ^            ^  r 
1  na-  I    — ; =  —  (■m  —  i )  / , 


dx  X 

{x-  —  a-  )"  ~  (  x"-  —  a-  y 
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IK1US  ohlfiions  la  condiliuii 


(|iii  est  salisfaile  d'elle-nu'inc  Li  lonction /„(j")  donne  ainsi,  pour 
la  partie  rationnelle  de  l'intégrale  j)roposée,  l'inléj^Tale 

(—1)"  1 .3.5. . .r^. /i  —  I )       T 


a»"  2.4.6. .  .'^/i        (j-*— a*)" 

X 


qui.  d'ajjrès  l'expression  du  eoefficienl  A,  coïncide  bien  avec  celle 

,  ,     ,  ,  , ,  ...  iix) 

(lui  a    ete   obtenue    précédemment   sous   la    lorme  ; — — -  >    et 

(|uanl  à  la  |)arlie  transcentlante,  I  identité 


•>.a 


donne  sur-le-champ 

/dx             I    ,      X  —  a 
1=  —  los 
X- — a-        f.a        a- -H  a 

III.    La  détermination  du  poljnome  ^{x)^  dans  l'équation 


L 


dx  ^   ,      X  —  a  ^(x) 

=  A  loj 


a  été  obtenue  par  cette  remarque  très  simple  qu'en  l'écrivant  ainsi 

rî{x)  =  A  (:r2  -  a^-r  log^T^^  +  (r^  -  a^-)"  J   ^^5^ 


dx 

■» 


le    développement    suivant    les    puissances    descendantes    de    la 

/dx 
—^ ^-—^  est  de  la  forme 
{X-       a-) 

— l-Ji  -u  ...,  sans  contenir  aucune  partie  entière  en  x.  Or,  il 

X  x'^  ' 

résulte  encore  de  cette  remarque  une  conséquence  importante  que 
voici.  Faisons,  pour  plus  de  simplicité,  a  =  i,  et  prenons  les  déri- 
vées d'ordre  n  des  deux  membres  dans  la  relation 

H^)  =  A(a7»-  0"  log  1^  +  ^  +  1  -+-... . 
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A  l'éyard   du  produit  (x- —  i  )"  log  ^ >  il  faudra,  en   posant 


[j  =  (x''-iy^,       \  =  ]o  ■''"^^ 


°^-i 


appliquer  la  formule 


d"  U  V        r/«  U  , ,       n  d"-^l]  dW        nn~i  )  d"-^  T 1  d'-  \ 

■V  H : -r- 


dx"  dx'^  I     dx"-^    dx  1.2        dx"--    dx^       '  '  "' 

d"  ( x^ I  )"  X  — )—  I 

dont  le  nreniier  terme  -; loi;  ^ sera  seul  à  dépendre 

'  dx"  ^  X  —  i  ^ 

du  lojj;aritlime,  les  autres  étant  tous  rationnels  et  même  entiers.  On 

a  eireclivement 

d"  lo'' 

; =   -; \\0",(X  -h  l)  \02(X I  )1 

dx"^  dx''  "-     °  ^  '^  ■  -' 


(—  i)«-i  1 .2.  .  .(«  —  1)    î !— — 


et  comme r — contient  en  facteur  (.r-  —  i  )",  le  produit 

dx"-''-  ^  /   -        r 

T,  ,       .  ,  rf".f(.r) 

est  entier  en  x.  ixeunissant  ces  termes  au  poljnome  — .  ^^     »  en 

les  faisant  passer  dans  le  premier  membre,  que  je  désignerai  alors 
par  Frt(ii7),  nous  parviendrons  à  cette  relation. 

t  „(x)  =  A z os 

"^     '  dx"  *  a;  —  I 


fa  (n-+-i)Q  "I 


à   laquelle  je  m'arrêterai  un  moment.   Elle  montre  qu'en  multi- 

d"  (  x^ I  V' 

pliant  par  le  polynôme  du  n^"""  degré j—j-^ la  série  infinie 


,  X  -i-l  /  I  I  I 

log =  2    -  -1-  — -  -f-  T— : 

X  —  I  \x        Sx^        ox" 


11-  1  ■  III  >  •]  '      I 

Je  produit  manque  des  puissances  —'—'—'  •  •  -j  —  >  et  il  en  resuite 

tJL'        X  ~        X  X 

qu  en  divisant  F„(.r)  par  'ZFTTi —    '    ^^  quotient,    ordonné  par 

rapport  aux  puissances  décroissantes  de  la  variable,  coïncide  avec 
cette    série,    aux  termes  près  de  l'ordre  — - — :•    Cet   exemple  de 
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I  u|i|iro\iiiia(ion  (riiiir  ti-.iiisccndiinlr  par  une  loiiction  lalioMiicllr, 
i|iii  t-l  iiiléressanl  en  liii-iin'int',  irct-vra  [tlus  laid  une  application 
importante.  Il  niel  en  «'"viilenee  une  pfO|)riélé  enlit-ronienl  caracté- 

ii>li(|ue   lies  expressions  ; au\(nii'lles  on  donne   le  nom 

>\c  pi'/ynomes  de  Lri^'enilrc  r\  (ju'on  <lt'sii;ne  |)ar  X„  en  posant 

I  i/"(.r'—  I)" 


.\„  = 


». .  i .(').  .  .  '  /i  f/r" 


Ces  lV)n('lions,  inti oiliiites  en  Analyse  par  I  illustre  yéoniètre  à 
loccasion  de  ses  recherches  sur  l'altraclion  des  sphéroïdes  et  la 
ligure  des  j)lanèles,  sont  d'une  grande  importance,  et  donnent  lieu 
à  |)lusieuis  théorèmes  remarcpiahles,  dont  l'un  nous  servira  de  nou- 
velle application  du  procédé  de  Tinlt-gration  par  parties,  fondé  sur 
la  formule 

I  U dx  =  W  —  (—  I  ;"   /  V  -r dx 


ou 


,,d"W       d\5  d"^\'        d-i\J  d'-'-W 

Q    ^^    \]  _j_    

dx"         dx   dx"'^  dx-    dx"-'^ 


Soit,  en  pfiet,  \  =i(^x'- —  j)""^',  en  supposant  que  U  soit  un 
polynôme  arbitraire  de  degri-  //,  l'intégrale  du  second  membre  dis- 
paraîtra, et  nous  obtiendrons  d'abord 


/ 


,.  d"^Ux-^—  1)"-+-'    , 

L — dx  =  0. 

dx"^^ 


J'observe  ensuite  que,  les  dérivées  successives  de  (x- —  i)"+* 
jusqu'à  celle  d'ordre  /?,  contenant  en  facteur  x-  —  i,  0  s'évanouit 
pour  X  =  [  et  .r  =  —  i ,  et  il  en  résulte  que  l'intégrale  définie 


/ 


,,  f/"-*-'(.r"-— I  "-*-'    , 

U  ; ; dx, 


différence  des  valeurs  de  0  pour  .r  =  i  et  a:  =  —  i ,  est  nulle. 
Le  théorème  exprimé  par  l'équation 


/ 


1 
UX;^^_l  dx  =  o 
—  1 


appartient    exclusivement  aux  polynômes  de   Legendre;   car,   en 
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désignanl  un  moment  par  F{x)  une  autre  fonction  entière  de  degré 
/?  -i-  I ,  telle  que  l'on  ait  aussi 

/       \JF(x)dx  =  o, 
^—\ 

on  en  conclurait,  quelle  que  soit  la  constante  A", 

i        {]¥{x)dx  —  k    i        UX„+irfa7  =  o, 
J  —  1  "  —  1 

ou  bien 

/        \i{¥{x)  —  k\n-^,]dx  =  o. 

Or,   en  prenant  A",  de  manière  que  F(^)  —  A'X,,^,  s'abaisse  au 
/i"""'  degré,  en  posant  alors 

U  =  F(;r)  — AX„+i, 
nous  trouvons  la  condition  suivante  : 


/_ 


U^  dx  =  o. 
1 


Elle  exige  évidemment  que  U  s'évanouisse  identiquement;  car 
autrement,  l'intégrale  ne  serait  jamais  nulle,  tous  les  éléments 
étant  positifs,  et  il  en  résulte 


LNTl'GKVTIOiN 


DES 


FONCTIONS    rUANSCENDANTES 


Sur  lintéfi'ra/e  c/es  /onctions  circulaires  {Proceedings  of  ihe  London 

iiKithematical  Society,  t.  IV,  1872,  pp.  ir)'|-i75). 

Cours  d'Analyse  de  l'École  Polytechnique,  '873,  pp.  32o-3ji. 


En  désignant  par  y"(j;)  une  fonction  rationnelle  de  la  variable, 
<t  pary(sinj;,  cosj;)  une  fonction  rationnelle  de  sino:  etcos.r,  les 
seules  expressions,  dans  le  champ  infini  des  quantités  transcen- 
dantes, dont  nous  puissions  aborder  l'intégration  sont  celles-ci  : 

/(sinx,  cosor),     e^-^f{x),     e<»'*/(sinar,  c.oèx), 

et  nous  n'aurons  point,  pour  parvenir  à  notre  but,  à  exposer  des 
principes  nouveaux,  ni  des  méthodes  propres  qui  en  soient  la  con- 
séquence. On  va  retrouver,  en  efl'et,  d'une  part  la  décomposition 
en  fractions  simples,  et  de  l'autre  le  procédé  pour  obtenir,  lors- 
qu'elle est  possible  sous  forme  algébrique,  l'intégrale  d'une  fonc- 
tion dépendant  de  la  racine  carrée  d'un  polynôme.  11  ne  sera  pas 
toutefois  sans  profit  d'employer  ainsi,  dans  des  conditions  diffé- 
rentes, les  méthodes  qui  nous  sont  déjà  familières;  elles  recevront 
de  ces  applications  un  nouveau  jour  qui  en  fera  mieux  saisir  la 
portée  et  le  caractère.  On  verra  surtout  comment  cette  recherche 
des  procédés  d'intégration  conduit  naturellement  à  approfondir, 
au  point  de  vue  de  l'Analyse  générale,  la  nature  des  expressions 
(/sin.r,  cosa:),  qui  sont  le  type  des  fonctions  périodiques,  en  pré- 
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parant  ainsi  ce  cjue  nous  aurons  à  dire,  dans  la  seconde  partie  du 
Cours,  des  fonctions  à  double  période. 


De  l'intégrale     /  /(sinr,  co?:x)dx. 

\.  Nous  partirons  de  la  transformation  en  une  fonction  ration- 
nelle de  la  qviantité  transcendante /(sin:r,  cos^'),  qu'on  obtient  en 
]>osant 


g.xV-l 


De  là  résulte,  en  efl'et. 


sin.r  =  =:^,  00537=  — 

■'.  z^-i  -i 

de  sorte  qu'on  peut  faire 


/(sin:r,  cosa")  = 


F{z}' 


F(c)  et  F,  (z)  désignent  des  polynômes  entiers  en  z.  Gela  posé,  je 
vais  montrer  que  de  la  décomposition  en  fractions  simples  de  la 

fraction  rationnelle   ,!         résulte  une  décomposition  en  éléments 

simples,  de  la  fonction  transcendante  qui  en  donnera  semblable- 
ment  et  d'une  manière  immédiate  l'intégration.  Considérant,  dans 

ce  Init,  la  quantité  — ; -,  qui  est  le  type  des  fractions  simples, 

je  pose 

ce  qui  sera  toujours  possible  en  exceptant  le  cas  de  rt  =  o,  et  je 
remarcjue  qu'on  aura 

g-a. \/-i  /  .r  —  a 

—  (  —  J  col 


Cl         px^-ï  ^av'-i 


gJTV-l     _    gO 


c'est  une  conséquence,  en  effet,  de  la  relation 


cot  —  =  \/ —  I ^ 

mise  sous  la  forme 


I  I    /  .  X 
:= =    -      —      —    ?  cet  -   )  i 
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(iiiarid  nu  \  (  Iiaiij^c  J7  en  j:"  —  a.   lie  là  n'sullo  une  preinlÎM'c  Iraii^- 
lormalion  du  gioii|)e  des  fractions  paiiiellos 

A  A  A„ 

VU  lin  polvnonie  l'iilirr  cl  du  ilf^^n-  //    --  i  en  col  ^ — — ;  mais  nous 

pouvons  faire 

d  c<)t.r 

col*a"  =  —  1 -, > 

c/j: 

1  d-  cnl.r 
col^.7-  =  —  rot  r  -1 —  7-— —  » 

2  dx- 


it  la  i-elalion  identique 

I    dc(il''x 


col''  ^'  j-  =  —  ci>l'-'  .r 


A        dx 


montre  que,  de  proche  en  proche,  on  exprimera  linéairement  col" .r 
au  moyen  des  dérivées  successives  de  cotx  jusqu'à  celle  d'ordre 
//  —  1 .  Xuus  parvenons  donc  à  ce  nouveau  résultat,  savoir 

A  ,  A,  A,; 

z  —  a    '    (z—o)-       '"       {z  —  a)"-^^ 

<^/ci)t     (.r  —  a)                        d"col-(x  —  a) 
=  C-f-.Ucol^^-a)4-a.,, '^ +...+  . W ^, , 

les  constantes  C,  JU,  d-i,  . . .,  -l-//  dépendant  linéairement  des  divers 
numérateurs  A,  ,\,,  ...,  A„.  Ce  point  établi,  je  mettrai  en  évidence, 
si  elles  existent,  les  racines  nulles  du  polynôme  F(:;)  en  faisant 

F{z)  =  z"'-^'{z  —  a)"-^^{z  —  b)!'+K  .  .(z—ly+\ 

et  je  modifierai  la  formule  générale  de  décomposition  en  fractions 

simples  en  reunissant  a  la  partie  entière  du  quotient        _     lestrac- 

■  •               .11             'I                  '         I  -,       ,         • 

lions  partielles  en     ?  -^  >  •  •  •  > r ,  de  manière  a  avoir 


F,(z)       ,'^  -A  A,  A 


.nz) 


n 


l\z)  ^    '       Z  —  a        (z  —  ay^       '"       {z  —  a}"-*-^ 

B  B,  B, 


-I-. . .+ 


z  —  h         iz  —  bf^        ■■■        (3  —  6)/'+' 
T^  "^  {z  —  ly^   + .  •  •  +  jTzr7]7TT ' 
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on  ^'(z)  sera,  par  conséquent,  de  la  forme  /  o^z''  avec  des  puis- 
sances enlières,  mais  positives  ou  négatives,  de  z.  Maintenant  nous 
conclurons  de  cette  formule  élémentaire,  en  revenant  à  la  valeur 

3  =  e'^'~',  l'expression  suivante  de  la  fonction  y(sin:r,  cos.r).  La 
(juanlité  ^{x),  devenant  d'abord 


a 


^.g/i^v'-i  _  iirt/,  (cos/f  37  -t-  y/ —  I  sin  A-a?), 


nous  donne  une  première  partie,  que  je  désignerai  par  n(.ï'),  et 
qui  en  sera  considérée  comme  la  partie  entière.  Les  fractions  par- 
tielles donnent  ensuite  une  seconde  partie  ^t(^),  qui,  en  posant 

a  =  e*^~,         b  =  eP*^-""",         . . . ,         l  =  ei^'^~, 

aura  la  forme  suivante  : 

cl  col -ix  —  'x)  d"' col  -  (x — a) 

<f  (  r  )  =  const.  +  Jlo  cot  -  ( .r  —  a  )  -i-  .Xi -j f- .  . .  -4-  oln„ 


2'  '  dx  '  d.r" 

dcol~{x  —  [i)  rf/'cot  -  (.r  —  [i) 

\lï)C0l-(a7  — P)  -+-lil>, h..  .-4-  \li) 


2  '  ^  dx  "  '  '  dxi> 


dcol-{x  —  X)  d'^  col     {x  —  \) 

^coi-  {x  —  h)  +  4^1 -z 1-.  ..-\-  y  s 


2'         /  ■   ^1         rf^  ^-^  ,-/^.ç 

La  détermination  des  coefficients  olo,  il!>,  , . .,  J^,  Ao,,  i(b,,  . . .  ren- 
dra plus  complète  encore  l'analogie  de  la  formule  que  nous  venons 

d'obtenir 

/{%\nx,  cosar)  =  \\{x)  -\- 'i>{x), 

avec  celle  de  la  décomposition  des  fractions  rationnelles  en  frac- 
tions simples. 

11.  Je  ferai,  dans  ce  but,  en  ayant  en  vue  le  groupe  des  coeffi- 
cients .Ao,  X^,  . . .,  A^iti  X  ^=  y.-\-  h,  et  je  développerai  les  deux 
membres  suivant  les  puissances  croissantes  de  h.   Or,  les  séries 

provenant    ainsi    de   la    partie    entière    et    de  cot  -  (:r —  jiJ),  ..., 
cot  -  (^  —  \)  ne  contiendront  que  des  puissances  entières  et  posi- 
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lives  lit' A,  l,iii(li>  (|uc  la  (|uanlil('  c«»l      {x  —  a)  et  ses  ili  rivces  duii- 

noroiil  mi   nomln'c   fini   cl    liiiiil»'   Ar  puissances  négalives.   Nous 
avons,  en  ellel, 


./•  —  a  h        ■>.         Il         li^ 

cet  =  COI  -   =    j   —    -   —    TT— 


el,    connue   la  iléiiscc  île   h    |>rise  par    lappctrl  à  .r  est  I  unilé,  un 
déduira  successivenienl  de  celle  relation 


(I  eut      {  X  —  a  ) 


ilx 


d*  col-  (x  —  -ji) 

7. 


■>. 

1         A» 

/l2    " 

6            1  •!() 

•  •  •  1 

4 

h 

li^ 

~  Go 

et,  en  général,  si  l'on  n'écrit  point  les  puissances  positives  de  h, 

a'»cot-(.r  —  a) 

=(— jyi. ■>.... n • 

Le  développement  du  second  membre  n(x)  +  4>(j?)  se  compo- 
sant ainsi  des  termes 

ra._.t,        i.>-^Ao,  1.9...  .n.l.,,-! 

et  d'une  série  infinie  de  puissances  positives  de  A,  nous  obtiendrons 
les  coefficients  <.l,  d^i,  . . .,  J  «,  en  formant  la  partie  du  développe- 
ment du  premier  membre /(sinx,  c(  s ;r)  qui  est  composée  des 
seules  puissances  négatives  de  h.  Supposons  à  cet  eflet 

j.r     ■      ,  ,  ,  ,     T  A  Al  1.2  A,  ,  I.  .>....  «A„ 

/[sm(a  - /O,  cos(a  + /O]  =  /^  -  ;^  -  -^ -...+  (-  l)"—p:n—' 
on  aura  immédiatement 

et  j'ajoute  que,  si  l'on  multiplie  membre  à  membre  l'égalité  précé- 
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dente  avec  celle-ci,  que  donne  le  lliéorème  de  Taylor, 

cot  -(cp —  a  ^  /i) 

,    dc.ol-(.v  —  a)  ,„    d-  col-  (x  —  a) 

I  ,  /(  •}.  Il-  •>- 

:i  1  ax  1 . 2  dx- 

d"  cot     (x  —  a) 
II"  > 

-t-f— 0" 1-..., 

i.>....n  dx" 

on  trouve  pour  le  coefficient  divisé  par  deux,  du  terme  en  -r,  pré- 
cisément 

a  cot -(.r— a)  a"  cot- (a:  —  a) 

al.  cot  -  [x—  a)  -f-  o/lo, ; h.  .  .-t-  An -, 

9.  dx  dx" 

]^e  groupe  total  des  éléments  simples^  se  rapportant  à  la  quantité 
X  =  y.  qui  rend  infinie  la  fonction  proposée,  estainsi  le  demi-résidu 
correspondant  à  li  =  o,  de  l'expression 

y"[sin(a -I- A  ),  cos(a  H- A)]  cot ; 

résultat  analogue,  comme  on  voit,  à  un  théorème  de  Lagrange. 

lll.  Après  avoir  jusqu'ici  sui\i  pas  à  pas  la  théorie  de  la  décom- 
position des  fractions  rationnelles  en  fractions  simples,  nous 
allons  introduire  une  considération  nouvelle  qui  a  son  origine 
dans  la  propriété  caractéristique  de  la  transcendante /(sin .r,  cos a?) 
d'être  périodique.  Je  remarque  que,  d'après  la  relation 

X 

cot—  =:  cot.r  -+-  cosecar, 

la  fonction  (p(x)  s'exprime  en  termes  de  deux  formes,  à  savoir 

d"  cotix  —  %)  d"  coséc(x  —  a) 

5 et  ;— , 

dx"-  dx" 

les  premiers  ayant  pour  période  iz  et  les  autres  se  reproduisant  en 
signe  contraire  lorsqu'on  change  x  en  x  -\-  ~.  Or,  à  l'égard  de 

^{x)  =  2ÎI a/,  (cos A\r  -+-  / —  i  sin A\r), 
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si  l'on  fait 

0(x)  =  Zan{coiiAx  -h  /—  I  sin•^/»^7•  ) 

Ti(ar)  =  Sajji^,[cos(2/-  -i-  i)j-  -i-  /—  i  sin(  ,>./.  -i-  i)x], 

en  rt-unissanl  (riiiu-  part  les  Icniits  cunlcnanl  les  iiiulli|)les  jiairs, 
et  de  l'aiilre  les  imilliplcs  impairs  de  la  \arial)lo,  on  aura  de  nx^ine 

OCj- -»- r)  =  6(.r),         r,{x-i-Tz)  =  —  y]{x). 

De  là  résulte  la  décomposilion  de  la  fonction  proposée  en  deux 
jiartios  B(a:),  H(j:),  de  soi-lc  (piOii  aura 

/(s'inar,  cos.r)  =  B(r)  -i-  H(a'), 
avec  les  conditions 

e(jr-t--)  =  e(x),      U{x-hT.)=—U(x), 

les  expressions  des  nouvelles  fonctions  introduites  étant 

^/     N       ù/    \        1        ./  X         I     ^cot(,r  — a)  d"  coKx  —  u.) 

dx  ctx" 

.,         /          ov         „     </c(.l(.r  — S)                  ,     di>col(.r—'i) 
-+-  HÎ)C0l(3r  —  6)-f-  iI!m j tli  -(-...-^  11!,    ^ l_1 


p          ,           >           ,,     ^cot(,r  — X)                        rf-colCj-  — À  j 
+  -Lcot(:r-X)-Jo ^^ +•••+<. ;^J^ 

et 

ll(j;)  =  r,(ar)-+-tl>cosec(r  — a)-!-.A..| -, -h, .  .  +  -Ao,i ; 

dv  dx" 

dco?>éc(x  —  B)  f//'coséc(r  —  [i) 

-f-lll)COsec(a-—  i)-H  iil), r ^  -+-. .  .-4-  ill>,, -^ '— 

'  '  dx  '  dxi' 


„     c/coséc(.r — \)                  ,,     d^co^ç.c{x — X) 
-^J,cosec(.-A)  +  4:,  ^^ +...^.0 ±. 

Nous  voyons  donc  apparaître  deux  éléments  simples  distincts, 
cotx   et  cosecr   ou  -: — »   api)artcnant  en  propre  aux  tonctions 

dont  la  périodicité  est  celle  de  6(a:)  ou  H(a:),  au  lieu  de  cot  -  qui, 
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dans  le  cas  général,  a  le  rôle  de  la  quantité  —  à  l'égard  des  fonc- 
tions rationnelles.  C'est  jDar  les  applications  qu'on  reconnaîtra  sur- 
tout Tutilité  de  ces  distinctions  et,  pour  commencer  par  un  cas 

facile,  l'envisagerai  d'abord  la  fonction 

'  •'  °  cosa  —  cosa" 

J  observe    en    premier    lieu     qu  en    introduisant     la     variable 
;  =  e'*'~',  il  vient 


Or,  les  racines  du  dénominateur  sont  évidemment  les  quantités 
gay/-!^  g-a\/-i^  |g  numérateur  est  seulement  du  premier  degré  ;  ainsi 
la  partie  entière  ^{z-}  n'existe  point,  et  nous  aurons 


cosa  —  cosa: 


-T-  <.l>  COt r-  Ivo  col  


Calculant  maintenant  les  résidus  pour  j:  =  a  et  ^  =  —  a,  j'ob- 
tiens les  quantités 


sina  sina 


et,  par  suite,  en  divisant  par  2  les  valeurs 


A,  =  — \ —  ,  1)1  = 


de  sorte  qu'il  vient 


î  sina  2  sina 


^             .       ,         X  —  a               X  —  7. 
=  G  -I : —     COt cet 


cosa  —  cosa"  2  sina 


On  trouve  d'ailleurs  sans  peine  que  C:^o;  mais  voici,  pour  des 
cas  moins  faciles,  une  détermination  directe  et  immédiate  de  celte 
constante.  Supposons,  en  général, 

^,  .  Fi(-3) 

/(sinar,  cosa:)  =  -pTJ)  ' 

F(z)  ne  contenant  point  le  facteur  ;;  et  étant  de  degré  au  moins 
égal  à  celui  de  F,  (s),  la  partie  désignée  par  <I>(.r)  existera  seule 


INTKGHATION    DKS    KONCTIONS   TRANSCENDANTKS.  (i  5 

il.ms  l'expression  tle  la  foncliiui,  ijni  sera  ainsi 


(l  col  ~(x  —  a) 

I  21 

f(  'iiii  /•.  cM-x  (  =  G  -f-  -,1.  col     {x  —  a  )  -t-  -l. I -, 

rfcol  -ix  —  'i) 

I ,        ......  •^■ 


•1 


-+- \tS»cot     (a"  —  fi) -t-  llî>,  ,  .... 

ci  col     (x  —  ),  ) 

^K  coi;_(.r-A)-i-4:.  — ^- — H-.... 

(  )r,  je  (lis  (jii'en  a()|)elanl  G  et  H  les  valeurs  de     '  "    pour  z  nul 
el  iuliui,  on  aura 

G=  -(G-Hll). 

En  edct,  la  relalion 

col =  v —  '  = =  V  —  • 


-1.  gU-a)v'-i_|  ^g-xv    i_( 

lait    \t)ii-    qu'eu    supposant    z    nul    et  infini    toutes  les  quantités 


col  —  se  réduisent  à  — y/ — i   el  H- \/ —  i  ;  elle  montre  aussi 

que  leurs  dérivées  des  divers  ordres  s'évanouissent;  nous  avons 
donc 

G  =  G  —  (-1,  4-  \il,  -*-. . .-+-  -C)  /^, 

n  =  c  -H  ( ^,  H-  ni,  -H . . . -^  j^  )  /HT, 

et,  par  conséquent, 

G— H   I ^       G  +  H 

2  X 

Dans  l'exemple  considéré  tout  à  l'heure,  on  trouve  sur-le-champ 
(3  ^  o,  H  :=  o,  de  sorte  que  G  est  nul  comme  nous  l'avons  dit. 

Soit,  en  second  lieu,  l'expression 

sin/?ia"  z''-"^  —  I 

_ ^  -n-m        , 

sm/ia;  ^2"  —  I 

les  nombres  m  et  n  étant  entiers.  Si  l'on  suppose  m  >*  «,  on  voit 


(Î4  OEUVRES    DE    CHAULES    IIEKMITE. 

qu'il  existera  une  parlie  ealière  H(^),  dont  voici  le  calcul.  i*ar 
tant  de  cette  identité 


.J/!~t2/t-l),7     i_  ^il/c-D/i-zii  _l 

-i/i t 


/»  —  n 


je  prends   pour  /,•  I  entier  luinicdiatement  supérieur  a  -,   de 

sorte  (pi'on  ait 

,         lU  —  /> 

A   — 1-  £, 

t  étant  positif  et  moindre  que  l'unité.  Il  en  résulte  que 

(  2  /.'  -I-  I  )  /t  —  //i  =  2  ;  /i         et         /n  —  (  -2  /r  —  i  j  /i  =  '2  (  i  —  ^  )  n', 

ainsi,  dans  la  fraction  du  second  membre,  le  numérateur  est  de 
degré  inférieur  au  dénominateur.  L'identité  employée  se  vérifie 
d'ailleurs  sur-le-champ,  car,  en  remplaçant  :;  par  l'exponentielle 
^.«V-i^  elle  se  transforme  dans  l'équalion  bien  connue 

sin /?i.r  /  .,     s 

— : =  2  cos(  ni  —  n)x  -{-  2.  cos(  m  —  ^  n)cr  -i-  .  .  . 

s\nnx 

sin(2/.7«  —  //i).T 
-h  2  COS  \  7)1  —  (  2  /{  —  \)n  \.r : 

Nous  obtenons  ainsi 

\\{x)  =  1  COS  (m  —  rt).r  H-  2  COS  (m  —  'i  n)x  -{-...+  2  ces  [m  —  (-i/c  —  i)n]x 

et 

^  ,     ^             sin (■>,/, 7/  —  m  ):r 
<i>(  x)  — ^ > 


ou  simplement 


,     ,             sin  m  X 
*(a;)  = : , 

SI  11  //  X 


en  supposant  maintenant  m  inférieur  à  /i,  en  valeur  absolue. 
Cela  établi,  les  racines  de  l'équation  ::-"  —  i  =  o  sont  données 


par  la  formule  ^  ==  e  "         ,  /,•  prenant  les  valeurs  o,  1,2,...,  2/^  —  i , 

•   ■17  r*  /iTTï  /*i         'x      ^      i*  *  SIÎl  11X  OC  i 

et  SI  1  on  iait  a  =  — ,  le  résidu  de  la  tonction  -: correspondant 

n  sxniix  ^ 

sin/na         (  —  \)''<>\\-\m%  , 

A  X  ^=n.  sera  —. =  ;  et  nous  obtenons,  par  conse- 

siu/ia  II  '   ^ 
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*in//Jj:  1     v?  ;  ' 

Muis  nviiiil 

«I>(a:-T-TT)  =  (— i,)"'^"*(a-), 

\\\  funclioii   aj)|)arlien<lra  à  Tespèce   B(.r)  ou    ll(.r),  suivant   que 
///    -n  >era   |i.iir  ou  impair,  de  sorte  (piil   \ieul.   pdur  le   premier 

cas, 

sin«./-  I     x^  ^,    .  . 

—  —    >   (  —  i)*  sm  m  7.  col (.7'  —  a), 

Mil  inx        xn  ^mà 

et  pour  le  second. 

si  11  m  X  I     v^  (  —  I  )''  si  II  m  ot 


.iiw/<.r  I     •^ 

•\nnx        xn  j^ 


s\nnx         xii  ^^    «iiu.r  —  a) 

Or.  dans  les  deux  cas,  les  termes  des  sommes  qui  correspondent 
aux  valeurs  /{  et  /." -f-  n  sont  (■<;aux:  on  peut  donc,  en  doublant,  se 
liorner  à  prendre  /.==  i.?.,  ....//  —  i,  le  résidu  relatif  à  A"  =  o 
étant  nul. 

Soit  encore  I  expression 

col(x  —  a)  cot  (x  —  [i) .  .  •  colfa-  —  X); 

en  désignant  par  n  le  nombre  des  quantités  2,  |5,  .  . .,  x,  A  et  faisant 
r/ =  e**     \  ù  =  e<^^~\   ....  /=p'*"',  on  aura,    pour    transformée 

en  z, 

On  voit  que  le  numérateur  et  le  dénominateur  sont  de  même 
degré:  ainsi  il  n'existe  pas  de  partie  entière  et  nous  avons  seule- 
ment à  calculer  <I>(x).  Or,  les  2n  racines  du  dénominateur  sont, 

d'une  part,  e*^  ^  e'^*~',  . ..,  e'*~'.  et,  en  outre,  ces  mêmes  quan- 
tités changées  de  signe,  c'est-à-dire  gta+'^iv'  '^  e'.'^+^iv'-',  e'^"^""'*'-' : 
d'ailleurs,  ayant  <I>  (j:  4- t:)  =  <1>  (j:),  la  fonction  proposée. appar- 
tient au  type  S(x)  et  ses  éléments  simples,  où  figurent  les  argu- 
ments a  et  a  +  -,  'i  et  ,j  -h",  -  •  -,  se  réduiront  à  ceux-ci  : 

cot(a7  —  a),     cot(.r — [3),      ...,     col(.r — X). 
H.  —III  5 
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Nous  iuirons,  en  conséquence, 

fï>(ip)  =  C  -t-  «l>  col  (a:-  —  a)  -t-  il'o  col(a"  —  [i)  -l- . .  .-4-  4^  cot(a?  —  X), 

al),  iiïi,  ...,  4^  étant  les  résidus  de  $(^)  pour.f  =  a,  x='^,  ...,  .r  :=)., 

c'est-à-dire 

aiU  =  cot(a  —  P)  col  (a  —  y).  .  .cot,(a  —  X  ), 
1)!,  =  col  (  [i  —  a  )  col  (  [B  —  Y  ) .  .  .  col  (  3  —  À  ), 


4^  =  col(À  —  a  }  col(À  —  [i).  .  .cot(Â  —  •/.). 

Enfin  la  constante   C  s'obtient  par  léquation  établie  page  63, 
C  =  -  (G  +  H),  au  moyen  des  \aleurs 

que  prend  la  transformée  en  z,  pour  r  nul  et  infini,  ce  qui  donne 
simplement  C  =  cos  — ^• 

On  traitera  de  la  même  manière  1  expression  plus  générale 

F(sin.r,  cosa"  i 

— : : -, : ^ —  ' 

sui  (.r  —  a)  sin(.r  —  [i).  .  .siii  (  ^'  —  A  j 

où  le  numérateur  est  un  polynôme  entier  en  sin.r  et  cosx,  et,  si 
nous  supposons  qu'il  soit  homogène  et  de  degré  n  —  i,  on  sera 
amené  à  la  relation  suivante  : 

F  (  sina",  cos.r  ) 


sin(a7  —  a)  siiUar  —  fd  ).  .  .sin(3-  —  X) 
F(  sin  a,  cos  a  ) 


sin  (a  —  Bjsin^a  —  Y)--  -sin  (a  —  X)    sui  (x  —  s.) 

F  (sin  p,  cosp)  I 

sin(p  —  a)  sin(p  —  -,')..  .siiK  [i  —  X)  simr  —  [i) 

F  (sin  X.  cosX  )  I 

sin(X  —  a)  sin  (X  —  p).  .  .sirnX  —  y.)  sin  (.r  —  A) 

Nous  en  déduirons,  en  chassant  le  dénominateur, 

sin(.r— 8)sin(a7  — y)..  .sin(.r  —  X  ) 

F(snia7,  cosa^)  =      —. — y-^ — ■. — '— -. r — b(sina,  cosa) 

'  sni(a — [i)sin(a — y)---^""^  —  ^^) 

sin(a7  — a)  sin(a:  — y).  •  •sin(a:' —  A) 

-^    ■    ,  o .    ■    ,  o 4 ■■ — ~5 rTÏ^(sinB,  cosS) 

sin([i  —  a)sin(  p  —  y)  .  •  •  siii(P  —  X)      ^        ^'         '• 

sin  (a-  —  a)sin(a7  —  S)...sin(.r  —  y.)  ^  ,   .    ,  ^ 

H : -T : -T t; : -. F  (  SUI  A,    COS  X  ), 

sin(X  —  3(;sui(X  —  p).  ..sin(A  —  y.)      ^  '  ^' 
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résiill;il  (|iir  se  rapporte  à  la  lliéoric  <lr  I  iiilerpolalitm  coininc  doii- 
nanl  rexpression  de  la  fonclloii  F(  >iii./-.  cosar),  où  eulrenl  n  coef- 
ficients arbitraires,    au  inoveii  île   /i  valeurs  qu'elle    |)ren<l   pour 

V.  C'esl  |n>iir  oliiiiiii-  riuté<j;ralr  «le  l.i  lonclioii  transcendante 
/{s\njr,  cosj:-)  (pia  vlr  étahlic  la  lonmilc  de  d«^coniposilion  en 
éléments  simples,  dont  je  ne  multiplierai  pas  davantage  les  a|)pli- 
calions;  sous  ce  point  de  vue,  voici  maintenant  les  conséquences 
à  tirer  de  la  fonind»'  j;énérale 

y(sin.r,  cos.r )  =  U{x)  -h  ^(x). 
Kn  premier  lieu,  et  à  l'égard  de 

H  (a-)  =  Zaj,.{cos/{.r  -+-  / —  1  sin/.\r), 

nous  observons  qu'on  a 

rfsin/.j-        ,         ,  dcos/vx  ,    .    , 

; =A:cosA^r, =  —  hs\nkx, 

dx  dx 

d'où,  pai-  conséquent, 

C        I       1          '•in  A- .7-                r  .    ,        ,                cos/.-,r 
/  cosAj'  dx  =  — - —  .  \  %\nkx  dx  = r —  • 


Ainsi  l'intégration  reproduit  une  expression  de  même  forme  que 
la  fonction  proposée,  sauf  un  terme  proportionnel  à  la  variable  pro- 
venant de  la  partie  constante  qu'elle  peut  contenir. 

Soit,  par  exemple,  n(:r)  ^  cos"  j?;  l'égalité  aeos.r  =  ^^^-^ — 
donnera,  en  l'élevant  à  la  puissance  /î,  et  rapprochant  les  termes 
équidistants  des  extrêmes, 

1          ni        ^           \     \         ni  n  —  i  )  / 
2"  cos''a"  =  z" i [z"-^^ -; z''-*  ■ 


:«-4 


Distinguons  maintenant  les  deux  cas  de  n  pair  et  impair;  nous 
aurons,  dans  le  premier,  avec  le  terme  constant, 

n        ,  n(  n  —  i) 

■1"-^  cos"j7  =  cosnx  -\ CCS (rt  —  2).r  h cos{n  —  4  )^  +•  •  • 

1  1.2 


n(n  —  i). .  .  ( h  I  ) 

I  \  2         / 


n 

1.2...- 

2 
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el,  par  conséquent, 

'in  nx        /i  si  n  (  «  —  9.).r        n{  n  —  i)  s  i  n  (  «  —  y)x 


i"-i  /cos" 


X  a 


Ix 


Il  I  II  —  x  I  .  >  Il  —  !\ 


x\ 


,    n{n-^)...  (f  -m) 


n 
I  .■>...  .  — 

•2 


dans  le  second,  il  viendra 


Il        ,           ,          n{n  —  \) 
2"- '  cos" a;  =  cos iix  -, cos ( «  —  i)x  -. cos (  «  —  -\)X  ^ . . 

1  1.2 

n(n  —  I  ) .  .  .  ( 1-  I  ) 

-i ■ '-  COSJ", 

Il  —  I 

1.2... 


doù  cette  formule  où  la  variable  ne  sort  plus  du  signe  sinus 

si  11  iix        n  isnl  II  —  2  )  x 


2"-'     /    COS" 


X  dx  = 


I  II  2 


(^-). 


nin  —  I  ) . 

2  / 

SIU  X. 

Il  —  I 

1.2... 


On  traitera  de  même  l'expression  plus  générale 


sin"x  cos'^^r 


\'izJ~i)     \    '^^    )  ' 


mais  rintégrale    /  sin"cos*.z'f/.r  s'obtient  encore  par  un  autre  pro- 
cédé fondé  sur  l'identité  suivante  : 

cl  sin"-'^  X  coè'^^^  X       ,  .    .        „  ,,.  ,,         ,.,  . 

=  (a  —  i)  sm"^-- X  cos''+- X  —  ( b  -+-  i)sin«a?cos''.r 

ax 

=  (a  —  i)sin«-2a?cos'':r(i  —  siii-j-)  —  (6  -f- 1)  sin«a7cos'^.r 

=  (a  —  i)sin«--a7C0S''\-r  —  (a  ^  b  )  sin«a7  cos''x. 
Nous  tirons  en  elTet 

{a-^  b)  I  sin«a"  cos'^.r  dx  =  (a  —  i)  /  s'in"-'^  x  cos'' x  dx  —  sin«-'ai:  cos'^+'a-, 
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c«'  <|iii  [n'i  iiH'lliii  (Ir  r.iiiHiiri  .  (Ir  |iruilii'  on  pioclif,  la  (|iiaiilité 

/  sin  ".T  cos''.r  dx 

à  celle-ci 

/  >in"-*"  cos^j"  dx^ 

où  //  rsl  (III  ciUht  (|iitl(  «)ii(|iir.  Si  Ton  sii|)|)Ose  a  impair,  le  calcul 

est   lermiué,  car,  en  faisant  a=^in-\-\^  on  obtient  iminédiale- 

incnt 

cos''"^'  X 


I  sinj-  cos* 


X  dx  = 


b^\ 


Dans  le  cas  de  a  pair,  nous  prendrons  in  =  n^  et  l'on  opérera 
ensuite  sur  linléyrale    /  cos^xc/x,  au  moyen  de  la  relation 

qui  ramène,  soit  à    /  cos  j:  c/x  =  sin^,  soit  à    /  dx  =  x. 

En  considérant  en  second  lieu  l'expression    /  'I>(.r)<i.r,  j'écrirai 
pour  abréger,  comme  à  propos  des  fonctions  rationnelles,  p.  36, 

c^cot  -(x  —  %) 
«t>(a7j  =  G -T-^  .lIî,  col  -  (a:  —  aj-t-^^Li 


.A..1 


dx 


^2^^"      1. 


d"  col  ~-  (x  —  a) 


dx'^ 

maintenant  on  voit  comment  la  composition  de  cette  formule  con- 
duit immédiatement  au    résultat.    Nous   n'avons,    en    effet,    qu'à 

déterminer  la  seule  inlé<^rale    /  cot-(j7  —  a)  dx]  or,  on  a 

cos-(a7  —  a)  f/loj^sin-f^  —  a) 

X  —  a               -i  "        1 

col =  =  2 


.     r  ,  dx 

sin  -  (X  —  a  ) 

•2 


et,  par  conséquent, 

/x  —  %   .  ,        .     I  , 

cot dx  =  2  log  sin  -  {x  —  a), 
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de  sorlc  que 
Ç^{x)dx=  Cx-\-  'îV  ^1,  log  sin-(.r  — a)  +2,135  cot-(a;  — a) 

<Y"-i  cot  -{x  —  ri.) 


clx'^'^ 
Les  relations 

X^                                  -VTi    „     dç,o\,(x  —  a) 
Q{x)  =  >    X  col(iP  — a)  +  >    cfUi -^^ 

<f"  cot(.r  —  a) 


H  (  a?  )  =  ^  .^l,  coséc  (  37  —  a  )  -H  ^  .^lU 


<:/coséc(.r  —  a) 

dx 
/"  coséc(ar  —  a  ) 


donneront  pareillement 

/  0  (a7)rt':«:='V  <vl,logsin(a-  — a)  -i-V  d^i  col(.r  —  x)  4-  .  .  . 

/  H  (a?)  dx  ='V  ,^1)  log  tang  -{x  —  a)  +7   Am  coséc(a7  —  a)  +.  . . 

En  ed'et,  nous  avons  déjà 

/  cot(.r  —  'j.)  dx  —  log  sin(  3-  —  a), 

et,  quant  à  l'intégrale 

r  ,         r        dx        ' 

I  cosécfa?' — x)dx=   I    —. — ■ > 

J  J    sin(  X  —  X  ) 

elle  s'obtient,  soit  par  l'é(|uation 

î —  -     tang-  (a;  —  a)  -1-  cot  -  (x  —  a)    , 

sin(a;  —  a  )        2  L  2  'i  J 

soit  en  posant 


tang-  (a;  —  a)  =  iî, 


INTHGHATION    DES    KOMTIONS   TR WSCENDANTKS. 
(-:il'   il    \  K-Ilt    ;ill|s| 

I  t  -^  r-  ,        ■>.  dt 

dx  = » 


SIIK  ./•  —  1)  Xl  l  -t-  f  * 

(  I  t  )  Ù 

dx  r  dt       ,  ,  \  , 

— =   /    —  =  \o"t  =  loc  tant;  -  (x  —  a). 

V^oici  (jiiclijues  reinar([iies  sur  ces  résultats. 

\  I.    Les  cxpressioii-i  ijni,  «-ii  ddiors  des  termes  logarithmiques, 
à  savoir 

,     dco\.ix  —  a)  ,      rf«-' cot(a7  —  a) 

clo,  col  (.r  2  )  --  -loo ; h  ...  H-  Jo,i ; ■ — ; 

dx  (tx"-^ 

et 


,  ,    ,  ,     f/cosec(a?  —  a)  ,     d"-^cosec(x — x) 

<^o\  cosecf./'  —  y. )  -+-  -,U> ; h.  .  .-f-  cAbb j -, 

dx  dx"-^ 


composent,  avec  diverses  valeurs  des  constantes  -l.  et  a,  les  inl(''- 

grales    1  S(x)  dx,     1  M(.z)  c/.r,  ont  respectivement  la  même  pério- 

dicité  ([ue  B(j7)  et  H{x).  La  première,  comme  on  l'a  \u  au  para- 
graphe!, étpiixaiit  à  un  polynôme  entier  du  degré  n  en  cot(.r  —  a), 
la  seconde  donne  lieu  à  la  transformation  sui\anle.  Soit,  pour  un 

moment, 

cosécix  —  7.)  =z  u         et         cot(a^  —  a)  =  /; 

nous  remarquerons  (pion  peut  écrire 

«  =  —  smCJ-  —  a)  —, 

de  sorte  qu  il  \ienl  siiccessiveineut 

du  d-^t  dt 

-7-  =^  —  sm(  .r  —  a  )  ^— -  —  cos(a"  —  a)  -;—  » 
ilr  dx-  dx 

d^ii.  .    ,  I  dn  dt\  ,  d'-t 


dx'  "  \dx^        dx  j  '  '  dx-^ 

et,  en  général, 


dxi^ 


=  —  sin  (x  —   a)      — ; — ; h  .  .  . 

^  Idx/^^^  I  .•>.        dx'^    '  J 

r  A-  f//'  t      A  (  /,■  —  I  )  (  /.■  —  ■..  )  f//'-  2 1         "1 

^  l  I    dx''  i.i.ô  dx''-^  J 


72  OEUVRES    DE    CIIAIU.KS    IIERMITE. 

Il  en  résulte  qu'on  peut  donner  à  l'expression 

,     du  ,     d'-Ui 

-  dx  fAr"    1 

d'abord  la  forme 

SI  II  (a?  —  al     (j  -, h  (ji  -; 

d"-U  dx"-''-t 

dx"-^  "^      '    dx"-^- 

les  coefficients  G  et  H  étant  constants;  ensuite  celle-ci 

si  11  (  ,r  —  a  )  F  (7  )  -h  cos  (  .r  —  a  )  F  i  (  /  ) , 

en  désignant  par  F(/)   et  F,(/)    des   polynômes  en  t  des  degrés 
/«  4-  I  et  /?  ;  enfin  au  moyen  des  valeurs 

I  / 

sinfr  —  g)  =  —  »  cosfa-  —  tc)  = 


cosix  —  a)  (  H -+-  H 


V^I  -Vf'-  s/  \-\-  /2 

on  écrira 

„     du  ,      d'^-Ui  .T'(7) 

dx  dx"'^        sj\^l-- 

ce  nouveau  polynôme  ^'{^l)  élant  du  degré  n  +  \ .  Sous  ces  foi'mes 
nouvelles,  les  quantités  qui  entrent  dans  les  deux  intégrales  sont 
parfois  d'une  détermination  plus  facile,  et  j'en  donnerai  quelques 
exemples. 


Soit  d'abord  l'inlégrale 


/ 


cot"  +  i.r  dx, 

l'exposant  n  étant  entier  et  positif;  d'après  la  méthode  générale, 
on  posera 

^,  ,     dç,o\,x  ,      d"^  colx 

col"-^'a^  =  L  +  -Ao  cota;  -t-  A>i  — -, h.  .  .-f-  -Xn  — -, > 

dx  dx" 

et  les  coefficients  s'obtiendront,  soit  au  moyen  des  relations 

d  cot.r 


COl-X"  —  I  — 


dx 

I    d-  cot.r 


■>.       dx- 

4  d  colx         I   i/-^  cota" 
cot'*.r  =  I  -H ; —  -   ;-- —  5 


3      .^.r  {')      dx^ 
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soil  m   tuiiii.int   l.i    puissance  n  -t- i    aiii-i   ijui'    les   dériNces  de   la 

série 

I        .r       x^ 

t'I  Niili^litii.iiil  il.iii^  réqiiatiuii  |iiiur  nlfiililici-. 

Oi'.   Il   \iirial)le  cot j"  =  /,  rpii  csl  iii(li(|ii('>(>  par  la  forme  cuiimic 
tl  a\ance  <le   rinh''j;;rale,  en  (loiiiie  lacilcnu'iii   l.i  \.ilcur,  car  ayanl 


I  cot"+'j"</jr  =—   /    -, 


il  siiKir.i  <rf\ti-.iirc  la  partie  enlièro  de  la  iVaclion  ;   si  n  est 

impair,  on  tonnera  ainsi  r('j;alité 

n  -  I 

"  — '          /  — T- 

/■■l  »  1  ( 1]     2 


/•/-l  _  /«-S_|_f/»-5  _.,  __j_  (_  ,,     2      _ 


d'où 

I    = ...—  (—  n    -    /  —  (—1)    -    arc  tanir/, 

J      I  -H  /'  n         n  —  ■>.         n  —  /,  /  /  r» 

et,  par  consécpniit. 

col".r         col"    2^-         col"-*.r 


/  cut"- 


\jcIj=  — 


n  n  —  JL  /i  ^  4 

n  —  I  n -   I 

—  ( — i;    -    col./'  —  1  — i>    -     -2". 


Dans  le  cas  de  n  pair,  il  viendra  semblahlemenl 

n 


on  en  conclura  alors 


/  col" 


col".r        col"--.r        col"— «a; 

-*"'  .r  ax  =  — ; ; — 

/i  n  —  î  n  —  .J 

-cnl2a-  - 

-k-  ( —  r)- -+-  ( —  1^-  log  sinr. 


Rapprochant  ces  résultats  de  l'expression  donnée  par  la  méthode 
Sfénéralc,  à  sa\oir  : 


(/"-•  cota? 


/  col"-'-'^"  dx  =  C.r  -r-  tl)  loir  %inx  -H.  .  .-+-  iLi  cola-  -i- .  .  . -t-  <Àsn       , 
J  ar"-' 

n 

nous  en  tirons  cette  conséquence  qu'on  a  d^  =  ( — i)'^  ou  -l,^o, 
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suivanl  (|iie  n  est  pair  ou  impair;  et  je  m'y  arrêterai  un  moment 
pour  montrer  en  peu  de  mots  comment  cette  seule  connaissance 
du  résidu  X  relatif  à  la  valeur  x  =  o  de  la  fonction  cot"+' j;  suffît 
pour  la  détermination  complète  de  la  série 

cotj;  =  - — -  b  -{-  ex  -i-  dx--\- .  . . . 

X 

Et  d'abord,  de  ce  que  le  terme  en  —  manque  dans  le  carré,  la 
quatrième  puissance  et  toutes  les  puissances  paires,  on  conclut  de 
proche  en  proche  les  conditions  b^o.  dz=o,  ...,  c'est-à-dire 
que  le  développement  ne  contient  que  des  puissances  impaires  de 
la  variable,  et  a  la  forme 

cota7= i-p^-+-7a7*-f-.... 

X        '  ' 

De  ce  que  le  coefficient  du  même  terme  est  +i,  —  i.  -ri,  •.., 
dans  la  première,  la  troisième,  la  cinquième  puissance,  etc.,  on 
tire  aisément  les  égalités 


d'où 


a  =  i,  3a- S  = — I,  5a*Y -+- lo^^?'- =  I 


I  I 


'  Y  =  ^  7^  ' 

43 


Le  développement  de  cotj:,  auquel  nous  parvenons  ainsi,  est 
d'une  grande  importance  en  Analvse;  en  l'écrivant  de  cette  ma- 
nière 

cola'  r=  — 


X  i .  i  r .  -2 . 3 .  4         1 . 2 .  o .  i .  5  . 6 

les  coefficients 

Bi=-j  Bo=p^j  1^3=  -—5  •  •  • 

b  00  42 

sont  appelés  les  nombres  de  Bernoulli  (  '  ),  et  l'on  a  de  même 

22(9,- \)V>xX  2*('2*—  l)B.i.T--*  2^2*^ —  OBq^T» 

tanga?  = : '-- — • — h. . . 

1.2  1.2.3.1  1 .2.3.4 ■  ;).t) 

I  (^22—  2)Bi.r  (2*—  2lB,5?''  (2'"'—  2)B5a"5 

coseca-  = '  •  '        ■ 


X  i  .A  I  .  •> .  3 .  4  I  .  2 .  3 .  4  .  J  .  <J 


(M  BERTRA^■D,   Traité  de  calcul  différentiel  et  de  calcul  intégral .  t.   I,  p.  347. 
-  Serret,  Cours  de  calcul  différentiel  et  intégral,  t.  II.  p.  217. 
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a -f- ^  iiM  iiniiihif  |»itir,  aunt,  corniiif  l.i   précrdenlt'.  li  |m'i  idilu  il<' 

deB(T).     \il    llfil    lie  (Ii'illlil-r   rml(''i;|-,ilc 

f ± 

de  la  relalion 

I  .,         ,  r/cnt.r 

=  <^  -h  -Ao  col  X    -f-  cl.| 


l 

<^/cot.r 

^      ^.r 

m 

.q ;- — > 

-t-  \i!<  innsx  -+■  lll>i ; — 

(IX  ..^ 

nous  ferons  toujours  col,/  =  /.  el  l'on  voit  que  la  transformée 

a-t-3 

s'ol)li(!ndra  facilement  on  {lé\el<)|)j);tnt  la  pviissance  (i  +  i-)  ^  , 
dont  l'exposant  est  entier  dans  riivpolhèse  admise.  Si  nous  faisons 
en  particulier  [j  =  —  i ,  a  =  2/«  -f-  i ,  nous  trouvons,  en  désignant 
par  /?,,  /i-,,  ...  les  coefficients  de  la  puissance  n  du  binôme 

;     -T— ;—   =  —  col 37 COl^JT r^  COl»J7  —  .  .  . Col2"-*-la" 

J    %\n^-"-^-x  6  5  i/i  -^  I 

puis,  en  cliangcanl  ./■  en  -  — ir, 

/ — --  =  tangr  H — —  tangua:'  - — —  langea;  +.  .  .-^ tang-"+'a". 

A  II.    L'intégrale    i  f[s\nx^  cosx)  clx  se  ramenant  par  la  sub- 
stitution s\nx  ^  X  à  cette  forme 


^  l/  I  —  . 


,/7i^x^ 


qui  a  été  l'objet  dune  étude  antérieure,  nous  devrions  maintenant 
comparer  les  deux  procédés  d'intégration,  et  les  résultats  auxquels 
ils  conduisent.  A  cet  égard,  je  me  bornerai  à  remarquer  qu'en  fai- 
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saut  sina:  =  X  dans  la  formule  générale 

/  ^ {x)  dx  =  C X  +  i^. '•'^  logsin-(^  —  a) 

+2  ^"i  cot  ^  (  r  —  a )  + .  .  .  +2  ^^'"  dx"-^ 

la  partie  transcendante  est  donnée  par  les  termes  Cx  et 
/  cot-(':r  —  a)  f/,r  =  2  log  sin  -  (a-  —  a), 

dont  le  dernier  prendra  la  forme  suivante.  Soient 


f/"-i  col -(if  —  a) 

2 


Y  =  y/ 1  —  X- ,         a  =  sina,  b  —  cosa, 

on  aura 


r         \,                 ,           r       sinfa-  — a)        ,           r      b\  —  a\       d\ 
I  col  -  (x  ~ 'x)  dx  =    I    — dx  —   /    T? 7-^-^^' 

J  2  J     I  —  cos(.r  — a)  J     I  —  a\ —- bx     Y 

de  sorte  qu'au  lieu  de  la  fonction  de  troisième  espèce  amenée  par 
la  méthode  d'intégration  des  radicaux  carrés,  à  savoir  : 


> 


/b  dx        _  /  I  —  ax  —  by  \ 

{x  —  a)y  ~    '^''\        x  —  a        J 

nous  sommes  conduits  à  la  quantité 

r      bx^ay       dr 

I    —. — lo^ir  —  ax  —  by). 

J     i  —  ax  —  by   y  ' 

Mais  j'arrive,  sans  insister  sur  ce  point  ('),  à  une  dernière  con- 
sidération, à  la  détermination  de  l'intégrale  définie 

j        fi  sinx^  cosx)  dx. 


(')  On  a,  d'une  manière  plus  générale, 

r  (cb' —  bc' )x  ~^(ac' —  ca)  y -h  ab' — ba'  dx       ,        ax-^by-^c 

I    .^ 1 1 1_£ ^2  lo"^  '• 1 

J  (ax^by-+-c){a'x-i'b'y-{-c')  y  '^  a' x -i- b' y -t- c' 

et  l'on  doit  remarquer  les  cas  particuliers  dans  lesquels  cette  intégrale  ne  devient 
indéfinie  que  pour  deux  valeurs  de  la  variable.  Ils  se  présentent  lorsque  les 
droites  ax  ■+-  by  +  c  =  o,  a' x  +  b' x  -+-  c'  =  o  se  coupent  sur  le  cercle  x'^-i-y-=  j, 
ou  lui  sont  tangentes. 
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Reprenant,  à  cet  cHVl,  l'expression 

_/"(  siii.r,  ci»s j-  =  \l( x)  -h  'P(t), 

j'ol)S<'r\  •'  il  il  1)1)  1(1  (|iic  1,1  1(111(1  11  Pli  'l'( ./  I  fl«'\  lii  rliT  liiiir  [xiiir  Ion  tes 
les  valeurs  «le  la  \arial)lc  coiiiiu  i^c  i\r  /i  ro  à  ■>.—,  c'esl-à-«iiic  (jik  I 
que  soil  x,  |»iiis(ni  nu  a  <t>(y  4- 2  — )  :=  <I>(  j");    ainsi   dans   les  <'l(''- 

iin'nl>    simpifs    col     (  j-  —  a),    autiiiir    des    conslanles    y.    ne    sera 

réelli'.  (!f(i  |)(»s«',  les  Icnms  ju  rnjdnpKîS  de  l'inléyralc  iniN'dinic 
des  fonctions  lli.r)  el  <ï>(./'^,  reprenant  la  même  valeur  aux  liuiiles 
J7  =  o  et  j:='.>.7:,  ne  (ij^iircidiil  point  (laii>  le  résultai,  et  uoiis 
aurons  seulement  à  considérer  le  terme  Cj",  ainsi  ipu'  la  pailic 
loj;aritlimi(pie    7  -Ao  lofî  sin  -(x  —  a).  Du  preiiii<'r  lésulte  imméflia- 

leiueul  la  (piaiililc  C  >.  t:  :  mais  les  termes  transt^endants  demandent 
une  attention  particulière.  Comme  dans  le  cas  plus  simple  de 
l'expression 


r 


la  relation 


i/- 


/ 


I  .    X  ■ 

col  -  (  j7  —  a  j  dx  =  i.  log  si  11 


2  2 


ne  détermine  pas  sur-le-champ,  à  cause  des  valeurs  multiples  des 
logarithmes,  l'intéj^rale  définie  prise  entre  des  limites  données  jtq, 
.^1,  et  j'indiquerai  d'ahord  de  quelle  manière  on  y  parvient  avant 
de  supposer  Xo^==  o  et  .ri  =  2-. 
Soient 

yi  =  a  -^  ù  \/ —  I,         5in-(jr  —  a)  =  X+Y  \/ —  i . 


^envisageant  X  et  Y  comme  les  coordonnées  OP  et  MP  d'un 
point  M  rapporté  à  deux  axes  rectangulaires  Ox  el  Oj',  je  ligure 
la  courbe  MM'  qui  sera  le  lieu  de  ces  points  lorsque  la  variable  x 
croîtra  de  x^  à  x,.  De  cette  manière,  le  rayon  vecteur  OM  =  R  et 
l'angle  MOx  =  9  seront,  à  partir  du  point  M,  correspondant  à 
x=^x^■^,    des  fonctions  continues   entièrement  déterminées  de  la 

variable  x.  Remplaçant  donc  cot-(.c  —  a)  par  la  dérivée  logarilh- 

mique  de 

sin  -(ar  —  a)  =  X  -I-  Y  ^ —  i  =  R(cosO  -1-  / —  i  sinO), 
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il  vient 

maintenant  on  a,  sans  aucune  aml)igaïlé, 

r    '^  =logOM'-lo-OM,  f    'd(i^M'(Jx—MOx, 

et  rintégrale  proposée  se  trouve  déterminée.   Mais  arrivons  aux 
limites  zéro  et  27:;  si  nous  faisons  pour  un  moment 


A  =  cos  —  v'  —  I  =  j- 

.     h 

B  = 


in  —  \  —  1  , 

■1  e'>  — 


il, 


nous  aurons 


X  =  A  sin -(.r  —  a),         Y=  —  Bcos-(a"  —  a), 

2  2 

d'où 

X2    ^    Y2    _ 

Â^  "^  B^  ~  '■ 

de  sorte  que  la  courbe  MM'  est  une  ellipse.  Remarquant  que  A 
est  toujours  positif,  je  distingue  deux  cas,  suivant  que  B  sera 
positif  ou  négatif.  Dans  le  premier,  je  pose 


^, 


2  2 

d'où 

X  =  A  coso,         Y  =  B  siiî'v; 

cela  étant,  lorsque  x  croîtra  de  zéro  à  27:,  cette  ellipse  sera  décrite 
dans  le  sens  direct  depuis  un  point  M  {Jig.  3o)  jusqu'au  point  M' 
situé  sur  le  prolongement  du  diamètre  OM.  En  second  lieu, 
lorsque  B  est  négatif,  je  fais 

X  —  a        T 
~^~  =  2  ""  ■  ' 

ce  qui  donne 

X=Acoscp,         Y=  —  Bsinœ; 

c'est  alors  du  point  M  au  point  M'  la  seconde  moitié  de  la  courbe 
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(|tii  srr.i  (Icnitr  diiiis  le  sf'ii>  iii\tisc.  (  ,L'la  »''l;ml,  (l.iii>  le  premier 
cas,  l'anyle  rroil  avec  x,  el  nous  a\oii> 

MO./-  ^  M(Jj-   :-  -; 

dans  le  second,  an  »(mtiaiic.  il  dt-croit,  <l  nous  passons  de  l;i 
valtiir  M()./  ,1  M'Oj:'  =  M()j"  —  7c;  les  deux  rayons  vecteurs  OM 
el  OM  sniil  d  aillt'iiis  (•j;anx,  ce  (|ui  fait  disparaître  la  partie  lof^a- 
rillunicpic  ;  par  rons('(pienl.  m  désignant  |)ar  (b)  une  rpiantité 
éjjalc  à  I  unité  en  valeur  ah^oliu'  <t  du  si^nc  de  A.  nous  aurons 

/        co i  -  ( .7-  —  ft  —  A  \ '' —  I )  c/x  =  i{b)  y/ —  I . 

\  oici  <|uelques  appliculions  de  celle  formule  : 
Posons 

X  =  a  y  —  I 
dans  la  relation 

2  ^iii  À                       /■  —  À               X  ^  ), 
=  col rot 


cos  A  —  cos-r 


étahlic  page  62,  et  soit  r/  =  e*;  elle  j)rendra  cette  forme 

■>. (l  —  (/ ■'  )  / /        X  —  a  1/ —  I  X  -^  'j.  i/--  (  ' 

—  y/ —  '  (  col cot 


I   —   ■>  rt  COiX  -+-  (t- 


et  nous  en  cuuclurons  successi\enicnl  ()()ur  7.  <<  o  eta>o,  c'est- 
à-dire  en  supposant  a  <C\  et  «  >>  i , 


r-^'        {\  —  a^-)dx  r--        (i  —  a'-)dx 

I =  -IT.  et  /  ■■ =r 

.  /„        I  —  2  rt  cos 37  -(-  a-  /  I  —  2  a  cos  2  -H  a- 


1T.. 


Le  second  cas  se  déduit  d'adleurs  immédiatement  du  premier 

par  le  chanirement  de  «  en  —  • 
*  "  a 

Soit  encore  l'expression  plus  générale 


Q.o?,inx 


cosA  —  cos^r 
m  étant  un  nombre  entier  quelconque;  en  faisant 


elle  devient 


r.im 


-^  ! 


^'"-l(l—  2^  COSA-+-^2j' 
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el  contient  par  conséquent  une  partie  entière  qui  s'obtient  ainsi. 
Je  pars  de  ces  deux  identités,  faciles  à  vérifier, 

sinX  .    ,  .      ,         ,    •    o- 

=  sin  A  -f-  ^  sin  2  A  -i-  z-  sin  j  A  -f-.  . . 


1  —  2  2  COsX  -+-  Z- 

sin/?i),  —  z^\n(i)i — ilX 

1  —  -IZ  COS  A  -+-  Z- 

sinX  «inX        siniX        sin'SX 


z^  z* 

in/?;/,  I        z  <]n(  ni -^  i)J.  —  >iii///X 


->ii^l  ^"'-1  I  —  -2  5  COS  A 


et  je  les  ajoute  membre  à  membre  après  avoir  divisé  la  première 
par  j'"~',  et  multiplié  la  seconde  par  ;"'+'  :  il  \ient 

(22'"-+- I)  sinX  ,  ,  •    -         /  ,  ,  ■       ~ 
—  (2'"-'  -f-.2'-"';  sinA  +(2'"--—  z--'")  sin2A  -+- . .  . 


'-l(l  22  COS-H  Z-  ) 

^-  f  2  -f-  2"*  )  s\n( m  —  i)X  -^-  sin  ml 
2  [  si  n  I  /?i  —  I  )  X  —  si n  (  /n  —  i  i  ),  ] 


1  —  2  2  COS  A 


et,  par  conséquent,   si  l'on  remplace  :;  par  Texponentielle  e*^    % 

nous  aurons 

COS//Z.Z7  sin  X        „,  cos/zîXsiiiX 

U(x)-i 


^  f 

cosa7  —  ces  A  COS  a;  —  cosA 


en  faisant 


t:(^)  =:  2  sinX  cos(  m  —  i)x  -+-  i  sin2X  cos(m  —  2)x  -h.  .  . 
-r-  2  sin(/rt  —  I  jX  cos:r  -i-  siii«iX. 

Le  terme  constant  de  la  partie  entière  est  sin/??/.;  on  en  con- 
clura, en  faisant  comme  plus  baut,  \  z=  y.\^  —  i ,  e='  =  «,  ce  qui 
donne 


et 


X 


I  —  «2/»  ^  I  _i_  f/2/« 

sin//?A= ■>  cos/nA=:  

(I  —  a-  )  COS  //?  j"  dx 


i  —  2  a  COS  a"  -;-  a- 


iT.a"'         pour         «  <.  I, 


(  I  —  a-  )  COS  ni  X  dx  2  - 

'- —  = pour  a>i. 

I  —  la^'Oix-^a^  a'" 


Je  considère  en  dernier  lieu  la  quantité 


sin-.r 


(COSA  —  cosxj  (COS  \x  —  cos.r  / 
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la  (lô(-()iii|i<)N||iiiit  i-ii  ('l('-iii(-iitN  >iiii|)l(js  coiiiliiil  (1  aljoi'cl  a  la  rclalioii 


(cosA  —  rosx)(cos}jL   -  ces 


=  —  1  -r-  lio  (  C«»l col ) 

SX)  \  •}.  J.       I 

->r  1(!>  f  col  ;— i-    —  col 1 


en  |)<tsant 

Fa  i  sa  ni  encore 


sinX  ,  siiiu 

:-  ,  2  ni)  =   ^ ■ 

COSJJI  —  COSA  COSA  —  COS|Jl 


À  =  a  y/ —  1 ,  F^  =  P  y/ —  i,         a  =  e*,  b  =  ep, 

imiiN   tri>ii\erons,  en  nous  bornant,   pour  abréger,  au  seul  cas  de 
a<  o,  ^<o. 


r'"  i  (f/j  sin^a:  dx 

J^       (  i  —  A  a  cos  j:  -j-  a^)(i  —  ib  c.o 


s.r  -)-  A*) 

=  —  •-'.  -  —  { An  -f-  itb  )  4  -  v^—  I  ; 

(ir,  on  a  farilnncnt 

1  X  -\-  jjL        I     / I  -f-  al) 

,1,  -f-  m,  =   -  col —  -  \J  —  I  Y 

2  2  2  I  —  aw 

(Toù  celte  formule 


i 


si  11  2. r  dx 


TT 


Q        (I  —  2  a  C0SJ7 -(- rt"^)  f  1 — ib  cii'sx -^  b''^)         i  —  a6 

<|iii  donne  un  résullat  important  en  développant  les  deux  membres 

suivant  les  puissances  de  a  et  b.   Si  nous  employons,  à  cet  effet, 

les  relations 

«in.r  ■^ 


I  —  2  rt  COS  J"  -^  <( 

sin  J? 


7=7  o'"  SI  11  (  ni  -^  \)x, 


2  6  cos 


^:-^-^=2^."    .in(n+,)^, 


OÙ  /«  et  n  reçoivent  toutes  les  valeurs  entières  de  zéro  à  l'infini, 
on  parvient  à  l'égalité  suivante  : 

^a"'i'"    /        sin(«i  +  i).r  siiiC/t  H- i)a7  f/a?  =  7:(i  +  «6 -+- «26^-1-.  ,  .), 

dont  le  second  membre  ne  renferme  que  les  puissances  du  pro- 
H. -]][.  6 


Sq.  cœuviŒS  m:  ciiarles  ii ermite. 

(luit  ab.  Nous  avons  donc 


si  11  //i  X  si  II  n  X  dx  =  o 


lorsque  m  et  n  sont  dilTérenls,  tandis  qu'il  vient,  si  on  les  suppose 


égaux, 


,2TC 

sin-  tnx  dx  =  ir. 
'  0 


On  trouve  d'ailleurs  directement  ces  relations   au   mojen    des 
identités 

2  sin  m 37  sin  nx  ^=  cos (in  —  /i)x  —  cos(  m  --\-  n)x, 
1  i^ii\-  /nx  =  I  —  cosinix, 

qui  donnent  les  intégrales  indéfinies 

sin (  m  —  n  ) x        sin  (  m  -^  ii)x 


DIX  ?,'\n?ix  dx  = 


I"" 

.h- 


•i  {m  --  n  )  -li  m  ^-  n) 


,          X        smi/nx 
m  X  dx  = 


■2  4  //i 

et,  par  suite,  comme  on  voit, 


/        sinmx  s'in  nx  dx  ^  o,  j        sin- m  x  dx  ^^  ti. 

«^0  '^u 


En  parlant  de  celles-ci 


P 


'2sii\  inx  coi/ix  =  sm  (/n  -t-  /î  )  ■''  -H  si  n  (  /»  —  /i  )x, 
1  cos ni  X  cos  nx  =  cos(/?i  -+-  n  ).v  -+-  cos(  ni  —  n  )x, 


nous  aurons  semblablement 

s\n  nix  COS  nx  dx  =  O, 

0 

même  dans  le  cas  de  m  =  /?,  puis 

J^  2  71  ^  2  tt: 

C0S711X  cosnx  dx  =^  o,  f        cos- ni  x  dx  = -n. 

Ces  intégrales  définies,  qu'on  obtient  si  facilement,  conduisent 
comme  nous  allons  voir,  à  d'importantes  conséquences. 
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\  III.  Les  séries  (jiii  |)r(''CLnlent  siii\.iiil  les  puissances  entières  et 
|)()>ilivcs  (riin»'  ou  «If  plusieurs  variables  ont  pour  caractère  essen- 
tiel d'être  continues  jorstju'elles  sont  convcri^onlcs,  et  c'est  en 
admettant  colle  cDiidilion  de  continuité  (|u'elles  ont  été;  employées 
dans  les  applications  <;éomélriques,  et  en  particulier  dans  les  théo- 
ries du  contact  et  île  la  courbure  des  lignes  et  des  surfaces.  Mais 
l'analyse  conduit  à  des  séries  d'une  autre  nature,  qui,  tout  en  res- 
tant convergentes  afin  d'avoir  une  limite  déterminée,  ne  sont  plus 
nécessairement  continues,  et  peuvent,  lorsque  la  variable  croît  pai- 
degrés  insensibles,  représenter  diverses  successions  de  valeurs 
appartenant  à  des  fonctions  de  formes  tout  à  fait  dillcrentes.  Un 
premier  exemple  en  a  déjà  été  doimi',  el  nous  avons  vu  qu'en 
laisiiiil 

-                             sinSj"        sin  >./■ 
J(x )  =  i\nx  H 1 T H.  • . 


on  a 


lorsque  la  variable  est  comprise  entre  in-  et  (2/j-|-i)-,  tandis 
(juon  obtient 

A 

quand  on  la  suppose  comprise  entre  (2  «  —  1)71  et  2/17:,  n  étant  un 
nombre  entier  quelconque.  Or,  ce  résultat  se  rattache  à  une  for- 
mule générale  donnant  un  nouveau  mode  d'expression  des  fonc- 
tions d'une  grande  importance  en  Analyse,  et  que  je  vais  indiquer 
succinctement. 

Soit  ^{x)  une  foiiclion  donnée  entre  les  limites  ^  =  a,  ^  =  Z^, 
avec  la  seule  condition  d'être  toujours  finie;  la  suivante  : 

f(x)  =  J(  a  H T 


le  sera   de  même  depuis  x  ^=  o  jusqu'à  x  ■=  2~^   et  l'on  prouve 
qu  elle  peut  se  représenter  de  la  manière  suivante  : 

f{x)  =  AoH-  Ai  cosa?  -{-  Ao  cos^a-  -)-...-!-  A,„  co^mx  -i-.  . . 
-f-  Bj  sin  X  -~-  B2  siii  ix  -}-...-!-  B/,i  siii  7nx  -f-.  .  . , 
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voici  maintenant,  la  possibilité  du  développement  admise  (' ),  com- 
ment se  déterminent  les  coefficients.  Le  premier  s'obtient  en  mul- 
tipliant les  deux  membres  par  dx^  et  intégrant  entre  les  limites 
zéro  et  2  71  ;  ayant,  en  eflet, 

cos nix  dx  =  0,  1        %\\\inx  dx  =  o, 

0  «^0 


il  vient  ainsi 


2ttAo=    /       f(x)dx. 


J'opère  ensuite  d'une  manière  analogue  en  multipliant  succes- 
sivement parles  facteurs  cos /nxdx^  sïnmx  dx;  les  relations  pré- 
cédemment établies,  à  savoir  : 


X 


'5 

2t:  .        „  27C 

cosjnx  cosnx  dx  ^=  O,  I        cosmx  s\n  7ix  dx  ■ 

•   0 


montrent  que  l'intégration  entre  les  limites  zéro  et  2-  éliminera 
tous  les  coefficients  de  la  série,  sauf  A,„  et  B,„,  qui  seront  respec- 
tivement multipliés  par  les  quantités 


,2TT 

a'in'^  ni X  dx 

'  0 


Jcos-  mx  dx  =  -,  I 

et  nous  trouverons,  par  conséquent, 

^27r  ^271 

7:A,„=    /       /(x)  cosrnx  dx,         tïB,,,  =    /       f{x)%'\nmxdx. 

C'est  cette  expression  de  A,„  et  B,„,  au  moyen  d'intégrales  défi- 
nies, qui  donne  le  moyen  de  s'aifranchir  de  la  condition  de  con- 
tinuité que  suppose  absolument  le  mode  de  détermination  des 
coefficients  de  la  série  de  Maclaurin 

y(^)=/(-^o)H /(■?-o)H — /"(,ro)-T-..., 


(  '  )  Je  renverrai  pour  la  démonslralicm  rigoureuse  au  iMéinoire  célèbre  de 
Diriclilet,  sur  la  convergeuce  des  séries  trigonomélriques  qui  seivent  à  repré- 
senter une  fonction  arbitraire  entre  des  limites  données  {Journal  de  d'elle, 
t.  4,  p.  i57). 


INTKGRATION    OKS    FONCTIONS   TRANSCKNDANTF.S.  85 

OÙ  figureiil  loiilps  les  (liii\  irs  i\r  f{^x)  pour  J*=:.rn.  I),i|'i«'-n  la 
nature  mrmr  «le  lOpériilioii  d  iiiléj^ralioii,  in-ii  u  ('iii|)t'(lic,  tu 
ellet,  (1  admcltir  «juenlre  les  limites  zéro  et  '.^t:.  ri  (laii>  mi  noinhrc 
quelcoïKjii»'  (I  intervalles  de  zéro  à  ./■,,  .r,  à  .r.j,  ...,  Xn-\  à  2t:, 
f{x)  coïncide  Miceessivement  avec  ii  lonclions  disliiieles /)  (x), 
/^{x),  ...,  /"„(x),  les  expressions  des  coeflicienls  devenant  alors 

•2rAo=   /      fit.rt'/.r~   /      ft{x)eix-h...-^   /        /'„(x)dx, 
'-  0  ^  .r,  *-  >•„_, 

-A,„=   /      fi(x)cosrnxdx-ir-  j      fiix)  co%  m  x  dx  a-  .. . 


.•2Tt 

/„(ar)  cosma:  rfar, 


£ 


rB,,,  =   /       /t(x)  s\n  nix  dx -h  I      fi  {x )  s'in /n .r  dx -h ..  . 

-h  1       /n(x)  sin  mx  dx. 

J'n— 1 

Une  circonstance  qu'il  importe  aussi  de  ne  pas  omettre,  c'est 
qu'à  la  limite  de  séparation  de  deux  intervalles,  po\irx  =  x,^  par 
exemple,  la  série  ne  présente  point  l'ambiguïté  de  la  fonction  et  a 

pour  valeur     [  /\( Xi)  -{- /^{Xi)];  mais   je  me  bornerai  à  énoncer 

ces  résultats  et  à  en  faire  l'application  au  cas  d'une  fonction  f{x) 

successivement  égale  à  +  7   entre  x  =  o,  :r  =  tt,  et  à  —  Ç  entre 

.r  ^ -,   jr  =  2  7:.  On  trouve  alors  immédiatement  Ao=o;  obser- 
vant ensuite  qu'on  a 

Jcos  m  X  dx  =^  o ,  I       cosnixdx^=o, 

nous  en  concluons  semblablement  A,„^o;  enfin  les  expressions 

r      .             ,          1  —  cos/n-               /         .             ,          cosmTT  —  i 
SI n  mx  dx  =  ^  /        s\n  nix  dx  =  

donnent 

_,  I  —  cns/?i7r 

TT  B/„  =   2  , 
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et  l'on  retrouve  bien  la  série 


f{x)  =  sina-H ^ 1 ^ -h.  . 

comme  nous  l'avions  obtenue  par  une  autre  voie. 


De  l'intégrale    /  c'^"'f(cr)dx. 


I.   Je  me  fonderai  sur  cette  remarque  que  l'expression 

/ .  .    du        .    d-  u  .     d"  u  \ 

où  u  est  une  fonction  quelconque  de  ^,  prend,  si  Ton  pose 

e'^-^u  =  r, 
la  forme  suivante  : 

dv  d'-v  d"v 

En  elTet,  nous  avons  successivement  u  =  e""'-^(', 
du  I  dv\  d'-u  l    „  dv         d'^v 


dx  \  dx  ]  dx-  \  "     dx        dx- 

et  la  substitution  conduit  au  résultat  annoncé,   les  quantités  -.1., 
al.|,  ...  ayant  ces  valeurs 

jj\3  =  A  — AïOJ-j-Aqw^ — Aato^-i-..., 

^%,  =  A  1  —   '2  Ao  OJ   -h  3  Aq  W .  .  .  = ; —  5 

cAflO  :=   jA  9  —  O  A3  OJ  -t-  .  .  .  =    —    — — —  > 

2      «10^ 


qu'on  obtient  directement  comme  il  suit.  La  fonction  u  étant  quel- 
conque, faisons  en  particulier  u^e^-^,  on  en  conclura  (■  =  e''"'*''^^'', 
et  la  relation 

/  .  .      c/t/         ^      d^'U  ,      d"  (' 

.co.^A«  +  A,_  +  A,  —  +...  +  A„  — 

dx  dx'^  dx"^ 
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iloiiiif  lunsi,  apivs  avoir  sii|i|)riiii('  (laiis  les  deux  iiK-iuhrcs  le  fac- 
Iciir  cxiidiinil  ni, 

—  ^l.  -f-  r,l..|  (  oj  -~  h)-^  »l.î  (  u)  -(-/<  )2  -+-...  -+-  tA»,,  (  w  -+-  h  )". 
(  .liaii;;con>;  iDaiiilcnanI   //  en  //  —  <>)  :  nous  en  roiirliions 

A  ■+  A ,  (—  (o  -I-  /o  -4-  Aj C—  (0  -+-  /O^  -t-  - . .  -+-  A„ (—  oi  -t-  /*  )" 
=  ^l.  -4-  ri,,  h  -t-  -Va  //2  -r-  .  .  .  -H  Xu  h", 

et  l'on  \<>it  (|iir  le  fléveloppeineni  du  premier  membre  suivant  les 
puissances  de  h  donne  liicn  pour  les  coefficienls  X,  -\  \.  ...  les 
\alours  précédemment  obtenues. 

Cela  posé,  nous  tirerons  de  la  décomposition  en  fractions  simples 
(le  la  fraction  rationnelle  f{x)  la  transformation  suivante  de  l'ex- 
pression f'''''"yY.r  i.  Soii.  à  cet  efï'et.  en  désij;nanl  la  partie  entière 
par  V{x}, 


-V  ■^'  -;-     ..-;-V  ^ 


(x  —  a)"^  ^mi  ix  —  a)"-*-'^ 


} 


ou  plutôt,  après  avoir  modifié  convenablement  les  constantes  A|, 
Aa.  . .  .,  A„, 

/(x)  =  F(x)—y  \(x  —  a)   ' 

'^         d(x  —  «  )^'                   ^         d"(x  —  a)-i 
^Zl'^' 7Û  +----2^A„ -^^ ; 

je  ferai,  d'après  la  remarque  précédente, 

e<^^[x(x-a,  ...  ^^^  .„  ^^^,^ 

=  X[e^-^(x  —  a)-^]~ -Xi    ^—    [e«-^(>  — a)-i ]-)-..  . 

Or,  en  ajoutant  membre  à  membre  les  relations  de  même  nature 
qui  correspondent    aux  divers  groupes  de   fractions   simples,  on 


)-^-^^\ -j- h...-+-A, 
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trouvera  cette  expi^ession 


g(o.r 


OÙ  les  quantités  -; se  montrent  comme   ayanl,   à  Tégard  de  Ja 

fonction  transcendante  e"'"/'(^),  le  même  rôle  d'éléments  simples 

que  les  fractions par  rapport  à  la  fonction  rationnelle  f{x). 

Il   en  résulte  que  l'intégrale     /  e^'-''f{x)dx    se  trouve   exprimée 

d'une  part  au  moyen  de   celle-ci    l  e^^-^'Y (x)  clx^  précédemment 
obtenue  sous  cette  forme  : 

r         ^,        ,  V¥(:r)         F'(.r)        ¥"(x)  1 

/  gw^  F(a7)  dx  =  e"J-*-     — — ^ — '-  H — '  — .  .  .     ; 

^  [_     '-"  '-'^'  ''J''  J 

en  second  lieu,  par  les  expressions  également  explicites 

et,  enfin,  par  la  quantité 

"V^o  I  e^^(x  —  a )-'  dx, 

où  figure  au  fond,  comme  nous  allons  voir,  une  seule  et  unique 
transcendante. 

Soit,  à  cet  effet,  pour  un  instant. 


,(.-)=/ 


f-  dz 


en  faisant 


on  aura 


z  =  io(x  —  a  ), 

ghi'.x-a)  (ix 


d  OÙ 


/gw'.x-a)  ( 

r  e^x  dx 

I     =  gwa  o\  0)(  X  — 

J     X  —  a 


a 


f 
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et,  piii-  »itn»t''i|ui  lit . 

,     X  f   — =>   a.ew"  cp[to(.r  —  n)]. 

La  Ir.in^iiMnl.inh'     /    — ^f   si    l'<ni    hiit    <^' =:  ./*,    |trrii(l    la    loniie 
, — —  el   reçoit   la  df-nominal  ioii  de  lo^arifhme  inlé^ral.  (  )m  a 

O 

tlémonlré  riin()Os.sil)ilili'  (!<•  la  rcprcsenler  j»ar  des  conihinaisons 
fil  noinltre  liiil  de  iDUctioiis  alf|;t'l)rif|iics,  logarilliniiqucs  el  expo- 
lu'iilielles,  doù  résulte  (niOii  doit  r<'iivisager  comme  un  élément 
analytique  sui  gcneris,  dont  la  notion  jiremière  s'est  oU'erte,  ainsi 
«|iie  relie  des  transcendantes  ellipli<jiies  el  aljéliennes,  par  la  voie 
du  (Inleui  i iitt''i;i  ;d .  l''lle  a  l'ti'  rohjel  d(.'  nombreux  travaux,  mais 
nous  nous  bornerons  à  menlionner  à  son  égard  une  propriété  sin- 
gulière (pii  en  montrera  le   rôle  dans  I  Arithmétique  supérieure. 

•  /  '        Cl  OC  • 

Mlle  consiste  en  ce  que  l'intégrale  définie    /     r—-  donne  approxi- 

malivement  la  valeur  N  du  nombre  des  nombres  premiers  compris 
entre  a  et  />,  l'approximation  étant  d'autant  plus  grande  (jue  b  est 
plus  grand  [)ar  rap|)ort  à  a,  et  étant  ainsi  caractérisée  que  la  limite 
du  rapport  de  l'intégrale  au  nombre  N  est  l'unité  pour  h  infini. 

II.    H  existe  une  infinité  de  cas  dans  lesquels  l'intégrale 


/■ 


s'obtient  sous  forme  finie  explicite;  il  suffit  pour  cela  que  les 
diverses  constantes  -l.  s'évanouissent.  J'ajoute  que  ces  conditions 

sont    nécessaires    si    Ton    veut    que     j  e"'''/[x)  dx    s'exprime    au 

moyen  d'une  fonction  rationnelle  multipliée  par  e^''.  11  est  aisé,  en 
eflet.  de  reconnaître  l'impossibilité  d'une  relation  de  la  forme  sui- 
vante : 


-^   ,    r  e^'^  dx  ^, 


J(j?)  étant  en  général  une  fi)nclion  algébrique,  car  en  faisant 
X  =  a  -\-  h,  et  développant  suivant  les  puissances  croissantes  de  h, 
le  premier  membre  contiendra  la  quantité  A^e'^"\ogh,   et  aucun 
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terme  logaritlunique  ne  pourra,  dans  rhT|)oLhèse  admise,  provenir 
du  second  membre.  On  voit  par  là  toute  l'importance  des  con- 
stantes Jlo;  aussi  nous  allons  en  donner  une  détermination  nou- 
velle, en  déduisant  à  la  fois  et  directement  de  la  formule 

-4-y  .1,1 4- [e*^-^^^ -«)"'] -^- ■  • 

.^         ax 

le  groupe  de  coefficients  Ai,  alo,,  . . .,  rV,,. 

Soit  à  cet  ellet  x  ^=  a  -^  /i  :  développons,  comme  tout  à  l'heure, 
suivant  les  puissances  négatives;  posons 

d'où,  par  consécpient, 

gM(ix+ii)  f{a-^  h)  =  e^"-    A h^^  -+-  A,  —-, h  Ao  —rj— 

•'  \  cl  h  '   dh- 

Or,  dans  le  second  membre,  les  termes  en     ■,  j-,,  ••■  ne  peuvent 

provenir  que  de  la  quantité  e^^-^'{x  —  «)"'  et  de  ses  dérivées,  qui 
donnent,  en  etfet,  en  négligeant  les  puissances  positives, 

e'^^ix  —  a)-'    =  t'W" //-'-!-.. ., 

dx  dh 

il-  r         ,  s    ,-,  d^'-h^ 


attendu  que  la  dérivée  de  h  j)ar  rapport  à  x  est  l'unité.  L'expres- 
sion suivante 

e">«     JUA-l  -i-  0,1,,  —r-, H  -Ao,  —77—  -f-.  . 

\  dh  '    dlt- 

représenle,  par  conséquent,  la  portion  du  développement  du 
second  membre  (jui  renferme  les  puissances  négatives  de  A,  et 
l'on  voit  qu'on  a 

c L>  =  A ,  ^^  1  ^^  A 1 ,  5,iu2  •^^  A  2 ,  .... 
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Soit,  par  exemple, 
el  prenons 


u 


=  a-\-  b\ 


on  iiiulliplirra  k-  développenieiil  <lf  I  f\|M)iHiitielle 

gl.a-^bih—  1  _^.  (rt  _^_  ^,)/,  -4_  (rt  _)_  6)2 ,-.  .  . 

1 

|):ii'  l:i  (|iiaiitilé 

,.  ,  I  a  -h  b 

•^  aùh-  abli 

rc  qui  donne 

eia^bmfiU)  =  _-!_  -  f!±i:  _. . . . 

Or,  le  ternie  en  j  manquant,  nous  sommes  assurés  que  l'inté- 
grale est  possible  sous  forme  finie  explicite;  on  a,  en  ellet, 

\         «^/  \         Z'J"/  \a -r- b        abxj 

et  l'on  trouvera  semblablement 


a -i- b  >a'^fi-  .r  xa-b"^  d.r'- ^       x 


—  g(a+^'x 


r       I 3_        Z(a^b)  j       1 


III.   J'ajonterai  succinctement,  en  vue  des  intégrales 
1  coiiux  f{x)  dx^  I  s'inoix  J\x  )  dx; 

les  conséquences  auxquelles  conduit  la  relation  générale 

lorsqu'on  y  change  w  en  to  y/—  i .  En  supposant  pour  plus  de  sim- 
plicité que  dorénavant  oj  soit  réel,  ainsi  que  /(.r)  et  les  quanti- 


92  COUVRES  DE  CHARLES  HERMITE. 


tés  (7,  je  remplacerai  les  coefficients  -l.,  -t),  ...  par  -l,  +  <-l/y/ —  i , 
AmH-'^',  y/ — I,  ••••  Celte  équation  donne  alors  les  deux  sui- 
vantes : 

=  coswar  F(.r)  H-^  o-l^cosoj.rf.r  —  «  )-']  —  \^  .1,' [sin(o.r(.r  —  «)"'] 
-T-^  Al  -7-  f  cosw:r(ar  —  a)-']  — /_^  cl,',  -y-  f  sino:)a7(a-  —  a)  -*] 


=  sinco.r  F(.r)  -f-^  d  [si n  (o.r(.r  —  «)"']  +^  o\.,'[costoa:-(.r  —  a)"M 

-+-  7   cAoi  4-rsin  co3"Cr  -«)-']-!-  >   o.\o', -y- [coscorf-r  —  a)-' ] 
^^         dx  -mJ  rt.r 


On  voit  donc  c[ue  les  intégrales 

/  cosiox  fir)  dx,  j  i'uMrix  f(x)  dx 

s'expriment  en  général  par  les  transcendantes 

r  co'sMx  dx       r 

./       x  —  a     '      ,/ 


sin(i).r  dr 


a 


qui  elles-mêmes  se  réduisent  à  celles-ci  : 

rcoszdz  rs\nzd: 


Nous  voyons  aussi  qu'on  obtiendra  à  la  fois  pour  l'une  et  pour 
l'autre,  des  valeurs  sous  forme  finie  explicite,  lorsque  les  divers 
coefficients  -A.  et  X'  s'évanouiront.  Or,  «l,  +  A/\/ —  i  étant  le  coef- 
ficient de  Y  dans  le  dévelo])pement  de 

eMh</^i  f(  f-,  _!_/,)  =  (cosw/i  ■+-  v/ —  1  sinojA)  f( a  -+-  h), 

il  en  résulte  qu'en  supposant  réelles,  comme  nous  l'avons  admis, 
les  quantités  (o  et  r/,  ainsi  que  la  fonction  ^(^7),  .1,  et  nl>'  seront 
aussi,  à  l'égard  des  fonctions 

cos  oj  h  fi  a  -^  II),         sin  (0  h  /(  a  -t-  /(  ), 
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les  coefticieul>  di's  irniies  m  7- • 

// 

Soil,  comme  appliciiliiin.  riiit«'j;rale 


h.i 


Cl  <\\MtT\    l  -iiif/./     > 

/  (  cosaj*  —  )  (  CMS  6»  a.- ; iLr\ 

J   \  ai-    /  \  Ox    / 

jV-rrii'iil  (ràl)()r<l 

(sina.r\  /        ,            -iii  A./\ 
cos  ax I  cos  0  j- ; I 
(i.r    /  \                       bx    I 

,        l  I      \  .    ,  ,        a  -\-  h 

\{,a  -^  b)x\\ ; — -     —  sin(a  -i-  b)x — ; — 

'     V         abx"-]  ^  '       abr 


=       cos( 


.         /               I       \           .     ,            .         <i  —  b 
-f-  COS  (</  —  /'  I  .?■      1-1 -, -(-  SI n  u/  h  \X J y 

\         abx- 1  abx 

et  nous  serons  conduits  à    une   ronil)inaison  linéaire  des  quatre 
quantités 

/cos C rt  -i-  ^  ) J-  dx          r  <^'\n{a  ->~  b  )x  dr 
^^ '     J   X ' 

r  co$( a  —  b)x  dx  f  '<in(  a  —  b)x  dx 


X' 


I 


X 


dont  aucune  ne  peut  s'obtenir,  l'expression  proposée  s'exprimant 
néanmoins  sous  forme  Unie  explicite.  Supposons,  en  eflet,  dans 
les  formules  précédentes, 


J'( x)  ^  —^ ,  (o  =  a  -f-  i 


on  aura 

cos(«  -h  b  )x 
^2       "" 


(a-f-  b) 


si  II  (  ((  -^  b  )x         d 
X  dx 


C(is(  c/  -]-  b  )x 


X 


puis,  en  changeant  ^  en  — 6, 


cos(<7  —  b)x  ,  ,     sinCa  —  b\x         d 

:; —  =-{a  —  b) ■■ '- — 

X'  X  dx 


ç.Oi'^i  a.  —  b)x 


X 


il  en  résulte,  en  intégrant, 

r  fcosfrt  ~  b)x        ,  , 

J   \ ^- ^ia-^b) 

/[ 


'cos(a  —  b)x 


+  («  -  b) 


siii  C 

a 

-^ 

b 

)X 

X 

sin  ( 

a 

— 

b 

)X 

X 


dx  =  ■ 

dx  = 


cos(«  -^  b )x 


X 

s(  a  —  b)x 

X 
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et,  par  conséquent,  ce  résultat 


2  /  f  cosa 


sin  «^r.   /  sin  6.r  ,    , 

X  —  cosox )  dx 

ax    /   \  bx 


__       s\n(a  -^  b)x        cos(a  -i-  b)x 
a  -h  b  abx 

sin  (a  —  b)x        cos(a  —  b)x 


a 


—  b  abx 


C'est  le  cas  le  plus  simple  d'une  proposition  générale  concer- 
nant les  réduites  successives 


X  3  r  \5x  —  x"^ 


■'      T, > 


3  —  x-        I  5  —  6x'- 
de  la  fraction  continue  de  Lambert 


X 

tang.r  =  


I  — 


-î -. 


p  . 

Soit,  en  général,  -^  la  n"'"^'^'  réduite,  P  et  Q  étant  des  polynômes 

entiers  en  x,  et  posons 

P  cosiT  —  Q  sina" 


?(^)  = 


IT 


l'intégrale    /  ':^{ax)  ':j[bx)  clx  pourra  toujours  être  obtenue  sous 
forme  finie  explicite.  La  fonction  'Z)[x)  donne  aussi  ce  résultat 

dx  P  sin :r -;- Q  cosa' 


/ 


'w-(a'j        p  cos^ -H  Q  sin  a?' 


c'est,  sous  une  forme  très  simple,  la  valeur  d'une  intégrale  que 
nous  n'avons  point  de  méthode  pour  aborder,  car  elle  n'appartient 
à  aucune  des  catégories  considérées  jusqu'ici:  on  verra  comment 
on  y  parvient  facilement,  dans  le  seconde  partie  du  Cours. 

Je  remarquerai   enfin  que,  en  désignant  par  F(sin:c,  cos;r)  un 
polynôme  entier  en  sin  a?  et  cosx,  l'intégrale 


/' 


F  (sin  57,  cosx)  f(x)  dx 
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renlii'  (hiiis  ct'll»-.  iiih'   iimu-.  vriuui-.   dr   li.nlcf,  rc   ixil  \  iiniiif  iioii- 
vaiil  /'In-  tcaiisfoiiiii'  <ii   imc  lonchdii  Iiih'miic  (Ic«>  ^iiiu><  cl  ro^iiuis 

(les  imilliplt-.  (If  l;i  \  ;ii-i;iMf.   I  ,;i  (|ii;i  ni  1 1<-     /     ^  <^/./-.  niif  <'XOin|ilo. 

étiilil  (I  al>oi-(l,  iilisliMcl  II  m  l.iilf  il  lin  hirlriir  ('i>ii>lanl.  mise  sou>  la 

lonne 

r  .        </">(  r-i)  , 

I  Mii".r ; djr, 

.  I  ih>» 

sera   iiniiU'iJKilenif'nl  raiiuMu'-f.  au   iiKivt'ii  ilr  rmU-gratioii  par-  par- 
lies,  à  (•t'll''-ii  : 

r  tl'»  >'\\\'> .r  il.r 
,/  </./■"'         ^' 

d'il  <i,\\\'i  y 

Or.  — 7 est  une  soiiinic  <le  cosinus  ou  une  somme  de  sinus 

ti.r"! 

(If  inulliples  de  x,  siii\,iiil   ipi<'  ///  —  //  est  j)air  ou  iinj)air;  dans  le 

premier   eas,    I  inleyiale   se    reduil  donc   a    /    -_ .    et   dans  le 

second  à   /  ^  'Iz. 


"ond  î'  /  - 


De  l'intégrale    /  e^-^' f{%\\\x^  cosx)dT. 

I.    I.a  |)ropriélé  caracléristicpie  de  la  transcendante 

e*^-* /'(  sina",  cosar), 

oùy*(sin.r,  cosx)  désigne  une  fonction  rationnelle  desin^  etcosar, 
consiste  en  ce  qu'elle  se  reproduit  multipliée  par  un  facteur  con- 
stant c-'"'^,  lorsqu'on  y  change  x  en  ^  -f-  2  7t.  Elle  se  rapproche 
ainsi  des  fonctions  périodiques,  et  le  procédé  d'intégration  résul- 
tera encore  d'une  décomposition  en  éléments  simples,  qu'on 
obtient  comme  il  suit.  Je  pars,  à  cet  efïet,  de  la  relation  générale 
établie  page  58,  à  savoir 

y(?in,r,  cosx)  =  U(t)  -\-  ^(x); 

elle  nous  donne  dans  la  fonction  proposée  une  première  partie 
e^-^n(.r),  qui  en  sera  semblablement  regardée  comme  la  partie 
entière  et  dont  rinlégralion  est  immédiate.  En  ellet,  n(^)  étant 
composée  linéairement  des  quantités  cos/c^c,  sinA'^r,  il  suffît  d'em- 
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ployer  les  formules 


goi.r  (  i,y  pos  A-.r  4-  /i  sin  /..r  ) 
ewjr  coskx  dx  =  ; T- 5 

tu  -  -+-  A"^ 


ewx(o>  siii/r.î7  —  Acos/i.r) 
e"^-*^  sin  A.r  aj?  =  


w- 


/:2 


Maintenant  nous  parviendrons  aux  éléments  simples,  propres  à 
la  nouvelle  transcendante,  en  appliquant  la  relation  de  la  page  86 
à  la  seconde  partie  e'^^*\>{x)^  c'est-à-dire  aux  quantités  suivantes  : 


[d c(i\.  -  { X  —  -J.)                         d"col-{x  —  a 
A.  coll(x -.)  +  .%, '^^ +...+  .W ^^ 

qui,  en  conséquence,  prendront  cette  nouvelle  forme 

5lewa.-cot-  (x  —  a)  -I-  2^1  -7-       ew.icot  -  (x  —  a)     -{-... 
1  dx    L  2  J 

cv    d'^  r  I  /         1 

Or,  en  faisant  la  somme  d'expressions  semblables,  pour  les  difte- 
rents  systèmes  de  valeurs  constantes  ^  et  B,  nous  trouverons 
pour  formule  de  décomposition 

e"-^y"(sin.r,  cos^) 

=  e^^{x)  T-  i\    e"^«'  cot  -(x  —  an  -i-  5li  -7-     e"-^'  col  -  (  a-  —  a  )     -^  .  .  . 

_l_  Î3     gwj-  cet  -  (  a-  —  &)     -i-  5]  y-    cw-^  cot  -  (  .r  —  p  )     -f-  .  .  . 


_4_  |-      gf.).reoli  (37 


À)     -h  £1  -^     e"^-^  cot  ^  (37  —  À  ) 


C'est,  à  l'égard  de  notre  fonction,  l'équivalent  de  la  décomposi- 
tion en  fractions  simples  des  fractions  rationnelles;  les  quantités 
qui  jouent  le  rôle  d'éléments  simples  étant 

ew.i-cot-(37  —  X),       gw.c  cot-(37  —  ^),       ...,      gw-r  cot-(.r  —  X), 

il  en  résulte  qu'en  faisant  pour  un  instant 

^{x )  =  /  e"'.'-  cot  -  37  dx^ 
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I  iiitt'fîriile 


/ 


e'^'^ /(s'inx,  cosx)dx 


sera  exprimée,  d'iiii»'  pari,  par  la  somme 

Sle^^-fCa-—  X)  -+-  '&e*^?o{x  —  ^) -h . . .  -n  £et^>- f( x  —  }.), 

el  de  l'aulre,  au  moyen  des  fonctions  ex|)liciles  de  la  variaMe.  T. es 
coiidilions  2K  =  Oj  13^  o,  ....  £  =  o  sonl  flonc  suffisantes  poui- 
(|ue  la  partie  non  explicite  tlis[)araisse,  et  la  valeur  même  de  liii- 
léf^rale  sera  connue  au  moyen  des  divers  coeflicients  ^i,  5lî,  ,.., 

Î5,,  'û., Il  importe  donc  d'en  avoir  une  détermination  directe, 

f't  on  l'ohliful  conime  il  suit. 


II.  lin  ayant,  en  \uc.  pour  lixer  les  idées,  le  yioupe  des  quan- 
tités A,  3|,  ...,  A„,  nous  ferons  x  ^=  y. -{- h  dans  la  fonclicni 
proposée,  el  développant  sui\anl  les  puissances  ascendantes  de  h, 
nous  représenterons  les  termes  alïectés  des  puissances  négatives 
de  cette  rpiantilé  sous  celte  forme 


gu)ia-f/()y[^siii(x  -(-  h),  ces  (a  -f-  //  )] 

=  gW*  (  A  /t-'  -f-  A  1  '—^  -f-..  .-r- 


d"  h  - 1 


dh 


^) 


Or,  la  relation 

c'^^ /{sinx,  cosif) 

=  ew''  l\{x)  -i-  5V    e"^''  cot     (x  —  -a)     -h  S^i  -^  \t 


"'•^  col  -  (.r  —  a; 


S     e«-f  col     (,r  - 


montre    que,     pour    j:  =  7. -f-//,    la    partie    suivante    du     second 
membre,  savoir 


q^    ew.r  col  \.r  —  a  )     -1-5^,4- 
L  '^  J  "-^ 


e'''-^  col-  ( X 
1 


a)     -4-.  .. 


sera  seule  à  donner  des  puissances  négatives  de  h.  iMainlenant  on 
trouve 


\  ,  ,  1  h 

gwjr  coj  _(^x  —  a  I  =  gwa  I       _i_  2  0J h, 

2  \  /i  6 


H.  —  in. 
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puis,  abstraction  faite  des  puissances  positives, 


d"    r  \   ,  ex  (J"  h~ 

- —     ew:rcoi-(.r  —  a)     =  •j.e'"=' — - — 
dx"  y  -2  '  \  d  h" 


la  dérivée  de  //  par  rapport  à  x  étant  l'uiulé;  nous  en  conclurons 
que  l'expression 

d'>h   ' 


dh" 


représente  dans  le  développement  du  second  membre  lous  les 
termes  contenant  des  puissances  négatives  de  A,  de  sorte  que  l'on 
aura 

5l=-A,         -S\i=      Al,         ...,         5l„=-A„. 

2  _  a  2 

Pour  faire  une  application  de  ce  résultat,  nous  considérerons  la 
fonction 

gia+b)a:  [„.  —  -  COt  -  j    (  />  —    '    COt  -  )  . 

qui  devient  infinie  pour  la  seule  valeur  a"  =  o,  de  sorte  qu'il  suf- 
fira de  la  développer  suivant  les  puissances  ascendantes  de  la 
variable.  Or,  on  a 

t  t\         I  a-ar-  \   /        i  x 


2  2  /  \  ■>.  /    \         X  12 

I         1  +  6  «2 

X  -h  . 


X  1 2 

et  pareillement 


,     ,  ,        I         x\             i         i  -h  (U)' 
e'>-x{  l) cot-  I  = 1 X 


2  2    /  X  12 


d'où,  en  multipliant  membre  à  membre, 


,         , ,       ,  1  X  \     I  ,  I  X\  I 

e(a+b)x[  a cot-     (b col-     =  — 

2  2  /    \  2  2  /  X- 


Le  terme  en  -  manque,  ainsi  A  =  o;  mettant  ensuite  —7  sous  la 

d( x—^  ) 
forme  — ^ .  on  en  conclut  A,  ^  —  1  ;  par  conséquent 


5V  =  o,         5Vi  =  —  - . 

2 
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Maintenant  nous  devons  calculer  la  partie  entière  n(j:)  de  la 
fonction 

qui  est  simplenicnl  une  constante.  (  )r  on  a,  d'après  la  règle  ('lahlie 
|)age  63, 

donc 

n(a:)  =  -^ —  =  ab  —  \, 

et  nous  obtenons,  en  conséquence,  la  relation 
gia+b}x(a—  -  col- ]  (b—^col-j 

=  e(«+'''-^  /rtô  —  !  )  —  '  -j-  (e'-'^+''^^  cet  ^  )  , 

d'où  cette  expression  sous  forme  finie  explicite  de  l'intégrale  du 
premier  membre,  savoir 

I  g{a-hb)x(a  —  Icot-^  ( b  —  -  col-]dx  =  e<«+'^'-^   4r^^— — r cot-    . 

Ce  résultat  est  le  cas  le  plus  simple  du  théorème  suivant,  auquel 
nous  serons  amenés  dans  la  seconde  partie  du  Cours.  Soit,  en 
désignant  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 

Y  {X  )  =  {X  —  \)"-  {X  -\-  l)^"~y— ;;  [(^  —  l)"~"  (^  -+-  Ù"^"]) 

il  est  aisé  de  voir  que  F  (a?)  est  un  poljnome  entier  en  x  et  en  a  du 
degré  /?  ;  cela  étant,  je  représenterai  par  §(^x^a)  ce  qu'il  devient 

en  v  ciiangeant  x  en  x  y —  i  et  a  en  a  y/  —  i ,  suppression  faite  du 

facteur  {\f —  i)".  On  aura  ainsi  pour  n  ^  i 

pour  11=^1 

J(a:)  =  4(3ar2— 3aa7 -4- a2-r  I),  __■ 
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or,  riiilégrale 

/  g(a+w^^|  cot->  la)  rJ  (cot -,  o.b^dx, 

ou  encore  celle-ci,  qui  s'y  ramène 

e  «+*'^.T(cot:r,  a)  5'(cota",  b)  clx, 

s'expriment  toujours  sous  forme  finie  explicite. 


/■ 


De  l'intégrale     /         /(sina;,  co%x),  fi{x)  dx. 

I.  Je  supposerai  que /(sin:r,  cos:r)  soit  une  fonction  rationnelle 
de  sin:r  et  cosa^,  et/,  (a^)  une  fonction  rationnelle  de  x,  sans  par- 
tie entière;  faisant  ensuite,  pour  abréger, 

(p(a:)  =/(sin.r,  cosa;)/i(a:), 

nous  éviterons  la  considération  de  l'infini  a  priori,  comme  il  soflre 
dans  l'expression  proposée 

/         o{x)dx, 

'J  —  X 

en  la  remplaçant  par  celle-ci 

/         '^{x)dx, 

en  cherchant  sa  limite  lorsc[u"on  fait  croître  indéfiniment  £  et/,. 
En  adoptant  en  outre  pour  ces  quantités  ces  formes  particulières 

s  :=  'i/nTT,  Tj   =  2(  «  -f-  l)~. 

où  m  et  n  sont  des  nombres  entiers,  je  me  fonderai  sur  une  trans- 
formation remarquable  et  importante  qui  a  été  donnée  parLegendre 
dans  les  Exercices  de  Calcul  intégral,  et  par  Poisson  dans  son 
Mémoire  sur  les  intégrales  définies  [Journal  de  V Ecole  Poly- 
technique, XVIP  Cahier,  p.  63o).  Elle  consiste  à  décomposer 
l'intégrale  en  une  somme  d'autres  de  même  forme  dont  les  limites 


INTKGRATION    l>ES    FONCTIONS    TRANSrKNDANTKS.  loi 

soient  dos  multiples  coiiscculils  de  2-,  en  érii\;iiil 


/  ^(T)dx=       I  <f(x)dx 

'     —iiiiT:  ^  -  lin  — 


'■i( t)  dx  -+- . 
!(/«  — ht: 

.0  /.27T 


-+-  I        o(  r  \  d.r  -\-   l        q(x)  dx 
•   —2  7:  '0 

-h  I        'f  (  X  )  dx  -T- . , ,  -T-   I  ^  (  ^  )  dx, 

OU  l)ien,  |)()ur  abréfifcr, 


•irni 


/  o(x)dx=   V     / 

•^'  — 2/rtK  ,   "^     '^H 


ff(x')  dx. 


,  -   2^7C 

A  =  —  ;/i 


Cela  étant,  nous  ferons  dans  le  second  membre  x  ^  z -{-  2/v-, 
ce  qui  donnera 

/  o(x)dx  =  I       o( z  -\-  ikr.)  dz, 

et,  par  conséquent, 

^+2(?i  +  i)7t  ^-^"    r'-"^' 

I  ^{x)dx=    ^       /        'i(  J -I- 2/i-ir)  <r/3, 

A-  ^=  —  »! 

ou  encore 

^•+-2(/H-l)7C  ^2  77 

/  (f(x)dx=  I        <P(x)dx, 

en  posant 

/,  =  -  //( 

Nous  rencontrons  ainsi  l'expression  analytique  d'une  fonction 
périodique  qui  a  été  indiquée  dans  llnlroduction,  et  sous  la  con- 
dition qu'en  faisant  croître  indéfiniment  m  et  n^  la  série 

4»(a7)  =  tp(a7) -4- o(:r -H '2-ir) +.  .  .-i- 9(37 -f- an  tc) 
-l-o(j7  —  27r)-l-...-l-ofa7  —  iniiz^ 
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soit  convergente,  nous  aurons 

<Î>(X  -h   -2  T.)  =  4>{X). 

Or,  cette  transformation  donne  la  valeur  de  l'intégrale  définie 
proposée;  je  dis,  en  efl'et,  que  <I>(:r)  s'exprime  par  une  fonction 
rationnelle  de  sin^  et  cos^,  lorsqu'on  suppose,  comme  nous 
l'avons  admis, 

f(x)  =/(?,\nx,  cosx) fi( x). 

II.  Je  me  servirai  pour  le  faire  voir  de  la  formule  suivante,  qui 
sera  démontrée  dans  le  Cours  de  seconde  année,  savoir  : 

/{  =  +  n 


r 

,r 

I 

n 

oot 

— 

-f- 

log 

— 

2 

2 

2  71 

m 

j^   x-h'ikiz        1         2         2  71       m         !\ni-  \nTi 

où  les  termes  non  écrits  contiennent  en  dénominateur  le  carré  et 
les  puissances  plus  élevées  de  m  et  n.  Elle  fait  voir  que  la  série  du 
premier  membre  appartient  à  l'espèce  des  suites  semi-convergentes, 

de  sorte  qu'elle  ne  représentera  -  cot  -  qu'en  supposant  le  rapport 
—  égal  à  l'unité  pour  îu  et  n  infinis.  Mais,  en  général,  soit  X  la 
limite  de  la  constante  —  loe  —  lorsqu'on  fait  croître  indéfiniment 
171  et  /?,  ce  qui  donnera 

k  =  +n 

VI                 i         .r        , 
/ -, —  =  -  col l-A; 

.^J     a-  -H  2  /i  TT  2  2 

k  ^  —  m 

nous  remarquerons  que  cette  quantité  disparaît  dans  l'expression 
des  dérivées  successives  du  premier  membre,  qui  sont  ainsi  des 
séi'ies  absolument  convergentes,  dont  la  formule  nous  donne  les 
valeurs,  à  savoir  : 

or 
*  =  +  «    ,  ,         ,  dcoi- 

■^      a(  ^  -t-  2A"7Î  )"'    _     I  2 

.^  dx  1       dx 

A  =  —  m 

d-ix  -¥-  ■xkr.)'^         I  2 


V 


f/,ï-2  2  dx'^ 

k  =  -in 
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Cela»*l;iMl.  il  -^iillil  d'obsciNc  r  (|ii  avant,  ji.irla  décoinposilioii  en 
fraclions  .siin|ile.s, 


ou  plutôt 

on  en  coMcliit  >iir-lt'-(liaiii|> 

>     /i(j7-H  »Ât:  I  = /.  ^    Ah —   7    Acol-O— ot) 

A  =  —  ni 

f/ col  -  ( X  —  a) 
A, 


'  V  ■ 


2  A^  dx 


12^" 


il"  col  -  (x  —  a) 

V. 

dx" 


Nous  obtenons  ainsi  une  fonction  rationnelle  de  sin^r  et  cos^c; 
or,  ayant 

?pCa:)  =/(sina?.  cosa:)/,(a:), 
(ron 


k  =  -\-n 


*(^)  =y(s'n J',  cosj-)     7    fiix-^rikr.)^ 


A"  r^  —  /// 


on  voit  <|ue  <I>(a:)  est  aussi  une  expression  de  même  nature.  Ajou- 
tons    que,    dans  I  intégrale     ^        <^(^x^dx^    à    laquelle    se   trouve 

•    0 

ramenée   la  proposée,    la  (pianlité  indéterminée  ),  a    pour  coeffi- 
cient 

^   A    /        (/sina:,  co'sx')  dx\ 


elle  aura  donc   une   valeur  entièrement  déterminée  sous  l'une  ou 
l'autre  de  ces  deux  conditions 

>^  A  =  o         ou  /       /(sinar,  cosar)  <y:r  =  G. 

«-   0 
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Il  ne  sera  pas  inutile,  avant  de  faire  des  applications  de  ce  rcsul- 
lat,  de  présenter  sur  l'intégrale  indéfinie 


I  /(s'inx,  Q.o'sx)  f\{x)  dx 


quelques  remarques  qui  montreront  comment  elle  dill'ère  de  celles 
que  nous  avons  précédemment  considérées, 

m.  Soit,  en  partant  de  la  formule  de  décomposition  en  éléments 

simples, 

/(sina7,  cosa^)  =  n(.r)  -i-  <i>(ar), 

nous  en  conclurons 

j  f(sinx,  co?,x)  /i{x)  dx  =   j  U(x)  fi(  x)  dx  ^    I  ^(x)  fi(x)  dx; 

or,  la  première  partie 

ln(x)/i{x)dx 

nous  est  déjà  connue,  et  il  a  été  établi  (p.  92)  qu'elle  s'exprime 
au  moyen  de  fonctions  explicites  et  des  transcendantes 

cos  m  X  dx  r  sin  m  x  dx 

■  ■> 


/cosmxdx  /"sinwa" 

X  —  a.      '     J        X  — 


m  étant  un  nombre  entier,  et  les  quantités  a  désignant  les  racines 
du  dénominateur  de/,  {x)  égalé  à  zéro.  A  l'égard  de  la  seconde 
intégrale 


'O' 


j^{^)fi{x}dx, 


nous  ferons,   en   admettant  pour    plus    de  généralité   une    partie 
entière, 


et  elle  se  trouvera  décomposée  en  termes  de  ces    deux  formes. 


.     d{x  —  'x)-'^  -\7    .      d"(x  —  Oi)-^ 

dx  ^U  dx" 


INTEGRATION    DES    FONCTIONS   TRANSCENDANTES.  lo) 

savoir  ; 

r  p  ({m  (  j- a  )     ' 

I  \'{T)^(T)djr         v\  I «l»(r)f/j-. 

'  ^1  ax'" 

Ces  (.leiix  termes  se  décomposeroiil   ciix-mènies  si  l'on  emploie 
la  formule 

d cot  -  (T  —  a) 
«t>(.r,  =  V  ,t  col^(x  —  a)  -t-  >    A-,  ^^ 

d^  cot  -{t  —  a) 


■t., 


jLé      '  dx*-  ' 

dans  les  suivants 

^"  cot  -fo"  —  rt)  ^  ,  .   ^"  col  -  Ct  —  a) 


I    F  (  .r  )  ^ dx.  f 


d'"  ix  —  %  )- 

dx">  dx" 


dx. 


()n  lire  cnliii  dr  I  inléi;ration  j)ar  parties,  cesl-à-dirc  de  la  rela- 
tion 

/  L  —, —  dx  =  H  -t-  (—  I  )■'   /  \  — —  dx 
J        dx"  J        dx" 

une  dernière  résolution  donnant,  d  une  jjarl,  des  fonctions  expli- 
cites de  la  variable,  et  de  1  autre  les  intégrales 

/i                   d"V{x)    ,                r         f  ,                r/"'+"(.r  —  a)-'    , 
col  -  (  r  —  a  ) ; dx,  /  cot  -  (x  —  a  ) ; dx. 

•2  dx"  '  J  2  '  dx"'-^-" 

Les   éléments  simj)les  auxquels  nous  sommes  amenés,   si   l'on 

d"  F  (  .T  ) 
observe  que  — -j-j^ —  e^l   un   poljnome  entier  dont  le  degré  peut 

être  quelconque,  sont  donc  les  divers  termes  de  ces  deux  séries 

/  col  -  (X  —  a  )x  dx,      I  cot-(x  —  a)X-dx,      j  col-(:r  —  a)x^dx,   ..., 
col-  (  X  —  a)  dx  cot  -  {  X  —  a  )  dx  rf\\  -  (  'r  —  n  \  Ht- 

J  X  —  7.  '        J  (x—y.)-'  '  J 


{  X  —  y-f 


dont  les  uns  rappellent  la  forme  analytique  des  intégrales  ellip- 
tiques et  abéliennes  de  première  et  de  seconde  espèce,  les  autres 
celle  des  fonctions  de  troisième  espèce.  Mais  on  ne  connaît  entre 
eux  aucune  relation  qui  permette  de  les  ramener  les  uns  aux 
autres,  et  ils  constituent  sans  doute  des  transcendantes  distinctes. 
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Nous  voyons  par  Jà  combien  l'intégrale 


/■ 


f(s\nx,  cosx)  fi(x)  dx 

est  d'une  nature  analytique  plus  complexe  que  toutes  celles  dont 
nous  nous  sommes  déjà  occupés;  toutefois,  les  calculs  par  lesquels 
nous  la  réduisons  généralement  aux  éléments  simples  définis  pré- 
cédemment en  donneront  la  valeur  sous  forme  finie  explicite  lors- 
qu'ils disparaîtront  du  résultat.  On  en  tire  aussi  cette  conclusion 
(pie  l'intégrale  définie  prise  entre  limites  — ■  ce  el  ■+■  ce  dépend  uni- 
quement des  quantités 

cos  m  X  dx  /•  +  "=  «i n  /« .r  dx 


r        cosmxdx  r 

.1  X  —  OL         '        .  / 


/_; 


X  —  a 


\  ,  d'^ix  —  a)-i    , 

co t  -  ( a"  —  a) ; dx, 

■i  dx" 


en  excluant   l'intégrale    /        cot-(jc  —  'j.)  x"  d.i\  (pu  est  amenée 

'^— oc  ' 

par  la  partie  entière  F(.r)  de  la  fonction  y,  (j?),  et  dont  la  valeur 
serait  infinie  ou  indéterminée.  Or  on  peut  leur  substituer,  comme 


nous  avons  vu,  cetles-ci  : 


,2TT 


co?,  nix  çoX.  -  ( X  —  a)  dx,  -    1        sin /?î.r  col  -  (x  —  oi)  dx, 


u 


d'^  cot  -{x  —  a) 

zo\  -  {  X  —  a) 7 fl'.r , 

dx-' 


dont  voici  la  détermination. 

IV.  Nous  considérerons  en  même  temps  les  deux  premières,  et 
j'appliquerai,  comme  s'il  s'agissait  d'obtenir  les  intégrales  indéfi- 
nies,   la   méthode  générale   exigeant  (pi'on   mette    sous   la   forme 

II(j7)  H-  <^(j;)  les  fonctions 

cosmx  cot  -  (x  —  a),      sinmx  cot  -(x  —  a), 
afin  de  donner  un  dernier  exemple  de  ces   transformations.   For- 
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mant  pDiir  c)-l;i  hi  l'oinhiiiuison 

)l-  (j-  —  «)  -+-  ^ —  I  sinwjx  col  -  (X  —  a), 


C0S//1X  col 
•X 


ilorit  lii  transformée  en  z  =  e^^^  sera 

41/- 


z  —  rti 


si  Ton  fait  rt,  =  e"*' "',  nous  iiaminis  (|ii";"i  extraire  la  |iarlie  entière 
(le  la  frartnin  en  érrivant 


m  . 


— i  =  ^'"-1-  2  a,  i'"-  '-h  2rt'j -"'--2  +  . .  .-^  za'."-^  - — ^ 


Z  —  rti 


Qu'on  remplace  maintenant  z  et  rt,  par  leurs  valeurs,  la  quantité 
par 

en  égalant  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires,  il  viendra 
aisément 

cosma:  col  -  {x  —  a)  =  -^  s,'\n nix  -h  2  s\n[{rn  —  i)x  -i-  a] 

-f-  9.  sin  [(m  —  •2.)x  -+-  uaj  -i-...-H  2 sin  [t  -i-  (ni  —  i)a] 

-4-sinma — cos ma  cot-( a; — a), 

2 

sin  mx  cot  -(:r  —  «")  =  —  cos/»^  —  2  cos[('/»  —  i)x  -h  a] 

—  2  ces  [(m  —  2)^-1-  2  a]  — ... —  2  cos[j7  -i-  (m  —  i)a] 

—  ces  ma  —  sin  ma  cot  -(  j:-  —  a). 

Nous  tirons  de  ces  égalités 
/        cos  marcol  -  (^x  —  a)f/ar  =  -|- 2T:sin  ma  —  cos  ma   /        cot-fa"  —  a)dx, 

'        sin  m.rcot-(a;  —  a)dx  =  —  i-cosma  —  sin  ma  /       cot-far  —  a)dx. 

Or  on  a  établi  (p.  'jg)  qu'en  supposant 

a  =  a  -t-  3  v/ —  I, 
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l'intégrale 

/        cot  -  (x  —  a)  dx 

a  pour  valeur  H-2T:y/  —  i  ou   —  27:  y/ —  i ,  suivant  que  ^  est  positif 
ou  négatif;  dans  le  premier  cas  nous  aurons  donc 

,271 


r  I 

/        cos  ma- cot  -  (37  —  a)  dx 

7r(-i-  sinma  —  / —  i  cosma)  =  — ■  2r  / —  i  e'""^^^, 


0 

=  2 


J^  2  7T 
'        s\n/nxcol-(x  —  a)  dx 
11 


■2 

'0 


=  —  2Ti{cos ma  -h  / —  I  sin/??rt)  =  —  27re"'«*^, 
et  dans  le  second 


.  '*  TT 


/        cosma' cot  -  (37  —  a)  dx 

=  2Tî(-i-  sin  wa  H-  \/ —  i  cosma)  ^-4-27:  v^ ^ —  i  e~""^^~', 

r'''  .  1 

/        sinwia^  cot  -  (a-  —  a)  dx 

*-  0  ^  

=  —  2  7:(cos/»rt  —  \/ —  I  sin /na)  =  —  i-e^'""^-^. 

Considérant  ensuite  1  intégrale 

J2  7I                          d"col-(x — a) 
cot -(a"  —  a) ; dx, 
^              -1                              dx" 

nous  partirons,  en  supposant  d'abord  n  =  o,  de  la  formule 

I  ,        I  . 

cot  -{x  —  a)  cot-(a7  —  a) 

=  —  i-l-cot-(a  —  a)\  cot  -(x  —  a)  —  cot-(a7  —  «); 

on  en  tirera,  en  désignant  par  (a)  et  (a)  des  quantités  égales  à 
l'unité  en  valeur  absolue,  et  du  signe  des  coefficients  de  y  —  1 
dans  a  et  a, 

cot-far  —  «)cot-(a:  —  a)  dx 

0  ^ 


2 
I 


=  —  2-  -4-  2TT  cot  -(a  —  a)[i  oc)  —  (a)]  yj —  i. 
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Supposant  ensuite /i  >  o.  I.i  jiiirlie  entière  (pii  «'•tait  tout  à  l'Iieure 
une  constante  n'existe  plus,  et  lit  drcouiposition  en  éléments 
simples  donne  l'égalité 

a"  col-  (  j:  —  a  ) 
I  •>. 

cot  -  (J'  —  ï  I :; 

i.  ^  dx" 

=  A,  citl  -(  T  —  a  )  -4-  A  cot -(a:  —  a) 

Cl  eut  -  (  .r  —  a  }  a"  cul  -  i  .r  —  «  i 


d'oi 


rt"  col-  (J"  —  a ) 


/        col  -  (  X  —  1) T~Ti ^^  ~  2  -  [  (vlo  (  a  )  -I-  A  (  a  jj  v^  —  1 , 


Or,  la  relation  générale  établie  page  63, 


G-H 


JU  -i-  Hb  -i- .  .  . -T-  i"  = J  —  i. 

oonduil,  dans  le  cas  actuel,  à  la  condition  JIb  H-  A  =  o,  les  quan- 
tités G  et  H  étant  nulles  quand  n  est  égal  ou  supérieur  à  1  unité. 
Ayant  donc  ininiédialement 

a"  col  -  (a  —  a) 
d%<' 

on  en  conclut  la  valeur  suivante  : 


/ 


d'^  cot  -i X  —  rt) 
cot-  {x —  a  ) dx 

2  dx" 

d"  col  -  (a —  a) 


d%" 


[i'X)  —  (a)]  y/—  I  . 


Mais  le  cas  particulier  de  «  =  a  fait  exception,  car  alors  on  doit 
jioser 

rf"  col -l'a;  —  a) 

cot-(a7  —  a  I ; 

•2  dx" 

<:/col-(.r  —  a)  a"^-' cot  -  (  j:'  —  a) 

1  ,  2  1 

=  cl)  cot—  (:r  —  a)  -i-  (^Ibi r-...-r-  tls,;-)-!  -. — — — ; ', 

2  dx  ax"^^ 


no  ŒUMiKS    |)K   tJHAKLES    IIEKMITK. 

or,  un  calcul  très  facile  donne  A-,  =  o,  l'intégrale,  dans  ce  cas,  est 
donc  toujours  nulle,  saut"  le  cas  unique  de  n  =  o,  où  la  relation 

,         !   , 

a  col  -  {  X  —  a) 

COt^  -(X  oc)  =  —  I  7.  ; 

•2  ax 

conduit  à  la  valeur 


/        cot-  -(a-  —  a)  dx 


aTT. 


V.  Pour  passer  des  résultats  que    nous  venons  d'obtenir  aux 
valeurs  des  intési^ales 


m  X  dx  f 


cos  m  X  dx  r     *  s i  n  /?/  x  dx 

■1 


X  —  a  I  X  —  a 


d"  cot-  ( X  —  a) 


/         cot -(a"  —  a) -, dx, 

,1  1  '  dx"  ' 

il  ne  nous  reste  plus  qu'à  considérer  le  coefficient  de  Tindéter- 
minée  /,  afin  de  reconnaître  si  elles  ont,  en  elîet,  une  valeur  entiè- 
rement déterminée.  Or,  à  l'égard  des  deux  premières,  les  facteurs 


■IT^  ^  2  71 


J        COS  nix  dx,        f        s'\n  /nx  dx 
0  •-  0 

étant  nuls,  ce  coefficient  s'évanouit,  et  nous  avons  par  conséquent 

^  -4-  00  ,  /^27l 

r        cosmxdx        \     r  I  ^    ,  / ,— - 

/  =:  -    /        COS  ma"  cot -(^  —  o)  dx  =^ — t.  ^ — le'""*-', 

f        smmxdx         i     r        .  i  ,  ./— - 

/  —  -    I        sin  mx  col-(x  —  a)  dx  = — re""'*'-', 

/  X  —  a  1  .  1^  1 

fy  —  00  *-^  0 

ou  bien 

f*"^  cosmx  dx  r- 

ty    GO 

.r 


Ig-mrW-l 


sin/?? 57  dx 


X  —  a 


suivant  que  le  coefficient  de  y/ —  i  dans  a  est  positif  ou  négatif. 
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Relalivemenl  à  la  troisit'me  inl»*i,'ralt\  l.i  (jnaiililé 


/        cot  -  (  ./•  —  7.)  dx 


est    toujours    (lillVrente    do    zéro;    mais    rautr»'    facteur,    (|ui    est 

V\\\\\{\\\o  it'siilu  (le  '—, est  nul  pour  loulr  \  altMir  de //,  sauf 

dans  \f  cas  de  //  ^  o  ;  rinléf^rale 


I 


cot  -(x  —  7.)  dx 
•J. 

X  —  a 


est  donc  scide  indélerniinée.  et  Ton  a  i^énf-ralement 

,  I 

„  +  »  ,    ■  ,  «"  ^01  -(a  —  a  ) 

r  I  </"  (  a"  —  a  I  -  '    .  ■}.  ,  ^     , ,   , 

/  col  -  (  .r  —  a  ) ; dx  = ; (  %)  —  (a)\  i/—  i . 

/  ■>.  dx"  d%"  '  V     /j  K 


*-  --  x> 


Observons  enfin  (jue  les  constantes  a  et  a  doivent  être  imagi- 
naires pour  que  les  quantités 


I  I  , 

col  -(x  —  a) 


X  ft  -i. 


ne  deviennent  point  infinies  entre  les  limites  des  intégrations.  Une 
exception  importante  est  toutefois  à  remarquer;  elle  concerne 
l'intégrale 

/"  si  II  tnx  , 
— z —  «■^> 


X 


s  m  /n  X 


a  lonction ^ —  restant  tinie  pour  x  ^o.  l^a  valeur  qu  on  obtient 

alors,  savoir 

/  sinrnx 

I  dx  =  t:, 

./  X 

otlre  cette  circonstance,  qu'il  est  aisé  d'expliquer,  d'être  indépen- 
dante de  m.  ElTectivement,  si  l'on  fait  nix  =  :;,  m  disparaît  et  Ton 
trouve 


/»  4-  ^       •  ^  -t-  00       • 

/  «in /H ,7-    ,  r        sinj    , 
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La  même  substitution  permet   semblablement  de  ramener  les 
intégrales 

cos  n)  x  tir  P     ""  sin  rnx  dx 


I  x-a      '      ./ 


X  —  a 


OÙ  m  est  non   seulement  un  nombre   entier,   mais    une   quantité 
réelle  quelconque,  au  seul  cas  de  m  =  i,  car  on  en  déduit 


r        cosrnx  dx         r 


dx         r     °°  cos  z  dz 


z  —  ma 
et 


r '^ "  sin m X  dx         /"     "  s\nz  dz 
I  X  —  a  I  z  —  ma 

^   ao  •^  —    ^ 


Mais,  en  donnant,  comme  nous  l'avons  fait,  à  la  transformée  en 
z  les  limites  —  x  et  +  x,  nous  avons  supposé  implicitement  m 
positif,  et  dans  l' hypothèse  contraire  les  limites  doivent  être  inter- 
verties, de  sorte  qu'on  aura  alors 


«in  w.rr/.r  C     '^ 'i\x\.x  dx 


r        sin/fixdx  r 

J    _  ^  ^      .1 


X 


De  là  ce  fait  remarquable  et  important  en  Analyse,  que  l'intégrale 

sxnnixdx  ■         ,  r  •         i 

5  envisagée  comme  lonction  de  /?i,  est  constante  et 


/ 


X 

égale  à  H- -  ou  à  — -,  suivant  c{ue  la  variable  est  positive  ou  néga- 
tive. Mais  voici  d'autres  exemples  de  fonctions  discontinues  obte- 
nues sous  forme  d'intégrales  définies.  Considérons  les  expressions 

/sin  ax  sin  bx  C  sin  a  x  ûwb  x  %\x\  c  x 

que  je  vais  d'abord  réduire  par  la  méthode  générale  à  des  quantités 
explicites  et  transcendantes 

cos  m  X  dx  r  s\n  m  x  dx 


r  cosm  X  dx  f  si 

./   ~~v '      J    - 


X 


Faisant,  à  cet  eflet,  pour  un  instant 

U  =  siiirt.r  sin  bx^         \  =  s\nax  s'inbx  s\ncx^ 
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j  aurai  d  .ilionl 

J      X-         v../  '       ilx^-      "-^       Vit         dx  dx""     J       v../  dx-^"'^' 

cl     |c>    l(llllll((''S 

u  U  =  cos(rt  -  b)x  —  cos(«  -(-  />)J", 

4  V  =      sini  (i  -h  b  —  c)x  -f-  sin(  6  -t-  c  —  «  ).r 
-t-  sin(c  -ha  —  /j)x  —  <'\[\{  a  -^  b  ^  c  )x 

donneront  iinniiMlialenient 

2  -y-  =  —  {(i  —  b)  -in(a  —  b  )x  -h  (  a  -h  b  )  siii(a  —-  b)x. 

d^  V 

î  -T— -  =  —  (a-hb  —  c  y-  s'm(a  -^-  b  —  r  )x  —  (b  -{-  c  —  a)'-  ^i\\(b  -h  c  —  a)x 
iix- 

—  (c  -r-  a  —  by- s\n( c  H-  a  —  b)x -h(a  -^-  b  -h  c  )-?,\n(a -h  b  ^  c  )x. 

Nous  tirerons  de  là,  en  observant  ([ue  les  quantités  en  deliors 
des  intégrales  s'évanouissent  aux  limites  x  =  —  oo,  a:  =  4-  x, 

/  ^. ^-^ 

a  —  b     /"^"sinia  —  b)x    ,          a -\- b     /"^"siii(a-i-6).r   , 
= /  dx  -(-  /  dx  ; 

■>.       ,  /  .r  i-       J  X 

'■    00  ^^   —   OO 

or,  a  et  h  étant  positifs,  on  en  conclura,  pour  a  —  6  >>  o, 

/*  sin  «ar  sin  6j"    ,               a  —  b           a -h  b  , 
dx  = t:  -+- =  b-, 
x-^                                 -1                    -2. 

et,  pour  a  —  ^  <!  o. 


y 


"sinr/xsin^j:    ,  a  —  b 


dx  =  t:  -h  — —  -  =  a  -  : 


X- 


de  sorte  ([ue  lintégrale  a  pour  valeur  le  produit  par -du  plus  petil 
des  nombres  a  et  b. 


II.  —  III. 
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Maintonanl,  la  relalion 


/ 


sin  a:r  siii  i.r  silice    , 
■ a.v 


[a  ^  b  —  c )'     f     °"  sin (  o  -h  h  —  c  ) .r 


f 


8  ./  X 

(  ^  -4-  c  CM-      /^      °°  siiK  i  -r-  f  —  a  )X 

—    00 

(  c  -+-  a  —  h  )"^     Z'     "^  si n  i  r  +  a  —  ù  ).v 
8  ,/  ~  X 

S  '.  /  X 


dx 


aura  semblablement  pour  conséquence  que  rintégrale  du  premier 
meiubre,  sous  les  conditions 

a  ~+-  b  —  c>o,         b  -\-  c  —  a>o,         c  +  rt  —  6>o, 

sera  la  quantité 

{■lab  -r-  ibc  -\-  ica  —  a-  —  6-  —  c"^)^', 

4 

tandis  qu'en  renversant  le  premier,  le  second  ou  le  troisième  signe 
d'inégalité,  elle  aura  pour  valeur  abiz^  bcT<,  ou  ccnz.  Les  hypo- 
thèses faites  sont  d'ailleurs,  comme  on  sait,  les  seules  possibles,  en 
admettant  que  les  constantes  a,  b,  c  soient  positives. 


SI    I!      I.KOl    ATION      r'-.'  =  r'+„ 


Xoiuelles  Annales  de    Malhénniliques,  v."   «.ciif.    t.   \[,    iij;-.'.,  |).    j. 


<  )ii  (loil  à  Jùiler  les  l'unmiles  suivaiiles,  <|iii  vérilienl  idenlique- 
incnl  celle  é{|uali(in  : 

y  =  -  if-  -  3,:r'-  )^+  (//'-^  3^-^-'-  3/^'--  3/'..-j  ,7'2-^  3^'V), 
-=_,/-  4.  .■J^"^'i)2-H  (//'h-  3^^'-  3/^-'+  'hf'g){f^  +  3^-2  ;. 
«=+(/'--  3^'2^*-  (//'+  3^-«"-'-  3/a''-  3/'^')  (/^  +  3^-2  ^ 

et  M.  Rinot,  dans  une  Note  sur  une  question  relative  à  la  théorie 
des  nombres  [Comptes  rendus,  t.  XII,  p.  :>-\^)^  a  observé  qu'on 
pouvait,  sans  fliiiiiniier  leur  généralité,  les  léduire  aux  expressions 
plus  simples  : 

j-  =  _  (  a^-f-  J6\)2_|_  a  —  Uj, 
z  =^-(a2-r-3  62;(a-^3^/j  —  1, 
u  —  —  {a-  -T-  3  b^ )  {a  —  3  6  ^  -i-  i , 

où  n'entrent  que  deux  indéterminées  </  el  A.  .le  me  propose  de  tirer 
ces  résultats  comme  une  conséquence  de  la  propriété  générale  des 
surfaces  du  troisième  ordre,  consistant  en  ce  que  leurs  points 
peuvent  se  déterminer  individuellement.  Soit  donc  u  =  i  ;  j'ob- 
serve qu'en  désignant  par  a  une  racine  cubique   imaginaire   de 

l'unité,  les  droites 

X  =  'X,  j"  =  a-, 

sont  entièrement  situées  sur  la  surface 

x^  ^ y^  =  z^  -{-  i. 


iiG  oEuviiKs  i»i':  ciiviii.is  iii;uMiTi:.. 

Cela  posé,  une  autre  droilr,  re|)r(''senlée  par  les  équations 

X  ^  a  z  -^  h^ 
y  ^  pz  -^  q, 

rencontrera  cliacune  de  ces  i;énératrices,  si  Ion  a  les  conciliions 

7.  —  />  f/ 

a  y.-  —  p 

a  y.  —  p' 

d'où  I  on  tire 

p  =  b,  q  =  , 

et  les  coordonnées  ;,,  Z2  des  points  de  rencontre  seront  respecti- 
vement les  quantités 

a  — A 

^1  —  ' 

a 

a -2  —  h 


a 
Or  l'équation 

{az  ^  b  }^^  {  p  z  ^  cj  )■*  =  z'^  -H  I 

devra  admettre  pour  solutions 


la  troisième  racine  sera  donc  une  fonction  rationnelle  des  coeffi- 
cients, qui  s'obtient  aisément  comme  il  suit. 

Développons  l'équation  en  nous  bornant  aux  tenues  en  :;''  et  z- ; 
nous  en  conclurons,  pour  la  somme  des  racines,  l'expression 

_   _  .^  a-  b  -\-  p"^ (/ 


I  —  a'^  —  p-^ 


Mais  on  a 

a  -t-  a-  —  •;•  I)  i  -+-  ib 


-,]  -T-  ^2 


Cl  (I 

donc 

I  H-  •> /->  a-  b  -\-  n~q 

z  = 1-3 -^ — '-■ 

Cl  I  —  cf^ — p^ 

Il  \ient  ensuite,  si  Ion  rem|)lace/>  et  c/  par  leurs  valeurs  en  a  et  />, 

(I-+-  A  -h  6^  )^— rt3(  I  —  6) 

z    =    ; J 

ci{\  —  a^  —  b*  ) 


SI  B  i.'koiation  r'-4- V*  =  c'— m'.  ii 

fl  de  là  rrsiilUnl,  jiom  .i'  cl  )  ,  los  ox|>ressi<)ns 

h  —  /y  -+-  /y»  )  (  I  -V-  2  6  )  —  «1^ 


X  = 


a(i  —  a^ —  //'; 


Elles  se  simplilionl.  >i  Ton  ('■ciit.  ,\n  lieu  (!<•  (^/,  —,   cl  au  lieu  de  b, 
—  >   en  prenant  ces  nouvelles  formes,  savoir  : 

(  «  -  -^  (7/>  -+-  Z/î  I  (  a  -+-  ■>.  h)  —  i 


ci^ —  h-^ —  1 

(a'--^ab^  //ir~—a- 

-  >b 

„i_  /^:i_  1 

> 

(,r--^((/,  ^  h"-  y^—a 

■■-  h 

X  = 


y 

~  (i  '  —  />  '  —  1 

et,  en  revenant  à  réqualion  liomogène 

x"^ -\- y^  ■=  z^ -\-  u^^ 

nous  obtenons  ainsi  jionr  sointion  : 

X  =  (a"^-^  où  -r-  b^){a-i-2b)'~i, 
y  =  {^a^-i-  ab  —  b"^)^—  a  —  26, 
z  =(a^-^ab  +  b^y-—a-h     b, 
u  =  a^  —  b^  —  i  =  ( a^  -h  ab  -h  b^ )  ( a  —  b  )  —  i . 

Or  il  suffit  maintenant  de  changer  b  en  2b  et  a  en  a  —  b  pour 
que  ces  forjnules  deviennent 

X  =  (a^-h3b'-)(a-^3b)  —  ], 
y  =  («2+362)2— rt  —  36, 
z  =  (a2-f-  362)2— «-+-  36, 
M  =  (a2-+-3  62j(a  —  36)  — I. 

Ce  sont  précisément  celles  d'Euler,  sauf  que  jr,  y,  z,   u  sont 
remplacés  par  z,  — y,  x,  et  —  u. 


SUR  i;éqlation  de  lamé 


l-Jxlrait  des  feuilles  aiitogiapliiées  du  Coins  d'Analyse  de  L'École 
Polytechnique,   par   M.   llermite,    i""  Division,    1872-1873,    Si"  leçon. 


Dans  la  lliéoiir  de  la  clialeur,  Lanic  a  été  conduit  à  considérer 
l'équation  dilIV'icniielIc  suivante  : 

dans  laquelle  X  est  un  j)ol\  uoiuc  du  troisiènu"  de^ré  de  la  forme 

X  =  ^1^  1  —  x){\  —  Iv2  :r  ). 

Dans  le  cas  où  r/ = /^/? -7- i)R-,  n  étanl  un  nc^uihre  entier,  il  se 
trouve  qu'on  peut  satisfaire  à  ré([ualion  de  Lamé  en  prenant  ponr  jk 
un  polynôme  entier  de  degri-  u,  pourvu  que  h  ait  poui-  valeur  un 
certain  polvuorae  entier  également  de  degr<'  n.  Nous  ne  traiterons 
pas  cette  question  el  nous  nous  bornerons  à  supposer  (7=:/?(«-t- ilK.", 
h  restant  com[)lèlemenl  arbitraire. 

En  appelant  //  el  e  Av\\y^  solutions  particulières  de  l'équalion  de 
Lamé,  la  solution  la  plus  i^éne'rale  de  l'équation  est 

)-  =  en  -t-  f'f, 

c  et  c  étant  deux  constantes  arbitraires. 

■le  dis  que,  si  n  et  c  sont  convenablement  clioisies,  le  produit  ;/r 


(')  Nous  avons  retrouvé  dans  les  feuilles  lilliograpliiées  destinées  aux  élèves 
de  t'Ecùle  l'olylechnique,  une  leçon  faite  par  tlermile  pendant  l'hiver  1872-1873 
sui-  féqualion  de  Lamé.  Nous  reproduisons  celte  leçon,  qui,  à  notre  connaissance, 
fait  connaître  les  ])remiéres  recherclies  de  Ifcrmite  sur  une  question  qu'il  devait 
approfondir  (|ueiques  années  après.  E.  P. 


SI  II  I.  nyiATKiN  i>i;   I  \Mi:.  ii<i 

est  un  |>(»lviiniMr  entier  en  ./•.  Imi  |)(i>anl  c  ^^  r-,  on 

z  =  t*  //-   •-  'icc'  ttv  -+■  V-  r-, 

je  vois  qu  il  srr;i  ilt-inonlir  (|iir  ii\  v-^\  un  |i()lvnonn'  entier  en  :i\ 
tie  (lej;;rt'  ii.  ->i  )••  jhiminc  (|iir  r  r-^i  nu  iioInmoiih-  entier  de  il('j;i(''  //. 
])nis(|nc  //'-  »i  >-  >iMil  des  v;ileiii>  |);iil  iciilière-.  de  Z'.  je  [xise  donc 
Z^=y'-,  et  je  clierelie  l.i  I  i;in>lurinée  en  ::  de  I  ('-(inal  loii  de  l,;iin('>, 
on,  en  me  |)l.ic,iiit  ,i  un  |MHiit  de  \ne  |)liis  j^t'iiéral,  fie  l'é<|iiiit  nui 

dans  Ia([nelle  A  et  15  sont  deux  pôlvnonie'^  entiers  qneleonqnes 
en  X.  .r.uiiiii 

^r  =  '^^  ' 

'1-  - 

Vax  multipliant   |>ai    :>  A, 

■X  A  z  =  i  Ajr"-  i  \y-^=j-{By  -  •>.  A'/  )  +  .{ Ay^ 
OU 

•>Ac''=Hc-^A'j^r^lAj''% 
et,  comme 

•^A-'^-  A';;'—  Hs  =  4  Aj-'^. 

En  difTércntiant  de  nouveau 

[  9.  A  3'  -^  A'  c'  -  B  c  I  ■  =  8  Xyy  -+-  4  A>'2 

=  2jK'(4Ay4-2Ay), 

et  comme 

■iAy-H>.A>  =  ïiy, 

[■,\z"-~yz-BzY=..Yiyy, 
[■i\z"-r-  X  z'—Bz  |'=  Bz'. 

Telle  est  la   transtormée  en  z.  Si   maintenant   je  développe  le 
premier  memhre,  il  vient 

2 A z"'^  3  A' y-t-  (  A' —  ^xB}z'—B'z  =  o. 
Je  diflérentie  n  fois  celle  équation,  et  je  pose 

Il  —  — 

dx" 
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Il  vient,  en  supposant  A  du  troisième  degré  et  B  du  premier  degré, 
comme  dans  1  équation  de  Lamé, 


2  A  m'"  4- 2  «A' 
+  3  n  A' 


-^  3  n  A" 
-f- A"— 2B 


a 


n(  n  —  i)(n  —  ■?.) 


3  «  (  /i  —  I  ) 


-f-«(A"'— 2B') 
—    B' 


«f  =  o. 


Considérons  le  coefficienl  du  ternie  en  //  et  etrectnons  les  réduc- 
tions dans  ce  terme.  Il  vient 


«A 

Or,  on  a 
d'où 

d'où 


nA'"[^"-^\^" 

( n  -^  })  (-xn  ~  ]) 


i)        3(  n  —  I) 


-+-  I 


(2«^I)B', 


(in  -^iiB' 


A  =  x{\  —  ^)  {i  —  Iv^^r), 

A"'=  K^x  1.2.3; 
B  =  n(Ti  —  \)K'^T-^  b, 

B'  =  7i{n  -h  I  jK"-. 


On  voit  donc  que  le  coefficient  de  u  se  réduit  à  zéro.  Par  suite, 
léquation  transformée  en  u  est  satisfaite  quand  on  donne  à  a  une 
valeur  constante  quelconque.  Donc 


d' z 
dx" 


=  c. 


En  intégrant  n  fois,  on  arrivera  pour  la  valeur  de  :;  à  un  polynôme 
entier  de  degré  n,  ce  qu'il  fallait  démontrer.  Donc  le  produit  nv 
de  deux  solutions  particulières  convenables  de  l'équation  de  Lamé 
est  un  polynôme  entier  en  x  de  degré  /?, 

uv  =  Y{x). 

Nous  allons  maintenant  chercher  à  déterminer  u  et  r.  Considé- 
rons le  déterminant  fonctionnel 


=  ?/  l"  —  iw 


hoi 


ou 


SIR    I.  Kgl  ATION    Iti:    I.A.Mi:.  17  1 

I  If  ¥ 

s  =  M  i-  —  m-  , 
4  \  z'=  i-x  i  A  //'  —  Il  X  4  A  »•', 
4Ao'=  cdi//  —  ■f.Vit'}  —  u(Bv  —  7.\'v'), 

i  A  z'  =  -2  A'(  r'//  —  tu' j, 
4A5'  =  -7.A'c, 

?  \  :;'-f-  A  .3  =  ()  ; 

A  est  le  polvnonio  figurant  dans  rc-qualioii  de  [.aiiK-.  Par  suite, 

vXj'-4-  X'c  =  o. 

Le    premier  membre  esl   la   (lt''n\('c    de   X:;-;    il    en   résulte    cjue 

X  z-^  ronst., 

c 


Il  V  —  i"  // 


y/X 


On  a  d'ailleurs,  puisque  ifv  =  I''(^), 

a\. -+-r'«  =  F'(^). 

Don  les  deux  équations 

li        i''  _  c 

u'       v'       F'(^) 


u 


lùx) 


ou 


En  intégrant 


u' 



' 

/( 

2 

v' 

1 

— 

: — 

— 

c 

■Jt. 

-c         F' 

Fv^        I\ 


^  "^  •^/    Fy/X 

'■  C—iLL— 

«  =  v/FÛ^)e'^'»^'^-'v'^ 
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Nous  avons  «Ioik  \:\  ><)liilion  couiitlèle  de  réqualion  de  Lamé  au 
ninven  des  foudion-  cl li cliques,  puisque  X  est  un  polynôme  du 
lioisième  degré. 

Si  1  on  pose 

.r  =  s'\n'-'i')if . 

l'('(iualion  prend  l;i  tonne  sons  laquelle  Lamé  1  .i  éUidiée. 

On  aura 

fl.r            .             ^/(  *in  amf  ) 
—-  =  i  >in  amf  7- 


Or,  en  posant 
on  a 

1  )one 


n  =  ?in  ami ~ 


du  ; 7-^, — 7~ 

dt        ^ 


^  =  ■>  /M  M  —  //■-  I  (  1  —  K-  II"-  )  =  ■:>.  \  '//■-(  I  — /'■-  I'  I  — K-^«2)  =  ■:>  v''X. 
dt 

Formons  mainlenanl  la  iransformée  en  t.  On  a 

dv  __  dr     \     _  dy^      I 
7h-  ~'  ~d7    dx    "   dt    .,  ^I\  ' 

m 

d"- V        d- y      I  (h-     ,     I 

(/  r=  • 


dx-i  dti    ^\         dl 


'  \ 


\ 


dx 


Or 


d 


9.  V 


'X        —1   f/v/X 


[      X' 


—  \ 


D'où 


dx  2\       dx  l\    2y/\.  /iXy/'X 

d-^v  I     f^-.r  X'       dy 


THF  ~  JX    dt'         4  X  ^/\   f// 

D'OÙ  la  transformée 
.     d\y 


iX 


\'       dx 

Tx  "^77^      4  \  ^  \  '''/ 


,  \' —  —-  =  \ii( n  4- 1  )K-.r  -+-  y^\y, 

■i  s  X   <" 


ou 


enfin 


^ 

r//^ 


n(  n  -i-i)K-  sin^- amf  -f-  a  ] y. 


o\   A\   AIMM.K  Allo.N 


(IF    TIIK 


TIIEORY  01    IMCIIISAL  CIK\ES. 


Pmceedinss   nf  ihr  London   matlirnialicid    Society,   l.    I\,   i).   'îi'J-'îj"). 

O  *'   *  «,.1 

Kxtiact   rrniii   ;i   Icltei-   tu   l'n.r.   «lavley  i  K.;i(I    M;i\    s'".    iSj'i). 


I*r(»r.  Caviev  communicaled  In  ihe  Societv  ;i  letlcr,  daled 
2«S'''  Mardi.  iN-J,  wliich  In;  liad  received  froin  M.  lltMinitf^.  In 
connexion  whicli  soine  invesligations  on  clliplir  liinctions  wliicl» 
I*rof.  Caylev  is  t'ni;ai;ed  willi,  M.  Ilerniite  calls  allenlion  lo  the 
question  nf  dehN-rninmi;  ;dl  tlic  (|iiauliti(;s 


sinnin 


in  leriiis  ot   llic  //  —  i   loots  ot  ihe  niudular  ((jualion 

¥ {u.  V )  =  o. 

willioul.  a^  s;iid  Jacolji,  llie  resolution  ot  any  équation.  Is  ilneces- 
sary,  for  this  purj)ose,  to  make  use  of  the  singular  équations  indi- 
caled  by  Ahel  Ijelween  tlu-  (juanlities 

sinain  —  (  j  w  K  -^  j  m  i¥J )         for         /  =  i ,  :>.,  ....  n  —  i 

and  the  n'**  roots  of  unity? 

And  after  refeniny  to  a  remark  on  the  em|)loyment  of  the 
iheorv  of  unicursal  curves  in  Jiis  Cours  d' Analyse  de  r Ecole 
Polytechnique,  and  noticing;  tliat  il  is  not  only  in  the  cominen- 
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ccincnt  ol  llic  lntej;rai  Calculiis  lliat  thèse  find  an  application. 
M.  Herniite  procceds  as  follo\\s  :  1  liaNe  remarked  tlial  tliey  give 
rise  to  a  niethod  of  intégration  of  équations  of  ihe  form 

(du       ' 

treated  of  by  M^NI.  lliiol  and  Bouquet,  in  the  Journal  de  l'Ecole 
Polytechnique. 

Suppose,  in  fact.  ihat  tlie  question  is  to  détermine  the  intégral 
\\hen  it  is  an  algel)raic  function  of  the  Independent  variable. 

The  question  is  easely  resolved  in  ail  the  cases  where  the  number 
whicli  détermines  the  nature  of  this  function  is  :^o:  ihat  is,  if  it 
is  possible  to  take  rationally 

In  facl.   froni  this  hypolhesis.  it  follows  that 

dii^  _  cp'CO 
dx  ~  'l'(t)' 

is  also  rational  in  /;  wherefore  it  is  necessary  (although  nol  suffi- 
cienl  )  that.  assuming 

du 

the  curve 


dx       '"' 


F(r.  u  )  =  o 

should  be  unicursal.  Derl\ing  then,  from  this  relation  the  rational 
expressions 


i^-  =  <i>{t),        u  =  '^{t), 

\ve  obtain 

and  thence 

,           du         -S  \  t  )    , 
dx=  —  —   ■          dt 
c          *( /) 

But  this  intégral  eau  al\\ays  be  obtained  rationally.  and.  in  the 
case  where  the  logarithms  disappear,  gives  the  value  of  x  in  the 
assumed  form. 

In  the  case  where  a  is  of  the  form 

a  =  oftangj:^), 


ON     \I'I'I.I<;\TI(IN    OK    THF.    IIIKUUV    Ol'    l MCI  H>AI,    Cl  UVES.  r2J 

':;  Loini;  ratinii;il  :  lll;lklll^  l;iiii;j?  = /,  \\e  ohlain 

du 

lliereloro  lin-  tMjn.iiKia 

!•■(  »-,  u  )  =  o, 


m 


usl  j^^ive  iiii  iimriir>al  ('iirve;  and  a  soliilioii  ol  llus  lunn  presenls 


ilself  \\licn  llic  intégral 


X  =    I 


'dt 


X  =  arc  lan^  /. 


reduces  Itself  lo 

Again,  laslly,  assiiniing 

/  .                (/siiianij' 
u  =  ':>  {  sinamo:, -, 

'    \  «  J7 

'j;  denoling  a  ralional  funcliun  of  tlie   sine-ain|)lilii(le,   anti   ils 
derived  funclion  (this   being  tlie    liy()ollietis   of  M.M.    liriol  and 

Bouquet);    il  is  clear  lliat,  wriling  sinnni^  =  /,  llie  derivati\e-^ 

as  well  as  u  niust  be  a  raliunal  funclion  of  t  and  of  tbe  radical 


Consequcnllj,  llie  équation 

F(r,  U)  =  o 

dénotes  a  curve  of  the  species  (deficiency  )  i . 
Thus  the  exaniple  Xï  of  thèse  autliors, 

v'"  -\-  (  u'^  —  1  )  f  '  —  a  u-  (  u-  —  I  )  *  =  o 
(v  denoting  -j-  )  >  (  w liere  a  ^  ^j  on  writing 

gives 


u-  = 


t'-+-  t^—  a         I         4  \-  /  ,       3 


'-^/("-^-l'-i) 


i>6 
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If  ihen 

T  =  "-"("-5"-|'-p)- 

\ve  liave 

a  = 

f-(  t  -\-\)       i 

l  h  c  II 

4*      C^-HiU 

0 

'^^'(-r^' 

vvhence 

wiieiice 

X 


5    r  dt 


Consequently  the  question  is  integrable   bv  elliptic  functions 
The  other  examples  are  contained  in  the  type 


i>-i  -i-  3  P  ^2  -i-  4  Q  =  o 

(Avith  ihe  condilion  P '  H-  O  =  R-  ). 

P,  Q,  R  Leing  intégral  functions  of  u  of  the  degrees  2,  6,  3. 
But  this  équation  may  be  writen 

and  on  writing 

IV 

becomes  simply 

iv3_3i'(i  —  iR  =  o. 

And  this  transformed  équation  being  of  ihe  degree  3  in  «',  «, 
thèse  two  quantities,  and  ronsequently  also  <',  u,  can  be  expressed 
as  rational  functions  of  /  and  of  an  elliptic  radical. 

The  équation  F( -r— j-j  uj  gives  rise  to  similar  substitutions. 


SIK   i;iKKAT10>ALm: 


m:  i.\ 


HASK  DKS  LnGAUlTIlMKS  IIYPI-RnOLIOlES. 


lieport  i>f  thc   British  Association  for  Advanctinciit  of  Science 
(43"'  meeting,   p.    yi-iZ,    ^^~^>)- 


On  rccunnaîlia  \olonliers  que,  clans  le  domaine  malljcmalique, 
la  possession  d'une  \(ril(''  imporlanle  ne  dfvienl  coniplrle  et  dt-li- 
nilive  qu'autant  (|u"on  a  réussi  à  ItiaMii-  par  plus  dune  niétliodc 

A  cet  égard  la  théorie  des  fondions  elliptiques  ofl're  un  exeuq)le 
célèhre,  présent  à  tous  les  esprits,  mais  qui  est  loin  d'élre  unique 
dans  l'Analyse. 

Je  citerai  encore  le  théorème  de  Slurm,  resté  comme  enveloppé 
d'  une  sorte  de  m jslère  jusqu'à  la  mémorable  déc(ju\trte  de  M.  Svl- 
vesler,  (jui  a  ou\erl,  pour  j)énétrer  au  cœur  de  la  question,  une 
voie  plus  facile  et  plus  féconde  que  celle  du  premier  invenleui-. 
Telles  sont  encore,  dans  l'Arithmétique  supérieure,  les  lois  de  réci- 
procité en  Ire  deux  nombres  premiers,  auxquelles  est  attaché  le  nom 
à  jamais  illustre  dEisenstein.  Mais  dans  cette  même  science  et 
pour  des  questions  du  plus  haut  intérêt,  comme  la  détermination 
du  nombre  des  classes  de  formes  quadratiques  de  même  invariani. 
on  a  été  moins  heureux,  et  jusfpi'ici  le  mérite  de  la  première  d»'- 
cou verte  est  resté  sans  partage  à  Dirichlet.  Enfin,  et  pour  en  \enii- 
à  l'objet  de  cette  Note,  je  citerai  encore  dans  le  champ  de  l'Arith- 
métique, la  proposition  de  Lambeit  sur  l'irrationalité  du  rapport 
de  la  circonférence  au  diamètre,  et  des  puissances  de  la  base  des 
logarithmes  hyperboliques.  Ayant  été  récemment  conduit  à  m'oc- 
cuper  de  ce  dernier  nombre,  j'ai  l'honneur  de  soumettre  à  la  réu- 
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nion  de  l'Association  Biulanniqiie  une  démonstration  nouvelle  du 
tliéoi'ème  de  Lambert,  où  n'intervient  plus  le  Calcul  intégral,  et 
qui,  je  l'espère,  paraîtra  entièrement  élémentaire.  Je  pars  simple- 
menl  de  la  série 

c^  =  I  -I-  : — u  1 h ...  H ^^ h .   . . 


I       \ .  i  1 .1. .  ./i 

et  posant  pour  un  instant 


F(.r)=:i 


I         1  .  ■  >  \ .}....  n 

ce  qui  permet  d'écrire 

e-^ —  F(^)  t  X  •^  x'^ 


X"-^  1  I  .  2  ...  «  -h-  I       '       I  .  -2  .  .  .  /i  -+-   i  '  '  ■        J^    I  .  2  .  .  .  /i  -1-  /i  -f-  I  ' 

il  suffira,  comme  on  va  voir,  de  prendre  les  dérivées  d'ordre  n 
des  deux  meuibres  de  celte  relation.  Ell'ectivement,  on  obtient 
d'abord 


D" 


■^  x"-^^  X- 


où  ^(^x)  est  un  polynôme  à  coefficients  entiers  du  degré  /«,  dont  il 
n'est  aucunement  nécessaire  d'avoir  l'expression  (pi'il  serait  d'ail- 
leurs aisé  de  former.  Nous  remarquerofts  ensuite,   à   l'égard   du 

V  { x) 
terme r>  que  la  ditlérenliation,  effectuée   n  fois  de  suite,  fait 

disparaître  les  dénominateurs  des  coefficients,  de  sorte  cpi'il  vient 

V  (  X  )        A\lx) 


D' 


X 


/(-f  1  ^2//+l 


<I>,(.r)  étant  un  polynôme  dont  tous  les  coefficients  sont  des 
nombres  entiers.  De  la  relation  proposée,  nous  tirons  donc  la 
suivante  : 

e-'''I>(.r)  —  ^ii'a")  _-^    ( k  ^  i)(/v  -1-  1). .  .(/t  +  n)x'- 
xiii+\  ~  J^k  I  .  'i  . . .  /l •  +  '-->  «4-1 

0 

ou  bien  sous  une  autre  forme 

ex  cl,  (  .r  )  —  'I.,  (  .r  )  =  .r2"+i  >    '- j^ ^ 

.r2"+i     1^  (A--^i)(A-  +  ?.).  ■  .(A--f-  n)x^' 
~   i  ..>...  .n  j^    /?  -t- 1 . «  -H  -2 .  .  . /i  -f-  2 n  -4-  I 


>    ri  (iir  le  liicUMii- 


SL'ii  I.  iiiiiATiu.N  vi.iTi;  i)i;  i,A  iiAsi;  i)i:s  i.m.AiirniMi;s  m  i'iiuioi.kh  i  s.     \}\) 

i^v  \c  (lis  (|ii'rii   liilsiinl   crolli»'  //.  le  ^rcninl  mcinliri'  (|ni  |;iiii;ii>< 
II)'    |it'iil      ■>  ('\  ;iiii)ri  ir'     ilcv  iriidiM     iilii»     |irlil     i|iii-     toiilr     itr.i  inlt'ii  r 

«loimi'c.  Il   rii  csl  «•HfcliNciiifiil  .1111^1  ilii  l.iclciir    >  cl  d  iiiili"»: 

\  .1.  .  .11 

N''  (  /i  -4-  n  (  A  -^  >)...(/.—  /t  )  .r^ 
, ►   ; flanl  MiiM-   >uus 

'  ^^    Il    -  \  .  n  —  ■?. .  .  .  k  -^  .».  n  -r-  I 

le             V"                  \  .  >.  .  ./.    -  n                       .1-1-  .    ,, 

\a  loiiiir    ^   ; T>  un  rccoimiiil  (iii  clic 

...  V^      •'•'• 

.1  nuiir  limite  snncncuic  <3-' =  ^    r'  <i' 

'  '  m^  { .i.  .  .k 

I  .  >. . , .  /  -+-  n 
n  ~  \  .  Il    -  ■>.  .  .  .  /.  ---  >  n  ■+■  I 

csl  iiilcnciir  à  1  mule. 

De   là  résiille  (|ueii  >ii|)|»o<.iiil  .r  un  uonilne  eiilier,  c'-'  ne  peut 

4'lre  une  (iiiiiniilc  (  niiiiiiciisiiralile  -;  car  on  aurait 
'  (i 

h  'I>(  ,/'  )  —  (I  'l>i  (  .r  ) 

c''  «l»  ( .r  )  —  '!>,  (  X  )  —  ■ , 

(I, 

Cl   eellc  fiaction  dont   le  nuiiu  râleur  csl  essentiellcmenl   entier, 
d'après  ce  qni  a  été  (ialiii  à  it-ijard  des  polynômes  $(x)cl  4>)  (^), 

ne  |»eiil,  sans('lre  nulle,  descendre  au-dessous  de 
L'expression  découverte  par  Lambert 


a 


T 


(|ue  jt'xite  ainsi  demplojer.  nen  reste  pas  moins  un  résultat  du 
plus  grand  prix  et  qui  ouvre  la  voie  à  des  recherches  curieuses  et 
intéressantes.  En  supposant  par  exemple  j"=  2,  on  peut  présumer 
(pi  il  restera  quelque  chose,  de  la  série  si  simple  des  fractions 
intégrantes  ayant  pour  numérateurs  le  nombre  constant  4,  dans  la 
fraction  continue    ordinaire  équivalente,    dont   les   numérateurs 


seraient  l'unité. 


En  elî'et,  il  paraît  que,  de  distance  en  distance,  viennent  alors 
s'ofiVir  des  quotients  incomplets  continuellement  croissants.  C'est 
du  moins  ce  qu'indique  le  résultat  suivant,  du  à  M.  ("i.  Forestier, 
ingénieur  des  Ponts  et  Chaussées,  à  Rochefort. 

H.  —  m.  r, 
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Prenant  1  expression  que  nous  a\ons  en  vue.  à  partir  du  ternie 

où    les   fractions   intégrantes  sont  inférieures  à      ,  eest-à-dire  la 
(piaiilité 


I  1  -r- 


1 J 


M.  Forestier  a  trouvé  pour  la  fraction  continue  ordinaire  étpti- 
valente 


7 


la  série  suivante,  des  c[uotients  incomplets,  q.  q\  q\  à  savoir  : 

2,2.     I  ,    20,     I  .     10.     1  f).     \  .    1.     1  1  •    7-     1,3.     1.5,1.1,1,   20,    3,    I  , 

3,  67,  2,  2,  3,  1,5,  I,  3,  3,  \\-, 

Or,  on  y  ^oit  figurer  les  termes  19,  20,  G-,  147,  <pii  semblent 
ju-lifier  celle  prévision  ('). 


(')  Les  nombres  indiqués  ne  sont  pas  exacts.   M.  Bourget.  ayant  exécute  deux 
fois  les  calculs,  a   trouvé  la  suite  2,  i>,  1,  i>(i.  i.  lo,  19,  i,  3,  i.  i>,  2,  2,  70,  18,  i, 
I,  3.  L'.  j,  I,  3,  33,  I,  i'(.  '|,   ....  E.  P. 


SUR    l\E   i:0L  VTION   TKWSCENDAME 


Bulletin  des  Sciences  ma  thématique  s  et  tislronomicjucs, 
t.   \\ .    fS;!,   |>.   (11. 


So\l  f[x)  une  foiiclioa  rationnelle  de  la  forme  suivante 

A  B  L 


X  —  a        .r  —  b  X 


les  (|ii,inlil('s  a.  h.  ...,  l  étant  toutes  réelles,  et  les  coefficients  A, 
i>,  ...,  L  réels  cl  positifs:  je  dis  en  jM-emier  lieu  que  l'équation 


où  a  est  une  constante  positive,  possède  //  +  i  racines  réelles, 
//  désignant  le  nombre  des  quantités  ^/,  A,  . . .,  /,  comprises  entre 
—  I  et  +  1 .  Soil,  en  ellét,  pour  un  instant; 

V{x)  =  loga    ~^'^  —f(^), 

et  désignons  par  i;  el  k  deux,  termes  consécutifs  de  la  série 

«,    b,    c,     ...,     /, 

lu  su[)posant  les  termes  rangés  par  ordre  croissant  de  grandeur,  de 
sorte  que  la  fonction  rationnelle /(jc)  soit  finie  et  continue  lorsque 
la  variable  est  comprise  entre  les  limites  ,1?  el  //. 

Cela  étant,  la  fonction  loga -,  et,  par  suite,  F(j:)  sera  elle- 
même  réelle  el  continue  entre  ces  limites,  si  on  les  suppose  infV-- 
rieures  en  valeur  absolue  à  l'unilé;  or,  ajanl  pour  s  infiniment 


i3-2  (>:i  VRKS  i>K  ciiAnr.KS  hkrmite. 

pelil  et  positif 

<^'  ,^    ,  Il 

V  (g-  -i-  t)  = ,  lu  h  —  £ j  =  -+-  — , 

cesl-à-dire  deux  résultats  de  signes  contraires,  nous  en  concluons 
pour  l'équation  proposée  l'existence  dune  racine  réelle  comprise 
entre  g  et  h.  J  ajoute  qii  il  n  v  en  a  (piiine;  car.  en  prenant  la 
déri^ée  de  F(x),  on  obtient  cette  expression  positive  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  entre  —  i  et  -h  i  •  sa\oir 

I  —  X-        (  ./■  —  a)'        (  ./■  —  b  )-  (  .r  —  /  )'' 

de  sorte  que  F(^ )  va  continuellement  en  croissant  depuis   —  — 

II 
jusquà  +  —  5  et  ne  s'annule  par  conséquent  (pi'une  seule  fois.  En 

désignant  donc  par  n  le  nombre  des  quantités  (f,  b,  ...,  /.  qui 
sont  comprises  entre  —  i  et  -4-  i ,  nous  prouvons  ainsi  que  léqua- 
tion  proposée  possède  /i  —  i  racines  réelles;  mais  ayant 


F(—  I-^£)  =  lo 


X  • 


quantité  infiniment  grande  et  négative,  on  voit  de  plus  qu'il  existe 
encore  une  lacine  comprise  entre  —  i  et  le  terme  le  ])lus  voisin  de 
la  suite  c/,  />»,  ...,  /:  enfin  une  dernière  racine  se  trouve  pareille- 
ment entre  le  terme  le  plus  voisin  de  l'unité  et  l'unité,  attendu  que 
l'expression 

F(I  —  £)  =  \o^'x^—~^ 

est  infiniment  grande  et  positive. 

En  second  lieu,  je  dis  que  l'équation  proposée  ne  peut  admettre 
aucune  racine  imaginaire  dont  le  module  soit  inférieur  à  l'unité. 


Soit,   en   eilet,    ^  =  a  -t-  3  y/- —  i    une    telle   racine;    on  trouvera 
d'abord 

j./         r,    I \  Afa  —  a)  B(a  —  6) 

/  \  a  -h  y  y/  —  I  )  = 


~  -' ^-'  [(a  — (0-+!^'  ^  {x-bf-^'y-  -•■\' 
Pour  calculer  ensuite  la  \aleur,  que  l'on  sait  être  unique  et  entiè- 


~l  II    IM      ItJIVIION     I  llWSCKMiVMi;  l>5 

reiiicnl  (iL-lci'iniiiif.  Ar  1  expression  l<»^ '—>  loixiiir,  citiiloiiiit'- 

iiinil    il    1.1   sii|i|iosili()ii    r.iilf,    le    inoiliilr    ilr   .7' =  a -+- [i  y' — i    esl 
inférieur  à  runil«'\   j Ciiiploierai   l.i    n'I.ilioii.  aiMr  ;i   M-rifier, 

-.  ^  1 


t,      _  1 


Or  DU  ru  ({(''iliiil,  t'u  liii^iiiit,  pour  un  iiiduk-iiI  . 


/•" 


'  ~i _t_  '^i 


lU 


^  -1 


_^  _  ,       7  s(a  -  3i/— I  I 


et  l'nii  viiii  ainsi  (juc  le  coel'licicnl  de  |j  y/ —  i  esl  l.i  (juaulilr  esseu- 
lielleiueul  positive 


(Iz 


y.  —  -^  ) — ^  j- 


Ayanl  donc,  |)(nii  ce  jnème  coenicienl  dans  l'expression  de 

-/(a--3v/~), 
une  quanlilé  qui  esl  éj^aleuienl  |)ositiv<',  à  savoir 


A  15 


nous  reconnaissons  que  la  partie  imaginaire  de  F(  a  +  [i  y —  i  j  ne 
peut  jamais  s'évanouir,    de   sorte   que   notre   équation    n'admet, 
comme  nous  voulions  l'établir,  que  des  racines  réelles. 
La  relation  précédemment  employée,  à  savoir 


le. 


I  -t-  X 


'       riz 


^  \-X  I  1  / 

X 


i3.î  iï:uvres  de  ciiarles  hermiti:. 

donne  lieu  y  celle  lemarqnc  (|iie.  en  posant 

=  a. 


1  —  ./' 
d'où 

■^  1 


loea  =     1  


celle  des  \aleiirs  en  nombre   inlini   du  logarlllinie  qui  se   Irouve 

"^  "  ri  - 

ainsi  représentée  par  l'intégrale  déllnie  est  l'intégrale    /     -^,  en 


'  1 


supposant  que   la   variable   ;  décrive  la  ligne  droite  joignant  les 
deux  points  qui  ont  |)our  afflxes  i  et  a. 


KXTU.MT 


Il  im; 


F.KTTiJi:  m:  m.  ch.  iikismiti:  v  m.  ivu.  (i(»i;i)\N, 

SUR  I.'KXIMIKSSIO.N   l  si,,,  +  \  .os, +\v 


Jniirnal  de   Cfcllr.    i.    7(1.    |i.    H^^-'\\^>.. 


.  .  .    l'.ii  allciidiint,  c'est  des  riMclions  conlimics  ;il£;'t'ln'ii|iM'--  (jiic 

je  j)rcinl-  l.i  liliiih'  <!<■  \()u-^  cnlrelcnir.   dii   |iliil,^l  d  une  extension 

(le  ccllr  llM'orie,  avant  clicrclii-  le  svst(Mn(;  des  polynômes  entiers 

en  X,  [  .  \  .  ^^  .  ifis  (|iic  le  (lt'-\(do|)pemeiil  de  lexpressioii  à  trois 

lernirs 

LI  «in  J7  -r-  \  cos:r  -i-  W 

comincnci'  |i,ii'  l;i  |ilii>  liaiilc  [xiissance  j)ossil)lc  de  la  xaiiahle.  Ces 
polvnoines  forment  une  série  douhlemeni  infinie  ain>i  (|iip  poii- 
\ait  le  fairt!  présiiinei'  l'analojiie  avec  la  théoiif  arillimclifuic  des 
niliiiiiia  ■>iicc<'s>ir>  de  la  (|uanlil(' 


X  -~-  a 


y 


où  (I  et  l>  sont  des  constantes  niun<;ri(nies,  ./•,  y.  z  des  noml)res 
entiers.  Ces  minima  s'obtiennent.  <'n  cllct.  par  la  ri'diKiion  conti- 
nuelle ilr  la  roriiic  (juadratique  ternaire  : 


/  7    0      y- 


où    entrent    deux    indéterminées   y.   et   |j  auxquelles  doivent    être 
attrd)n»''es  toutes  les  valeurs  de  zéro  à  I  indni.  La  première  série 
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conduira  à  la  IVachon  continue  de  Laniherl  : 

./ 
laiiij./-  =  


et  s  oulienl  ainsi. 

Soil 

A  =  ?inj", 

puis  successivemeni 


A 


/      A.r  dx    =  sin.r  —  .r  cosa", 
Ai=  I      A,.r  rf.r  =  (  3  —  .T-)  sin.r — 3.rcosr, 
A^—  I     Ao.r  r/.r  =  (  I  ■)  —  G.r-js'inx  —  (i».r  —  ^r^icos.r, 


et,  en  général, 

A„+i  =:   /      XnT  d.r. 

Les  formules  élémenlaires 

/  cos.r  F(^)  dx  =  sin.r  £  ( x)  -h  cos.r  £' ( x), 

j   sin.r  F  (.r)  dx  =  sin  x  £'  (x  )  —  cos.r  £  {x  ), 

où  Ton  suppose  F(j")  un  poljnonie  entier  et 

£(x)  =  F(.r)—  F"(.rj  —  F'V.r  )  —  ..., 

montrent  que  x\,;  est  de  la  forme  L  sin.i-f-^  cosj?,  U  et  V  étant 
des  polynômes  entiers  dont  l'un  est  du  degré  /?  et  l'autre  du 
degré  n — i.  En  second  lieu,  si  l'on  part  i\\x  développement  en 
série  : 

A  =  sin.r  =  jt — -  H ^ — —^  —  •  •  • , 

on  en  conclura  aisément 


A„  = 


l  .  >  .  J  .  .  .m  -r-  \  I  .  '  .   ).)...  'i  « 


M  11   I.  I  M'iii  >»ii«\    l    -iii /•       V  rosT -^  W  . 
un  rncorc  , 

I  (  —  I  )'-.r'^ 


_  -r--"  •  1  V 


A„  =  r 


im>.A     ■-  1}{aA  -r-  i  }.  .  .Ci./^  -r-    Ul  -      I)    I  .».  J.  .  .//■ 


Le  premu.T  leiin»'  «le  cittc  -('•lir  •'•liinl  «n  ./•-"+',  nous  \n\c/  (|iie  U 
ri  \    soiil   Itieii   1rs  |)olvn()iues  ([iii  n'siillciil  ili-  ht  iIu'-oim'  de-»  hac- 
Inms  cnntmiK's.  Mai»  on  iii-iit  v  pars  fini'  par  une  aiilit-  \(>ii'. 
Soil 

[)iiis  successivenieiil 

^                1     t/\l          ^iii.r — .7-cos.r 
tr,  = 7-    = , 

I    t/\ii   _  Ci  —  .r-)  ^\i\.T —  j.rcij-r 

\l*  ^  —  —    — ; —    ^~^    : > 


Ua 


I    f/K.>         (1  "(  —  Gj"*)  sin.r  —  (  I 'i./-  —  .r'iio^r 


et,  en  "ônéral. 


W/;-hl  -  ,   . 

./•     if.r 


On  reconnaîl  imiiK-dialeinent  «inon  anr.i 

L  sin.r  —  \  cos.r 


^"~ :;:iJrrv 


{]  et  V  étant  encore  des  polynômes  dont  Inn  est  de  de_i;rt'  //  et 
raiilre  de  deî^ré  /t  —  1  ;  on  ol)lient  aussi  facilement  la  série 


Il  s  ensuit  que 


et,  par  conséquent. 


c'est-à-dire 

A„+i  =  (  -j  /?  -+- 1  )  A„ j—  X . 

lie 


l  io  (IKIXKES    DE   CIIAUI.KS    llEliMlTK. 

mais 


-  A,;-,.r, 


,/.r 

(i   nmis  pnrxoïKin^  cnlrc  Iroi-  h'rnirs  ronS(''ciilifs  à  la  rclalion 

De  là  sp  lue  la  fraclion  continue  de  Lamherl.  et  It'qiiation  diUé- 
renhelle  des  transcendantes  df  Bessel.ll  suffit,  en  ellel,  d'observer 


que 


q 


_     I     ^/A„  _      I     /  >/-  A  „  1     r/\„ 

r    ax  .'■-       dx-  x    dx 


poiii-  passer  de  rt'jialité 

.  A„  =  (  ■>,  /i  —  1  )  A„_i  —  A „_î.<-î 

à  celte  équation  si  connue 

-1^--    -jy^   '"'  =  ''■ 

dont  une  seconde  solution  est  donni'e  comme  il  est  aisé  de  le  voir 
par  la  formule 

\,i  =  l"  eus  A' —  V  si  1)7-. 

Je  vais  maintenant  sortir  du  domaine  des  fractions  continues,  et 
(l('(iiiir  une  seconde  série  de  pohnDines  U,  \  ,  W  .  en  posant 


lî.=    f     \n 


/x. 


puis   successivement  une  troisième,  une  qualncme.  etc.,  par  les 
relations  semblahles 

Ca  =  f    B„  dr,  D„  =  f    C„  dx. 

Les  formules  d«''jà  employées 

/  cos.r  F(.r)  dx  =  «in^r  i  ( x)  -+-  cosj-  f '(  .r), 
/    sinj"  F(  ,r)  dx  =  siii.x'  JJ  (x)  —  cosu-  1*  i  ./■  j 


SI  II   I.  iAi'Ul.s>li».N    l    ?iii.r        \   lo^i         \\  .  i3<) 

(loniirlil    l.i    ri)|ii|)(i>lll<)ll    tic    •(•>    (|ii;illllli><.    <(    iiHUlliriil    i|ii  tii   ilr^i- 
:;ii;iMl   |i;ir  I '„   le    Icniir  -ciK'i-.il  il<'  l.i   ^ci  ir  ilr  i.m^  />.  nii  .iiii.i 

|'„  =  U  sinx  - :-.V  COS./-       \\  , 

U    cl   \    ilanl   (If-.   |Mi|\  iiuiiic>  nilirr^.    riiii   du   .|i-i:i('    //.  liiiilic  du 
«Icgré  /l  —  I  .   il    W     dr  df;;i(''  />  —  I  .   <  )l     le    dt\  t|(i|i|)Ciii(li  I 

X"*     1   >/■ -4- ■>  )(  >/.•  •       i).  .  .( '2/         ■>  /i  \{~-  i)''.r-'' 
l\,  =  j-î"  •  /'  > , 

^^/,  \   .■>..\.    .   .Xh    -^    fil    -T-  l> 


dolil    le   |in'iiilrr  Iriiiir  c^l  de  dc;L;rt'    >  Il     •    l>-  ■'  l'K'H    l'i  lurilic  Noillur. 

Cos  mêmes  (Hiiiiil  ih'^  |)rii\  cul  ^"uhlciiir  du  ne  ;iiil  ic  iiianicrc  comme 
il  ^11 1 1 .   l 'o-Mii-.  >ii  i\  Miil   (1  ne  />  c-l    |iii  II'  on   I  ni  |);nr. 


x-  .r*  ,  ,/' 

I .  »        I .  ■>. .  î .  4 


.ri'    - 


I  .'. .  .  ./>  —    '. 


on    hii'ii 


(—11- 

Tl' 


.r' 


p-\ 


s  m./-  —  .r 


I  .  > .  ) 


(-  I 


.'/•/'-•■! 


\  .   >  .  .  .1)  —  ■.'. 


et  faisons  siicressivemcnl 


Fi  — 7-  '  4-'2  — ,  —7— 

./    (i.r  ./     r/./ 


V«.i  = 


(lellc  loi  de  lormalion  donne  1res  lacilemenl  le  d«'\  eloppemenl 
en  série  de  ^1,;.  en  pai-lani  du  dévcloppemciiL  de  p.  à  sa\oir 


P  = 


On  relrouve  ainsi 

-^   (•>./>■—■.;,)(•>./.■ -4-  i  I. .  .1  u/.- -f- 2 /Oi"— I '■'■•'"-''■ 


ce  (|iii  eondiiil  à  la  relation 


Vn 


,/•-"+/' 


(l'on  1  on  lire,  eonime  pour  les  quanlil(''S  A„,  celle-ci  : 


l4o  OElVItES    I)K    CIIAI«Li:S    IIKH.MITi:. 

Mais  la  dérivée  —j-^  c-l  le  //""'"'  terme   de  la   (n —  i)''"""  série:  fai- 

sant  done 

p  =  '2.    ).  4.    .. ., 

nous  aurons  snecessiveinent 

•'»/;+ 1  =  (•'  /'  -i-  i  )  H/,  —  A„.r. 
C„+i  =  (  ■;>  /*  —  3  )  G,,  —  B„  .r, 
D„_^,  =  (  2  n  —  4  )  D„  —  C„  X. 

J  ai  ealculé  parées  formules  et  eelles  qui  concernent  A,;  les  valeurs 
suivantes  : 

Ai  ^  sina?  —  x  cos:r. 

A2  =  (3  —  ^-)  sin.r  —  "îx  cosa?, 

A3  =  (  1  >  —  6.r-  )  sin.r  —  (1  j.r  —  x^  )  cos.r, 

A i  =  ( I o j  —  I\'i x- -X-  x' )  ■i'xn X  —  (\Ç)'tx  —  \ox'^)  cos r , 

A5  =  (  94  '  —  ^^Çi x''- -\-  I  ').r*)  sin./-  —  {i)\'^x  —  loS.r^-i-  .r»)  co?,r, 

Bo  =  —  cos.r  -i-  I, 

Bi  =  —  ,r  sin  x  —  2  cos.r  -4-  i, 

B,  =  —  3a"  sina:-  —  ((S  —  x"-)  co'sx  ^  S, 

B3  =  —  (33.r  —  x^)  sina"  —  (jS  —  9^-^  cosa-  -^  48, 

B;  = —  {-i'oix  —  i4a^3  )  sin.r  —  (384  —  Hja^^H-  .r*)  cos.r  -r-  384, 

Bi  =  —  (289  ).r  —  i85.r3M-a^5)  sina-  —  (  38(0  —  Qjia:-^  îio.r^)  cosa" -f-  0840, 

> 

Co  =  —  sin.r  -i-  .r, 

G 1  =  —  3  si  n  a"  -^  .r  cos  a:-  -H  x  x, 

Go  =  —  (I  >  —  X-)  sin.r  -1-  j.r  cos.r  -i-  S.r, 

G3  =  —  ('io5  —  wix-)  sin.r  -f-  {'j-  x  —  x'^)  cos.r  -+-  4!^-^') 

Ci  =  —  (94  J  —  1  4  I  a™-  -^  .r  ■•  )  si  n  a-  -^  (  j()  i  .r  —  1 8  a:^  j  cos  x  ~  384  ^■ 


Do  =  cos.r  —  I , 

'J. 


î 

.r* 


Di  =  r  sin.r  -i-  4  cos  a?  -h  x-—  4, 

D.2  =  9a?sina7  -\-  (24  —  .r^)  cosar-i-  4a"- —  -24, 

D3  =  (Hja^  —  .r3  )  sina"  -^-  {\()>.  —  i5.r"-)  cos.r  H-  24.r- —  19'., 


-I   r\     l.'lAl'HISMilN     l     villJ--;      \     V>i^T  \\  .  |{| 

C'est  inainlenaiii .  Midisicdr.  (|iic  sr  |)it''s»'iiic  iiiir  (|ii(-tiipii  ;iiiili- 
Mictiiiin'  <l  lin  i:i;iiiil  iiih  ni.  Sii|>|)nsiiMs  .y  =;;  f.  rii  Liisiinl  [npiir 
al>i't''j;rr 

la  <|ii.iiilU*' 

|'„  =  U  siii  j;  -H  V  cosa-  -+■  W 

|)r<'iiiliM  l;i  loniic  ^iii\  iiiilr, 

«■-"-'/'(  uh  ■■'  i7/'-T-  11'), 

où  //  ri  \-  sont  loiijoiirs  (les  iioiiihres  entiers,  n*  |)oiivanl  être  (vac- 
liunnaire.  mais  tle\enant  ('i^aleinonl  ciilici' (|ii;m(l  //  ciihI  an  delà 
<l Une  cniaiiir  liinitr.  On  a.  en  cilcl, 

1/, 

^'  /'  V  '  f  —  /'  '  ^  /'    -/■"  —  •'  I  ..■(/'  —  /•  —  /  'i  —  •'.  )  (—  I  )-  '  t'' 
\y  —  —  (  —  I  )-     ^ -, j 

(Il  supposa  ni  /,=  o,  2,   ^\,  ....  />  —  :>.,  si  />  csl  pair,  el 

'■^^y^  (  p —  /,)(  p —  /•—■>  K  ..(  p  —  A- -h  ■>/>  —  ■>)( —  \)   -i   x'' 

^^  =  (  —  n  -    >  -^ '- '— — , 

Mm*  I  .  y.  .  }  .  .  .  A 

en  faisant  /.•  =  i .  3.  5,  ...,  p  —  2,  si  p  esl  iin|)ali':  r)r,  dans  les 
deux  cas,  il  est  visible  que  le  coefficicnl 

[  />  —  />■)(/'  —  k  -^  -i) .  .  .  {  />  —  A-r-  ».  //  —  •>,  ) 

finit  par  devenir  cnlifr.  (](;ja  pos('',  les  divers  syslènicj  des  nombres 

X  =  u,        y  =  c,         ^  =  w 

donneront-ils  des  niinima  de  la  fonction  linéaire  x/i -\- yh' ^  z'? 
Vous  connaissez  la  découverte  mémorable  de  Diriclilet  sur  les 
minima  des  fonctions  linéaires,  à  un  nombre  quelconque  dindé- 
lerminées;  en  arithmétique  elle  me  semble,  si  je  puis  dire,  aussi 
importante  que  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques  |30ur  l'Analyse. 
Mais,  tandis  que  les  fractions  continues  sont  d'un  emjiloi  usuel,  les 
ajtplications  numériques  des  théorèmes  de  Diriclilet  restent  comme 
impossibles,  et  à  cet  égard  je  reconnais  n'avoir  encore  guère  avancé 
la  question,  en  déduisant  ces   théorèmes  de  la  considération  des 


ijv»  (»:i:VRi:S    l)K    CHARLES    HEIUIITK. 

formes  (|iiatlrati(|ues.   Me  plaoaul  toiiterols  en  ce  momenr  à  mon 
|>oinl  (le  vue.   j'ensisage  les  minima  de  la  loinic 

OM  a  el  3  sont   i)()silirs  et  dont  llnvaiiant  est  D  =  —r-  Ces  minima 
il  ai 


>ali>foiil  à  la  condilion/<y/2  IJ:  or  le  produit  (A. r -^ //')  — 

^)  >  d'où  cette  relation  indépendante  de  a  et  |j, 


a  |)()iir  maxiniiim 
sa\  oir  : 


/2 


En  ap|)li(inant  ce  critérium  aux  nombres  donnés  par  les  quan- 
tités B„,  on  reconnaît  immédiatement  cpTils  ne  peuvent  convenir: 
mais  dans  les  séries  suivantes  je  trouve  : 


fCo=i(i/(  —  7//'— s 
D,  =  —  9 /'  —  ?  J  /''  —  '-iS 


3. J.G.; 

1 


D3  =  —  8!S  A  —  10-  /(  '  —  2 1  (1  = 


j.^.d.;.^ 

I 


;> .  5 . 7 .  S .  (  ) .  I  u 


/  E  •  =  —  J  ')  >  //  -T-  1 2 4  // '  —  -ioo  =    r;—. 3 

"  i. J.7.S.9. 10. 1 1 

I 

F3  =  1G6A  —  Joi  II  —  J7S  =  - 


F,  =  o3'i7  //  —  G I  '.G  //  —  G73G  =  —  - 


3 .  J .  7 .  S .  (  ) .  1  o .  I  1 .  i  •  A 
I 


3.  3.7  .9.  10.  I  I  .  l'2.  1  3.  I4 


et  vous  voyez  que  la  condition  requise  est  complètement  remplie, 
le  calcul  par  logarithmes  donnant  dans  le  dernier  cas 

■>3>.-.t'.i3G  ,.      „ 

o.u()OoO. 


3 .  j .  7 . 9 . 1  <  ) .  1  I  .  I  2 .  1  > .  I -i 


Mais  je  reviens  à  rAlgèbre,  pour  considérer  les  expressions 
rationnelles  approchées  de  ûnx  et  coso;-  données  par  deux  équa- 
tions telles  que 

A„=  o,        B,i  =  o 


sru  I.  i.\i'»i.s>H)N   l    >iii./        \  lus./  -r-  W  .  I  j  { 

«Ml   l>ien 

H„  =  II.         C„=o;         (;„=(..         I>„.    ti.         .... 

Daii^  II'  |>it'iiii<'i-  Cl-..  |i,ii-  t'\rm|>l<'.  oii  liiiii\r  |Mtiic  n  i^  i .  •>,  3  cc> 
\  .il<'in>  ; 

>  j'  ■>  \.r  - Mt.r  —   |S./  • 

Mn.r  — 


V.  .1-  J!  î  -r-    i  ./•*--  ./*  7  U)  —  7V../*-       ()./•• -r-J- 

»  »|  —  8./-  720  — u.ss.rî 

co*.*'  =ï  = =^  > 

V.  —   ./•-         '  i    ■-  1''-+-  •'■'        /"'•"  -^  7'.r--—  (i.r*-:-  ./•'' 

fl.  l'ii  ut-iiti  ,il .  il  t'>i  aisr  île  \oir  ([n  elles  seroiU  ilc  l.i  loiiin; 

S  r 

cosx  =  T-)  siii.r  =  T-. 

15.  S  il  r  l'hiiii  i|i'^  |>(»lvnomcs  eulici-»  ilmii  lr>  |)i(_'iiiii'i>  ren- 
loniienl  seulemriil  dr?  |uiissances  paires  et  le  Iroisiènie  ilr>  |»iii>- 
saniH'S  iin|iairt'-  ilr   la  variahlr.  I-'n  (léiiuisanl  d'alxiril  <lrs  ri'lalii>ii> 

|Hi)[)nsée> 

.   .  S  — /T 

C05X -r- i  sin  .r  = , 

1 1 

j  iil)serve  c(iie,  «.1  I  i»n  rliaiij;e  x  en  — ix,  on  se  lions  e  aiiieui-  à  tiue 
(■\|iression  entuTeinenl  réelle  de  1  exponcnllelle  c'.  par  une  Irac- 
linii  duiii  le  diMioiiiinaleur  ne  contient  que  des  puissances  paires. 
Sdus  ce  pninl  de  nui;  [)1us  simple,  je  remarque  qu'en  posant 

nu  peul,  eu  i^r-m'ial.  ili>poserdes  coelficients  ^/„,  c/,,  ...  de  manière 
(jue  le  produit  e'  <I>(./)  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes 
de  X  manque  des  n  termes  en  x"'^i''^^ .  ./"+/'+-.  . . .,  x-"'^i\  et  soit 
de  la  forme 

11  résulte  qu'en  faisant 

II,(:r;=  1J(— .r) 

nous  aurons,  aux  termes  près  de  l'ordre  in  -^ p  -r  i, 

,      ll(.r)  ^      \\,{x) 


I  14  ŒUVIIKS    DK    CIIARI.KS    IIKRMITE. 

cL  il  sudiia  ilc  (■liani;er  j:  en  /'./•  pour  lelromer  sous  iornie  réollo 
les  expressions  f|ue  j  ai  eues  (Taljord  en  \  ue 

S  T 

K  K 

Oi'.  ces  polynômes  4>(,r)  el  H  (.2),  dont  la  considéralion  me 
semble  indispensable  pour  apjjiolondir  la  question  anlliméliquo 
dirii(  ile  (juc  j'ai  seulemcnl  touchée,  s Obliennenl  comme  il  suil. 

.1  applicpie  la  lormule 


f  Vit) €-'■>■  dt  ^—  e-t^-iit). 


où  F(^)  est  une  fonclion  entière  el  J'   la  quanlité 

Vit)        Vit)        F"(/) 


£{t) 


X  X- 


à   la   détermination    de    l'intégrale    définie    /     /"(i  —  t-)Pe  ^'^  dt. 

•  (> 
Pour  cela  je  remarque  que  la  relation 

/    Vit)e''-'^dt-=  iy^o)  — e---^  ii\) 

ineL  en  évidence  *\it\\y..  termes,  dont  le  premier  se  calcule  au  moyen 
du  développemenl 


/^  i>i  p  —  I  ) 

Vit)  =  l'i[\  —  t"-)!'—  t"—  i-t'tyi^i-  L — L .^/;+i_.  ..-!-(—  i)Pt"+-^l' 


(Hii  donne;  les  valeurs  des  dérivées  de  F(^  )  pour  1  =  0;  on  a  donc 
immédialemenl 

, ,    ,        I .  •>. .  3 . . .  /«        /)   I .  •'. .  3 . . .  n  -+-  •>. 

£(0)    Z=       ; i- h  .    .    . 

I  .  2 .  3  .  .  .  7i  -h  •'.  /->         \  .1.3.  .  ./i      ,     . 

-h  i — i)/' = 'i'ix), 

en  j)Osant 


fl>  (  X  )   =  X-P  —   -^  (  rt  -h  I  )  (  «  H-  •>.)x2/'-2 

■  (  «  -:-  1  )  ( n  -h  2 )  (  /i  -i-  3  j (  «  +  .'i  ) ^2/;- 1 


1 


1  .2 


M  H  I.  K\i'Hi>sioN   V  >'\i\x  ■+-  V  co$a--h  W.  I  i  J 

Soil  en  M'<  nml  lit-u  t  =  i  +  h;  les  dérivées  de  F(/)  pour  t  =  i 

s'ohlleiidiiml     <ii    «It'-veloppanl    suivant    1rs    puissances    do    //     la 

(|uaiililé 

F (  I  -+-  /j  )  =  (—  I  )/'  hf'(^  I  -f-  h  )"  (  ■}.  -f-  /j  )/'. 

Faisons 

(  I  -t-  //  )"  (2-4-  /l  )/'  =  A  -4-  l{  A  -^  C  A*  -T-  .  .  .  -4-  /»"  +  /', 

<i  Ion  en  conclura  «.cuiMahlemenl 

^("=     !,.!;...   ^"(^)> 

en  écrivant  pour  abréger 

[I(j-)  =  .\j-"+/'-+-/>Bx"-+-/'-'-i-/>(/j  -i-  i)Ca7''+^-2_j_.. ,, 

Ceci  posé,  et,  en  observant  que  l'intégrale    f     l"{\  —  r-)P  e~^^  dt 

peut  élrc  évidcuiiucuL  développée  sous  la  lornie  î  -\-t^x-\-t-2,x--^...^ 
la  lelation  à  laquelle  nous  sommes  amenés,  à  savoii" 


2. 


I  .v».  ■)...«.  ,  ..  (—  i)/M  .•>,.{.  ../>,,, 

donne  facilement 

I  .■.'..  3 ...  /i 

Les  polynômes  cherchés  sont  donc  ainsi  obtenus  d'une  manière 
générale,  mais  je  n'en  ai  pas  jusqu'ici  fait  l'étude  approfondie.  J'ai 

seulement  remarqué  cjuc  l'intégrale  définie    /     t" (i  —  t'^)P  e~^^ dt^ 
et  ces  deux  autres 

/       t"(i  —  f^}i'e-''-dt,  f     t"(\  —  t^)i'e-'-<--  dt, 

satisfont  à  l'équation  linéaire  du  troisième  ordre 
d^  y  ^    d'^V  dy       , 
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EXTRAIT 


D  UXE 


LETTRE  DE  M.  Ch.  HERIVIITE  A  M.  IJOnCllARDT, 

SUR 

QUELQUES    APPROXIMATIONS    ALGÉBRIQUES. 


Journal  de  Crelle,   t.   76,  p.   34'2-3'i45    iSjS. 


...  Je  ne  me  hasarderai  point  à  la  recherche  d'une  démonstra- 
tion de  la  transcendance  du  nombre  tt.  Que  d'autres  tentent  l'en- 
treprise, nul  ne  sera  plus  heureux  que  moi  de  leur  succès,  mais 
croyez-men,  mon  cher  ami,  il  ne  laissera  ])as  que  de  leur  en 
coiUer  quelques  etlbrts.  Tout  ce  que  je  puis,  c'est  de  refaire  ce 
qu'a  déjà  fait  Lambert,  seulement  d'une  autre  manière,  au  moyen 
de  celte  égalité 

A,,  =  U  sin,r -H  V  cosic  =  — ; /     (i  —  z"^)"  co?,tz  dz, 

où  A,i,  U  et  V  désignent  les  mêmes  quantités  que  dans  ma  lettre  à 
M.  Gordan.  Vous  savez  que  U  est  un  polynôme  entier  et  à  coeffi- 

cients  entiers  en  x-  du  degré  —  ou  selon  que  n  est  pan-  ou 

impair;    il    en  résulte    dans    le    premier   cas,   par   exemple,    que 

-  -2       .  „        .        6 

pour  .r  =  ->  en  supposant  que  —  soit  une  traction  — .  on  aura 

-  n 

a2 


SI  II  t,ti  i.i.oi  i.>  Ari'iiliMM  \  I  i(i.N>  Ai.i.i.unigLKS.  ii7 

itii    \  (">!  eiilKT,  «l  la  i(.'lainiii  |iro|)Oséf  «lonn<; 


6\î /h\" 


— —    —   /        Il  —  Z-  )"  (•()>  ClZ 

-n  ■*..{...'  Il  .'  f. 

r  "  •  «Il 


a» 


(Kl    I 


tK'll 


miirS 


/     (  I  —  c2  )»  eus  —  dz. 

■>.  Il        .  '  ;>. 


Or,  on  met  imiiiédialcnicnl  une  impossihllilé  cii  c\i(Jcnce,  puisque 
le  second  menil)ro  cle\  ienl,  sans  pnii\  oir  jamais  s'annuler,  plus  pt-til 
<|m'  loule  (pianlitt*  donnée  (juaiid  n  au^uienle^  Je  premier  élanl 
un  nombre  entier. 

\  oici  une  autre  conséquence  de  l'expressiijn  de  A„  par  une 
iiitti;ialr  (ji-linie;  on  en  tire  nisémcnl,  sous  forme  d'inLégrales 
doubles,  les  (juantilés 

en  emplovant  les  formules  élémentaires 

f    dx  f  /{x)dx=  I      {x  —  z)f{z)dz  =  x^-  f  {i  —  l)fÇkx)dl, 
f    dx  f    dx  f  /(x)dx^  f    '''~''^^/(z)dz 

=  fi  r  (x-\ff{\x)d\ 

î 

et  il  \ienl  ainsi 

i..i...p— 1.2.4. ..-2/1, 1^      J^  '  ^ 

Mais,  sous  un  point  de  vue  plus  général,  supposons  les  f  poly- 
nômes :  $„i(j7),  <ï>«(.r),  ...,  4>^(j?)  des  degrés /«,  /?,  ...,/•  déter- 
minés de  manière  que  le  dé^eloppement  suivant  les  j)uissances 
croissantes  de  la  variable  de  la  fonction 

f(x)^  e^-^<t^,n(x)^e?>-^'i>n{-r)-^...-^^,.{x) 
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commence  au  terme  du  degré  le  plus  élevé  possible  en  ^"'+«+- ••+'•+«  - 1 , 
En  multipliant  par  une  nouvelle  exponentielle,  e'^-^,  el  formant  la 
suite  des  quantités 


dx. 


f,{x)=  j     e'^''-f[x)dx,         M^)^  f  fi{^) 
fs+i(x)  =    /    fs{x)dx, 

«-0 

il  est  clair  que  la  dernière  sera  de  la  forme  suivan  le, 

fs+i{x)  =  e'=«  '-w'.r  'iV,n{x)  -r-  e'P+w^'-c  IF„(^)  -l-.  .  .  -4-  e^^  ^Vr{X)  -r-  ^Vs{X  ), 

où  Wm{^)^  W,i(x),  ...,  Ws(x)  seront  des  polynômes  entiers  des 
degrés  /«,  /?,  . . .,  5,  et  que  son  développement  commencera  par  un 
terme  de  degré  m  -+-  n  +. . .+  s  +  /.  On  en  conclut  aisément  que 
si  l'on  pose 

e(X,,>w,  ...,x,)  =  (i—  Xi)"(i  —  X2)/'...(i  —  X/)'X',"À?'^"+i. ..),;"+«+••■+'•+'■- 

A  =  (a  -  3))«, X,. .  .X,-+  (  '^  -  Y)X,X3. .  .X/+  (Y  —  û)X3X;. .  .X/-H. . .  ^-  wX  ,• 
on  aura  la  relation 


1     ^1 


C     f   ...   f  t)(X,,X2,  ...,X,)eA^f/X,  f/Xo...c^X/ 

i^  0      «^0  «-  0 


.r 


/«-+-/(-!-... -Ha  4- i 


où  0„;(j7),  0rt(j7),  ...,  05(^)  sont  des  polynômes  entiers  des 
degrés  m,  «,  ...,5;  c'est  donc  au  moyen  d'une  intégrale  multiple 
la  définition  du  système  des  polynômes  entiers  de  degrés  donnés, 
qui  donnent  la  plus  grande  approximation  de  la  fonction  linéaire 
composée  avec  les  exponentielles  e°''',  e?-^,  , . .,  e^''. 

Dans  le  courant  de  ces  recherches,  voici  une  question  arithmé- 
tique qui  m'a  beaucoup  préoccupé.  En  considérant  pour  une 
valeur  entière  de  x  la  fraction  continue 


e-^ —  I  X 


e^H-i  x- 


ne  doit-il  pas  exister  quelque  caractère  spécial,  à  l'égard  de  la 
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fraction  conlinue  ordinaire  rfinixalcnlr  dans  la(|ii(dlc  les  niinn^- 
raleurs  des  liaclions  intcgranlcs  Sdiil  liiiiit»'-'  .la\ais  [»!•<•  su  m»'- 
qu'au  moins  de  distance  en  dislance,  !•••<  (|ti(ili('nls  incomplets 
iraient  en  ;L;randissant,  et  c'est  ce  (|ui  se  linti\e  Jiis(|u  à  un  certain 
point  conlirmc-,  |)ar  le  r»-sidtal  suivant  que  je  dois  à  roMiyeance 
de  M.  P^oreslier.  Soil  j"=  3,  et  faisons 


q  - 


1 


la  suite  des  nombres  entiers  q,  q\  q".  ...  est 

I,  S.  1,1 6,  •.>.,  I,  1,2,  i,  i,  '.,  II,?.,  I,  7,30,1,8.4,  17,9,  (,  1,1,1,  1,9..  3,90 

Malheureusement  les  calculs  sont  si  longs  et  si  pénibles  qu'on 
ne  peut  espérer  troii\er  rpielque  loi  par  la  voie  de  l'indiiclion  ('). 


(')  Le  c;ilciil,  après  deux  vérifications,  a  donné  à  M.  Bourgel  la  siiilc  flin'ércnte 
de  celle  du  texte  1,  çi,  i,  i,  5,  2,  i,  8,  i,  i,  12,  2,  i,  7,  i,  3,  8,  '\,  (i,  i,  i,  fî,  i,  i, 
I,  I,  I,  2,  I,  2,  1,  I, E.  1'. 


SUR 

LA  rONCTION   EXPONENTIELLE 


Comptes  rendus  de  /'Aeadé/nie  des  Sciences,  t.   LXX\  II,  "  187 'î, 
p.    iS->.|,  74-791   2'^(>-'.>.3!,  285-293. 


l.  Etant  donné  un  noinhre  quelconque  de  quantités  numériques 
a,,  ao,  ...,  y.,i,  on  s;iit  ([uOn  jteut  en  approcher  siuiultanément 
par  des  fraclions  de  môme  dénominateur,  de  telle  sorte  qu'on  ait 


A 


-^1 

A 

AV 

A 

a-i 

= 

A, 
A 

-^ 

0.) 

A  V 

Â 

A„ 

'-n 

^  Av'A 

0|.  Oo,  ...,  0,1  ne  pouvant  dépasser  une  limite  qui  dépend  seule- 
ment de  /?.  C'est,  comme  on  voit,  une  extension  du  mode  d'ap- 
proximalion  résultant  de  la  théorie  des  fractions  continues,  qui 
correspondrait  au  cas  le  plus  simple  de  n  =  \.  Or,  on  peut  se  pro- 
poser une  généralisation  semblable  de  la  théorie  des  fractions  con- 
tinues algébriques,  en  cherchant  les  expressions  approchées  de 
u  fonctions  Oi  (^),  Co^-f),  •  •  -,  '-^ni^)  pai'  des  fractions  rationnelles 

-: >  -^-, —  >  •••> -^5  de  manière  que  les  développements  en 

série  suivant  les  puissances  croissantes  de  la  variable  coïncident 
jusqu'à  une  puissance  déterminée  x^\  \  oici  d'al)ord,  à  cet  égard, 
un  premier  résultat  qui  s'offre  immédiatement.  Supposons  que  les 
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lomiion^  '^,  i  ./•  i.  '^  .  (  ./;  ) -„(./•)  soicnl  liaiicN  d«''\  cluppahlcs  eu 

st-rirs  do  la  forme  a   —   j./-  -^  *'./•-' -4-,  .  .  et  l'aisons 

'\*{J-}=  \.r'"  -i-  |{./"'    '-f-...-i-  l\./-4-l.. 

On    poiina.   m  ^ciicial.   ilis[tnsri'  drs  roeflu'ienl>    \.    I> I.dt' 

manicrc  à  annuler  dan>  \i--  ii   |ll•(ulllil•^  'i/(  .r)  <l>(^.r  )  les  lernies  en 

tM         /M-I  ,.M— •J.,-t-l  ! 

•jL,  ('•lanl  un  nond)re  entier  arbilraire.  ÎNOu-  |»oserons  ainsi  un 
nonijire  d'(''(|nati(>ns  homogènes  de  lucmier  dcgn*  égal  précisémenl 
à  'jL,.  et  I  on  aura 

o/(  j- 1  ♦!>(  .r  »  =  <^,■('.r  )  -t-  £[  .r^'-^-'  -t-  z^x'^^-^-  —  .  .  .  . 

£,,  £j.  ...  t'iani  des  conslanles,  <I><(j")  un  polynôme  entier  de 
deiiré  M  —  'ji.,.  (  )r-,  eelte  relation  donnant 

,  _  <I>,  (.ri        E ,  .7-*'-^'  -+-  Ej  .r*'  *■-  —  ..  . 

(u\  \nil  (jue  les  dé\elo|»|)enienls  en  séiic  de  la  Iracliou  rationnelle 
et   de   la  fonction  seront,  en   effet,    les    mêmes  jusqu'aux   termes 
en   .r*',    et.    comme    le    nomhre    total    des    é((ualions    posées    est 
jjL ,  -f-  u. j  -r  . .  •  —  'J-,1-  il  sullil  d'assujettir  à  la  seule  condition 

les  entiers  'j./  restés  jusqu  ici  absolument  arbitraires.  C'est  celte 
considération  si  simple  qui  a  servi  de  point  de  départ  à  l'étude  de 
la  fonction  exponentielle  que  je  vais  exposer,  me  proposant  d'en 
faire  I  ap|)lieation  aux  (|uiinlités 

Oi(x)  =  e"-^,         Oi(x)  =  e''-^,         ...,         o,^{x  )  =  e''-^'. 

II.   Soit,  pour  abréger,  Al  —  /n  ^=  'j.:  je  compose  avec  les  con- 
stantes a,  h,  ....  h  le  polynôme 

de  degré  |j. -^  |j., -r- . . . -^  ;j.«  =  M,  et  j'envisage  les  n  intégrales 
définies 

e-~^\\z)(lz,  /     e-'-^V{z)dz,  ...,  /     c--' F{z  )  dz, 

»^  ^0 
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qu'il  est  facile  d'obtenir  sous  forme  explicite.  Faisant,  en  effet, 


:!{z)  = 


¥(z.)        F'(^)  F'Mi(s) 


nous  aurons 

et,  par  conséquent, 

r" 

/     e-~-'F(z)dz  =  J(o;  — e-^-'^S^C^), 


Or  l'expression  de  S{z-)  donne  iiniDédialement,  sous  forme  de 
polynômes  ordonnés  suivant  les  puissances  croissantes  de  —,  les 
diverses  quantités  cF(o),  ^{a),  J'{1^),  . . .,  et  si  Ion  observe  quon  a 

F(o)  =  o,  F'(o)  =  o,  ...,  FiH--i'(o)  =  o, 

puis  successivement, 

F(a)  =  o,         F'{a)  =  o,         ....         F(!J-.-')(a)  =  o, 
F(b)=o,         F'(b)  =  o.         ...,         FitA»-"(6)  =  o, 

• • î 

nous  en  conclurons  les  résultats  suivants 

où  le  polynôme  entier  ^(x)  est  du  degré  M — u.=z/??,  et  les 
autres  4>,  (^),  <î)o(^),  . . .,  $„(:r~),  des  degrés  M —  Ui,  M —  a^,  . . ., 
M  —  <j.„.  Cela  posé,  nous  écrirons 

e«-^*(a7)  —  *,(a-)  =j-«+ic"-'"  /    'e-=^-F{z)dz, 

•-  0     I 

•    • 5 

c/'-<^  *( .r  )  —  't>n (t)—  x^'+'  e''-^-  /    e-~-t-  F ( 3  )  r/^ ; 
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or,  les   intéyrak's  délinics  se  (l«'velo|)j)anl  en  séries  ilr   l.i   luiiiu' 

a. -\- ^^  j' -\- "'' X- -\- .  . . .   t'M    \(iii    i|iir   les  conditions   |n-«''('('-deniiiitiil 

posi'-es  roninio  rl«''(inilions  iln  ikhivciui  moilr  d  ;i|ijii<>\iiiiiiii()ii  dos 

loiiciKPiiN    -<•    tioii\<'Mi    ciiinifiiiriii    n'iii|ilies.    Nous   avons   ;im-i 

(ililrmi.  (l,iii>  luiilc  sa  généralilt',  \r  sv^lrine  des  fiaclions  lalion- 

,,        'l'|(./i     'l'jl.n                 «l>„(.r)       1  .  I'  •       . 

neik's  — .  -: y   •••.   -r >  (le  même  denominahui .  rcpic- 

sentant    les    fonctions    r"-^,    e^'' r^''.    au\    termes    près    de 

Tordre  x'*'^'. 

III.     Soit,    comme    ajtpiication,    /<  =  i ,    et    supposons  de  j)lus 
a  =r  ti.,  =:  m,  ce  qui  donnera 

,M  =  ■}.  m,         V{  z  )  =  z'"  { z  —  i)'"  ; 

les  dérivées  de  F{;;)  pour  ::  =  o  se  tirent  sur-le-champ  du  dé\e- 
loppemenl  par  la  formule  du  binôme 

T-  ,  ''*    ,       ■        lui  m  —  I  )    „      „ 

F(  -  I  =  Z^-'" -2W-1-J ;!/«-2_.  .  ._,_  (-_,)/«  -w 

I  I  .  >. 


et  I  on  fihtient 


r-'2m-A-'co: 


m  (m  —  \\ .  .  .(  m  —  A"  -t-  i  )  , 

=  : TT T (—  i/' 


I  .  -2  .  0  .  .  .  9.  /«  —  /.  1  .  >  .  3  .  .  .  k 

d'où,  par  suite, 

'i>ix)  m 

=  i/ni^ni  —  I )...(/?«-+-  I )  —  (o.m  —  i)( •) m  —  a )...(/??  h-  i )  —  x 


i.i.':y...ni 


■  (2/«  —  :>.){  im  —  3}...(  m  -^  \j  x^  —...-\-  ( —  i)'"  x'". 


Pour  avoir,  en  second  lieu,  les  \aleurs  des  dérivées  quand  on 
suppose  ;;  =  1,  nous  poserons  z  =  i  ~  /i,  afin  de  développer  sui- 
vant les  puissances  de  h  le  polynôme  F(i  +  /i)  =  /i'"(A  +  i)'".  Or 
les  coefficients  précédemment  obtenus  se  reproduisant,  sauf  le 
signe,  on  voit  qu'on  aura 

Ces  résultats  conduisent  à  introduire,  au  lieu  de  ^(x)  et  <P,  {x), 
les  polynômes 


i  .1.3.  .  .m  '        I   ■> . 3 .  .  . /n 
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dont  les  coefflclenls  sont  des  nombres  entiers:  on  mira  ainsi 


e^Wix')  —  n I C .r  )  =  f ■'■  /     f-~'' z<" {  z  —  \  V"  dz 

I .  ï .  j .  .  .  m      J^^ 

i.-2..3...m  J^ 


1 

'--'c"'('i  —  ^  i'"  f/; 


et  l'on  met  en  évidence  que  le  premier  membre  peut  devenir,  pour 
une  valeur  suffisamment  grande  de  /;?,  plus  petit  que  toute  ([uan- 

.T-"'  +  ' 

tité  donnée.  Nous  savons  eflTectivement  que  le  facteur  — '—- 

a  z('ro  pour  limite,  et  il  en  est  de  même  de  l'intégrale,  la  quantité 

z"'[i  —  z)'"  étant  toujours  inférieure  à  son  maximum    (--]      qui 

décroît   indéfiaiment  quand   ni  augmente.  Il  résulte   de   là  qu'en 
supposant  ,v  un  nombre  entier,  Texponentielle  e'"  ne  peut  avoir 

une  valeur  commensurable  ;  car  si  l'on  fait  e'^^— ^  on  parvient, 

après  avoir  chassé  le  dénominateur,  à  l'égalité 

A  rff.r  )  —  f/ TTiT-r  )  =  (— i)'" /     e^'^^'-'^' z'" (\  — z')'"  dz, 

l  .A.  J  .  .  ./Il    ,' 

dont  le  second  membre  peut  devenir  moindre  que  toute  grandeur 
donnée,  et  sans  jamais  s'éxanouir,  tandis  que  le  premier  est  un 
nomjjre  entier,  l^ambert,  à  qui  1  on  doit  cette  proposition,  ainsi 
(jue  la  seule  démonstration,  jusqu'à  ce  jour  obtenue,  de  l'irration- 
nalité  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre  et  de  son  carré, 
a  tiré  ces  importants  résultats  de  la  fraction  continue 


,r- 


T- 


à  laquelle  nous  parviendrons  plus  tard.  Laissant  entièrement  de 
côté  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre,  je  vais  maintenant 
tenter  d'aller  plus  loin  à  l'égard  du  nombre  e,  en  établissant  l'im- 
possibilité d'une  relation  de  la  forme 
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n.  h //  l'iiint  flf<  ii(»rjil)i"i'>i  riitiri-».  ;iin>i  t|ii('  li--.  (•(>ollirit;nl>  .\, 

N, .N„. 

I\  .    .If   (  uiiNidiic,  ;'i  t  et  cHcL   |»aiini  Ir^   dixci-  svsh'iiH-  «le  liiir- 

,,        «l>,l.r  )     <l>,(3- 1                 'l'„(./-)  I     ■  1  ,■       , 

iKiiis   iMiioiHirlIf-   -r '  -; ,••■■• ,   celui    (111  un    i.lilinil 

li(i-^(|ii'iiii  >ii|.|)osc  u  =  a,  =  .  ...  ==  \i.„,  <•«'  <|iii  ilcnine 

m  =  n  [i,         M  =  (  n  —  i  );ji         «i  \'(z  )  —f\>-(c), 

en  f;ii'<:iMl 

f{  Z)  =  z(  z  —  (I  )  {  z  —  b  )  .  .  .  (  -  —  /i  I . 

Soil  ;ili)r>,  coniiiH'  Imil  ;'i  I  Immuc. 

U(.r}= ,  ll,'.r) 


r  .  u .  ) .  .  .  ;i.  1  .  u .  > .  .  .  ;/ 

'1>„  (  ./•  I 


n„(x,= 


1  .  jt .  ) .  .  .  ;ji 


Ces   iinii\(Mii\   polynome>  ;iiii(»nl    encore.  |miir  leurs  coeflieieiils. 
des  nombres  entiers,   et  conduiront  :iii\  n'hilmiis  suivantes  : 

I   <»"•'•  ll(.r)  —  lli(.r)  =  £i, 

(A»  i 

\  p''-'-|l(.r)  —  \\„{x)  —  z„. 

en  écrivant,  pour  abr('i;er. 


£ 


— /      r-  --^F(z)  dz  =    /      e^t"-='  -^  ^     '   . —  <!:■ . 

£.,=  -! /      e'-~^Viz)clz=  e--"'  -^  ■'       ^  , —  dz. 


Cela  posf'.  j'observe  en  |)remier  lieu  que  S|,  t^,  ...  deviennent, 
pour  une  valeur  suflisammenl  «grande  de  y.,  plus  petits  que  tcnite 
quantité  donnée;  car,  le  polynôme  f{:)  n(î  dépassant  jamais  une 
certaine  limite  ).  dans  l'intervalle  parcouru  pai-  la  \ariable,  le  tac- 

teur —^ ; ,   qui   multiplie   1  exponentielle    sous  le   signe 

(')..r"+'  )V-x 
d'intéoration,  est  constamment  inférieur  à  la  riuanlilé  .. > 

qui  a  zéro  pour  limite. 
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Je  suppose  niainlenant  jr  =  i  dans  les  équations  (A),  et,  dési- 
gnant alors  |)ar  1\-  la  valeur  correspondante  de  Ui{x)  qui  sera  un 
nombre  entier  dans  l'ijjpothèse  admise  à  Fégard  de  «,  /v,  ...,  /<, 
elles  deviendront 

e«P-P,  =  £,, 

eà  p_P,  =  E2, 


e''P 


P    —  - 

•  n  —  -III 


et  la  relation  supposée 

N  +  e"  Ni  -t-  e'-'^o  -f- . . .  -r-  e''  iV„  =  o 
donnera  facilement  celle-ci, 

NP  +  N,P,  +  ...+  N„P„  =  -(A,£,  +  N2£2  +  ...--N„£„), 

dont  le  premier  membre  est  essentiellement  entier,  le  second, 
d'après  ce  qui  a  été  établi  relativement  à  s,,  co,  ...  pouvant, 
lorsque  y.  augmente,  devenir  plus  petit  que  toute  grandeur  donnée. 
On  aura  donc  nécessairement,  à  ])artir  d'une  certaine  valeur  de  u. 
et  pour  toutes  les  valeurs  plus  grandes. 


NP-4-N,P, 


N„P„  -o. 


Supposons,   en  conséquence,  que,  a  devenant  successivement 

[J.+  1,   u. -i- 2 a -+-/?,  P,  se  change  en  P) ,  P'^',  ...,  P)"^;  on 

aura  de  même 


NP'  ^N',p;, 
NP"  -4-N,p'; 


N„Pi,    =o, 

i\„p;,  =o. 


Î\P(")  +  N,P'/''  +  . . .+  N„P',f'  =  o. 
Ces  relations  entraînent  la  condition  suivante  : 


P 

p. 

P' 

p; 

P" 

p[ 

'  Il 

P' 


P(«)       P(")  pCi) 

■  «  1        ...      I  „ 


En  prouvant  donc  que  ce  déterminant  est  différent  de  zéro,  on 
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(Jéiuontrfi'.i  I  mi|H)>>il»ilii(''  tli;  la  iclalion  admise 
N  -H  <»"  N|  -t-  e''N,  -H  . . .  -K  e''iN«  =  «>. 

.l'oltsei'N  erai  dans  ce  l)iii  (junii  peut  siih^tit  un- aux  lci'ni<;s  {lune 
inrmi-  Wixnr  lioi'i/onlaU'  <l<-,  coiiihiiiaisoii^  linéaires  semblables 
pour  Idulfs  i'('S  li';n('s,  «l  ipu'  |  in(li(|uerai  en  ronsidéranl,  par 
exriiiplc.  1,1  première.  Klle  cunsislc  à  remplacer  lespeclivemenl  I*, 

i  i  ^    '  j «  //_  1 1     •  «     P"i     I   —  i       »  1 5    L       I  I  —  e      I  j ,    ■  ■  •  t 

e~<^l*„^,  —  e~^Pn,  ^'  ^'P„  ;  il  est  alors  aisé  de  voir  ((lie,  si  Ton  mul- 
tiplie toutes  ces  cpianlilés  par  i.:i..>...u,  elles  deviennent  [)réci- 
séinent  les  inléirï'alcs 


.a  ,,h 


Iz. 


■    U  '(1 

f   e-/\>{z)(/z,        f    t---fViz}dz. 

Maintenant  les  autres  lignes  se  déduisent  de  celle-là  par  le  chan- 
gement de  ;j>.  en  jj.  H-i,  tji.+  :>.,  ...,  ]x-\-n^  et  le  déternunant 
transformé  sur  lequel  nous  allons  raisonner  est  le  suivant  : 

f   c--f\>{z)dz,         f   c-yi'iz)  ciz,      ...,        f    e-~/\>{z)dz 

f    e-\r.^-^^{z)dz,      I     e'^jy->\z)dz,     ...,      f    3-^p-^^{z)dz 
<-'o  ''il  '^  u 


A  = 


f     c--f\>-^"(z)dz,      j     ('-~JY+"(z)dz,     ...,       /      e--fV-+"{z)dz 

n  'J I,  ^  h 

\ .  Nous  devons  supposer,  comme  on  l'a  vu  précédemment, 
que  [JL  est  un  grand  nombre  ;  c'est  ce  qui  conduit  à  déterminer,  au 
mojen  de  la  belle  méthode  donnée  par  Laplace  (Z)e  l' intégration 
par  approximation  des  différentielles  qui  renferment  des  fac- 
teurs élevés  à  de  grandes  puissances  dans  la  Théorie  analytique 
des  Probabilités,    p.    88),    l'expression    asjmptotique   des   inté- 


grales 


f    e-~f\>(z)dz,       f    c-~fV{z)dz,      ...,       f^  e--fV-{z)dz, 
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aliu  (Jeu  (oiicJinr  pour  A  une  valeur  aj)procliée,  dont  le  rapport  à 
Iri  valeur  exacle  soil  Tunilé  |)our  u.  infini.  Admettant,  à  eet  ellet, 
(pie  les  nombres  entiers  a,  A,  . . .,  h  soient  tous  positifs  et  rangés 
par  ordre  croissant  de  grandeur,  de  sorle  que,  dans  cha(|ue  inté- 
grale, la  fonction  C'/V-^z),  (pii  s'annule  aux  limites,  ne  présente, 
dans  i'inlervalle,  qu'un  seul  maximum,  je  considérerai  en  j)re- 
inier  lieu  l'équation 

dont  dé])endent  tous  ces  niaxima.  Or  on  sait  que  ses  racines  sont 
réelles  et  comprises,  la  première  ;,  entre  zéro  et  <7,  la  seconde  z-;, 
entre  a  et  b,  et  ainsi  de  suite,  la  plus  grande  z,i^,  étant  supérieure 
à  A.  Envisagées  comme  fonctions  de  a,  il  est  aisé  de  voir  qu'elles 
croissent  lorsque  |jl  augmente,  et  qu'en  désignant  par/j>,  g,  ...,  s 
les  racines  de  Téquation  dérivée  f'[z-)=^o,  rangées  par  ordre 
croissant  de  grandeur,  on  aura,  si  Ton  néglige  —  ; 

I     /■(/>)  1     /(y)  ^   I    fis) 

et,  en  dernier  lieu, 

a  -^  b  -h . .  .  ^  h 

-n+l  =  (  «  H-  1  J  ;x  H — — , 

fl  —\-  1 

une  approximation  plus  grande  n'étant  pas  alors  nécessaire.  Cela 
'posé,  si  l'on  écrit  pour  un  instant 

les  valeurs  cherchées  seront 


/ 


2  ~  ^     ,  .        .  .     /'^~ 


—  e-~"+>y  t'-(^,(-Hi)  'jj'iZit-^i); 


/ 


mais  ces  cjuantités  se  simplifient,  comme  on  va  le  voir. 

Considérant  la  première  pour  fixer  les  idées,  j'observe  que  nous 
avons 


!-^  /"(P)' 
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OÙ  i>  s;ih>l'ait  à  hi  «  oiid  il  ion /'(/>)  =  i»;  on  «'ii  cdikIiiI  y"(.r,^=y"(^yD), 
ca  ncj;lij^L'anl  >Lnilcn»«'iU  —  •   l'ir  t  i)iis(-(jiical,  m  I  on  pose 


/<-!  I  =./■'/')(  '-^^.-^^^-■•■•)^ 


puis  d'une  ntunière  analogue 


on  uur.i  (I  alionl 


el  l'on  en  lire  aisément 

Ainsi,  en  ncj^liyeanl  seiileincnl  des  cpiaulités  inlininical  petites 
par  rap|)oit  au  terme  conservé,  nous  pouvons  écrire 

et  1  on  aura  de  même 

*     tf  *  '  ' 


1"    e-'fV-(z)  dz  =  4/^  e-^fV-(  s)':.{ 


S). 


/90 
e"'  fv[z-)  dz  est  dune  forme 


lytique  dillerente,  en  raison  de  la  valeur  ;„_(.,  =  (/i  +  i^u  qui 
devient  infinie  avec  'x.  Pour  y  parvenir,  je  développerai,  suivant 
les  puissances  descendantes  de  la  variable,  l'expression 

en  néi;lii;eanl  les  termes  en  ->-,-••,  ce  qui  permet  d'écrire 


-«-^1 


'»?/(-)  =  («-t-i)log-,         logï^  =  log    .  =  lo 


z 


/(/t  —  i;;:'-"  — .  .  .  °  \/n  -+ 


> 


I 
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et,  par  suite, 

log\e-~/\>-(z)  o(3)]  =  {nix~  a  -4-  i  )  \u<j^z  —  z  ~  l  log(n  -h  i). 

Après  avoir  sahsliliK-  la    valeur   de  z,i^\,   une  réduction  facile 
nous  donnera,  en  faisan[,  pour  abréger, 

6(  li.)  =  (  n  |J.  -+-  [j.  -1-  I  )  log(  /t  -1-  I  )  ;ji  --  (  /î  -f-  I  )  ;JL  —  ',  loii(  n  -t-  i  ), 

celte  expression  semblable  à  celle  des  intégrales  eulériennes    de 
première  espèce 


f"  e-  =  f\'-(z)dz  =  i  /—  e^^P. 


Maintenant  on  va  \oir  comment  les  résultats  ainsi  obtenus  con- 
duisent aisément  à  la  valeur  du  déterminant  A. 

VI.  J'ellectuerai  d'abord  une  première  simplification  en  suppri- 
mant, dans  les   termes  de  la  ligne  horizontale  de  rang  /,  le  fac- 


?.~ 


teur  i  /     '  '"  ■»  i)uis  une  seconde,  en  divisant  tous  les  termes  d'une 

même  colonne  verticale  par  Je  premier  d'entre  eux.  Le  nouveau 
déterminant  ainsi  obtenu,  si  l'on  fait,  pour  abréger, 


sera  évidemment 


S=/(5), 


III  I 

P        Q        S        gOia+D-OiiJi.) 

P2     Q2     S2     e0i[j.-f-2)-6:[j.) 

P«       Qfi       S"       e^'!J-^-"'^0*P-' 

Or,  on  voit  que  a  ne  figure  plus  que  dans  une  colonne,  dont  les 
termes  croissent  d'une  telle  manière  <[ue  le  dernier  e9(|j.+«)-6(!J.)  gg^ 
infiniment  plus  grand  que  tous  les  autres.  Nous  avons,  en  effet, 

fj(;jl+  /)  =  fj(,ji)  4-iO'(jjL)-4-   ^0"(;jl)-4-... 


0( 


;-i)H-M -^  -^{n^i)  log(«-4-  l),a 


I 


//  -1-  I 
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I 


ll'.i 


cl.  par  t<in>r(|nrnt.  si  l  «m  nc^lij;i'  —  »  --;  »  •  •  •  . 

0  (  iji  4-  «  )  -  -  0  (  iji  )  =  i{n  -h  \ }  Il  •},'  1  n  -\-  i  )  u, 


(1  où 


\'A\   lU'   C«tnSf'l"\  .ml  (lune   diin-.  le  ilclcnniiiaiil  qiir   le  Icniic  eu   v.  de 
lonlro  le  |»lns  •■Irsi-,  il  se  rt'-diiil  >ini|ik'inenL  à  cfUe  expression 


[(  n  -+-  I), a ]""'■+-" 


I  I  I 

I'  (J  S 

l>i  ()2  S2 

p«-l  ()/(  1        sj/i-l 


Il  en  résullc  iinOii  ne  pnil.  cii  j^énéral,  admettre  (jiic  le 
délerininiiiit  proposé  à  s'anniilf.  ciir  1rs  (|uantil(''s  P  =  fi^p)^ 
Q  ^  J\q),  . . .,  fonctions  entières  semblables  des  racines  /?,  7,  •  • . 
do  r)'(|ualion  d(''ri\ ce  y''(j:)  =  o,  seront,  comme  ces  racines,  dillé- 
rentes  entre  elles.  C'est  ce  qu'il  f;ili;iii  élaMir  pour  d«'monlrer 
l'impossibililé  de  toute  relation  de  la  foruic 

iN  -r-  e«  Ni  H-  e* N.2  -i- . . .  H-  e^'  i\„  =  o, 

et  iiiii\(r  iiinsi  ;"i  prouver  que  le  nombre  e  ne  peut  être  racine 
tT une  équation  algébrique  de  degré  quelconque  à  coefficients 
entiers. 

Mais  une  autre  voie  conduira  à  une  seconde  démonstration  j)Uis 
rigoureuse;  on  peut,  en  ellet,  comme  on  va  le  voir,  étendre  aux 
fractions  rationnelles 


'\>{x )''       '\H  X)  ' 


'\>ix) 


le  mode  de  formation  des  réduites  donné  par  la  théorie  des  frac- 
tions continues,  et  par  là  mettre  plus  complètement  en  évidence 
le  caractère  arillimétiquc  d'une  irrationnelle  non  algébrique.  Dans 
cet  ordre  d'idées,  M.  Liouville  a  <léjà  obtenu  un  théorème  remar- 
quable qui  est  l'objet  de  son  travail  intitulé  :  Sur  des  classes  très 
étendues  de  quantités  dont  la  valeur  a  est  ni  algébrique,  ni 
II.  —  III. 


II 
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même  réductible  à  des  irrationnelles  algébriques  ('  ),  et  je  rajv 
pellerai  aussi  que  l'illuslre  gt'oinètre  a  démonlré  le  premier  la  pro- 
position qui  est  le  sujet  de  ces  recherches  pour  les  cas  de  léqua- 
liou  (lu  second  degré  et  de  l'équation  bicarrée  [A'^o^e  sur  V irra- 
tionnalité  du  nombre  e  <  Journal  de  Mathématiques,  t.  ^  , 
p.  192)].  Sous  le  point  de  \ue  auquel  je  me  suis  placé,  voici  la 
j)remière  proposition  à  établir  : 

\  11.   Soient  F(v),  F|(:;),  ....  \'„j^s{z)  les  polynômes  déduits 
de  l  expression 

zV-{z  —  a )V-siz  —  t})V-2.  .  J z  —  h)V-n, 

lorsqu'on  attribue  aux  exposants  v..  'J.^,  ....  'j-n-  n  -\-  2  systèmes 
différents  de  valeurs  entières  et  positives.  En  représentant,  en 

gênerai,  par  -~ — -  tes  fractions  convergentes  vers  les  exponen- 
tielles, qui  correspondent  à  V  un  quelconque  cV entre  eux  Fa(  z), 
on  pourra  toujours  déterminer  les  quantités  A,  B,  C,  ....  L 
par  les  équations  suivantes  : 

A*  {x)  -f-  B*i  (>)-!-  G*-  (r)  — . .  .—  L<ï"'+'(ar)  =  o. 
A<i>,(:r)  -H  B*}(^)-^C*ï>fCr)-f-...-^  L*'/^W.t)  =  0. 

A*„(a:-)  -f-  B'I>;,(.r)  -^-  G*,U.r)  -+-. .  .-h  L*;;"'  {x)  —  o. 

Mais,  au  lieu  de  conclure  de  telles  relations  des  ])olvnomes 
<ï>^(.r)  supposés  connus,  notre  objet  est  de  les  obtenir  directement 
et  a  priori;  je  vais  établir  pour  cela  qu'il  existe,  entre  les  inté- 
grales indéfinies 

Je-=^F{z)dz,      I  e-^-^Fyiz)dz J e-~^V „^,{z)  dz, 

une  équation  de  la  forme 

cl,  f  e--<^  V{z)dz~  m.  Ce  --^  Fi  (  ;  )  r/^  -T- . . . 

-^  11  fr--^F„^i(z)dz       ^e-^^e(z), 

(')   Comptes  rendus,  l.  X^  III,  p.  8S'>  et  910. 
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les  coeflicienls    l.  l'i. '^ciaiil  in<lc|»('iiclaals  de  z,  el  (^(z)  un 

polvnoine  onlln-  dixUilili-  |>ii'  /*(  z).  Si  l'on   l'.iil.  en  cHcL 

^  r,.!-)     k;,(-)     f;î.(c)  ^ 

un  iiiii°;i 

=  — <•    -•«■[.L-f (-=)-:-  lll.^i(^)-l-...-4-<-î/,4i(-jJ, 

il'        ^  I  ' 

et  il  <>>l  chiir  (iiif  1rs  r;i|)r)()rls  -- ,  ^j  .  .  .  ,  -ï^  poiinoni  »Hre  déler- 

Miiiiés,  eL  (1  une  seule   luanièrc,   |>:ir  la  coilJiliun  suppusce  (jue   le 
polynôme 

0(3)  =—  \A.i(z)  -I-  il'...ti(c  I  -h. .  .-f-  -C-'5^H  t-i<'^)J 

couLieune  coniiur  facleur 

f{z)  =  z( z  —  (i)( z  —  h  )  .  .  .  (  z  —  //  ) . 

Nous  conclurons  de  là  eu  prenant  les  int(-j;iMles  entre  les    limite 
5  =1  o  el  :;  =  ((,  pai-  exemple, 

X  f   e  2'FUU/j— )i!>    /     e  -■' FjCc  )  f/s -t-. . . 

r    f    e-'-^¥n^x(z) 

Maintenant,  les  relations 

f    e  --'-Viz)  rfz^ 


r     I      e-^^F„^,(z)r/z       = 

0 


c   -•  V  (Z  )  nz  —  î; — - 

0 


/     e-'^FiZ)dz=  ■ rr—r ' 

•-   0 


donneront,  en  égalant  séparément  à  zéro  le  terme  algébrique  et  le 
coefficient  de  l'exponentielle  e"'',  si  l'on  fait,  pour  abréger, 

X  j,^  ^     .11,  ,  _  _^ 


'  '>  —      M        '  •  •  •  5  '-<  —  — î; -;  5 


3^>l-t-l  ^Mi-t-l  '  '  -pMn+i+I 
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les  égalités  suivantes  : 

A'ï>(ar)  -i-B '!''(:»  )-!-...—  [.«l'^+U-r)  =  o, 
A*i(^)  -hB<i>\(x)-^...—  L*'i'+'(^)  =  o. 

Or,  on  aura  de  nK'inr.  en  prenant  pour  limites  supérieures  des 
intégrales  c  =  /y,  c,  . . .,  A, 

A  'l>2(.r)  -+-  B*Ua7)-r-.  .  .-r-  L<1>{,'+'  (.r)  =  o,    . 

) 

A<l>„(j-)-4-  B*/,(a:-)-^...-T-  L*;|^Ma:)  =  o, 

et  il  est  aisé  de  voir  que  les  coefficients  A,  B,  ....  L  pourront  èlre 
supposés  des  polynômes  entiers  en  x.  L'intégrale 

qui  figure  dans  la  relation  précédemment  considérée  (p.  i54), 
e-^n(.r)— n,Cj-)=  ^ /     e-~-'z>"{z  —  \y"dz, 

I.-2.0..  .m  ,/„ 

nous  servira  dahord  d'exemple. 
VIII.   Dans  ce  cas  facile,  où  Ion  a  simplement 

je  partirai,  en  supposant 
de  l'identité  suivante  : 

=  e-zx  [_  ^2//«+ 1  (-;  +  (,„  +  ,  )/m  (  ^  )/"(  5  ) 

et  j'observerai  que 

fHz)=  \^-!^z-^^^^J{z)-^^,        /'7^)  =  9., 

ce  qui  permet  de  l'écrire  ainsi  : 

-î-C2/»-T-  \){im  —  ■i)Jm{z)-\-m{m  4- i )/'"-' (c  )]. 
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.\ini>  .luroiis  <l(inc.  i-ii  iiil(''i;r.iiil , 
e   : '  e(  j )  =z  —  x"-  j  e -zrj-m+i(  z}dz  -^(  ■>. m  -i-  i )( 2 /«  -+--».)  f  e ^'-^/'"(z)  dz 

cl  ru-iiult,-,  SI  110 II >  |)i'('niiii-i  I»  )iM   II  unies  z  =  o  cl  z  =  1 , 

x"-  I     e  -"^/'"^  U  z)  dz  =  yj.m  ->-  [)(xfn-^'jL}   j     e   -■'-/'"(  z)dz 

-H  m  (m  -i-\)   I     e   -■'/'"    '  (  c  )  </- . 


S<iii  niiiinlenanl 


=  /     e   -'^z'"{z  —  \)"'  dz, 

i  .2..  .  .  ni    f 


el  celle  relalion  deviendra 

£/«+!  =  (  i  /"  -^  '-i  ;  £/«  -H  a*-  î/«-i . 

G'esl  le  résullal  auquel   nous  voulions  parvenir;  en  y  supposant 
successivement  m  z=  i ,  2,  3,  . . .,  les  équations  qu'on  en  lire 


donnent  aisément  la  fraction  continue 


El 

.r= 

eo 

]()  H 

Xî 

>4 
et  il  suffît  d'employer  les   valeurs 

Zo=  xe^    I    e-^^ dz  —  e^—  i, 

s,  =z  x^e^  I    e-'^z(z  —i)dz  =  e-^Ca  —  x)  -—  2  —  ce, 


l(î()  OELVBES   DE    CHARLES    IIEU.MITE. 

<1  où  1  Ou  concluJ 


—    =  2 X, 


a- 


pour  leliouver,    sauf  le   (■liangenicnl  de   ./■    en    -?   le  résultai    de 
LauilxTt  ('  ) 


■2 


,r- 
it>  — 


En   abordant  maintenant  le  cas  général  et  me  proposant  d  ob- 
tenir, à  l'égard  des  intégrales  définies 

J^  Il  ,-.  Il  ^  Il 

un  algoritbme  qui  pennelle  de  les  calculer  de  proclie  en  proche, 
pour  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  «?,  j'introduirai,  afin  de 
rendre  les  calculs  plus  symétriques,  les  modifications  suivantes 
<lans  les  notations  précédemment  admises.  Je  ferai 

f{z)  =  {z  —  z^Mz—  z^-).  ..iz  —  z„). 

<iu  lieu  de 

fiz)  =  z{z  —  a)(z  —  b).  ..{z  —  h), 

de  manière  à  considérer  le  polynôme  le  plus  général  de  degré  /?  +  i  ; 
désignant  ensuite  par  Z  l'une  quelconque  des  quantilc's  c,.  r^,  .. ., 
z-,1-,  je  raisonnerai  sur  l'intégrale 

f    e-~f»'{z)dz, 

qui  donnera  évidemment  toutes  celles  que  nous  avons  en  vue,  en 
faisant  ^0=  o.  Cela  étant,  voici  la  remarque  qui  m'a  ouvert  la  voie 
et  conduit  à  la  méthode  que  je  vais  exposer. 


('  )  IVIcmoirc  sur  quelques  jiiopiicli's  reniarqiialjles  des  quantilcs  IranscciRlaiites 
circulaires  el  ioi^aritlimiqucs  {.Ucnioi/e^  de  l'Académie  des  Sciences  de  Berlin, 
année  1761,  p.  263).  loir  aussi  la  Note  IV  des  Eléments  de  Géométrie,  de  Le- 
gendre,  p.  28S. 


SI  II    1.A    FONCTION    KM'O.NEMIliLl.i:.  I  <> 

l\.    I!ii  liiléj;ri«nl  les  ileux  mtinld*'^  dt-  l.i  nliilmii  i(lculi(|uc 

f/\  r    -/■'"(  Z  l| 


(/Z 

on  (iluiciil 


C    •!/«/'"     UZ)/(Z)-/"'{Z)\, 


e   -/'"i  Z)  ^  lit    I  <"iJ'"'-\z)J'  i  z)dz  —   j  r--/"'i  Z)c/z, 
ri,   [);ir  (■iiii-M(|iiiiil, 

/      r    -/"> (  z ,1  ilz  =  III   I      e- •-/"' -Uz)f{z)dz, 


on  fiuorc 


/      «?-=/'" (z)dz  =  m    /  •       —  r/c 

-r-  m    I       — <h.  ~.  .  .-:-  ni   I       —^ ; (IZ, 

,  ' .  -3  Z 1  ^.  -S  Z,i 

-I)  -0 

(ra|)r('S  la  forimile 

/'(  J)  _       I I  ' 

I  {  z  )  z  z,)  z  ;  I  -3  ^-  ,1 

Or  ce  sont  ces  nouvelles  intégrales 


dz 


(jiii  doniienl  lieu  à  un  système  dorelalions  r<'cuneiiles  de  la  lornie 


-t-(oi)/      •'  dz^...-+-(on)  /      ^^^ c/-, 

-0  -Il 

/       ■- dz  =        (  I O  j   / dz 

-^  (I  -'0 

-,  I  -'0 
5 

f       — r : -dz=      (no)  —^ — 7— «^-i^- 

+  {ni)  --^ dz-r-...-^(nn) dz, 


l(iS  OKUVRKS  DE  CHARLES  HEHMITE. 

OÙ  les  coefUcieuLs  (/A),  ainsi  ([uc  leur  déLermiuaiil,  s'oblieiineiil 
d'une  manière  facile,  comme  nous  verrons. 

C'est  donc  en  opérant  sur  les  éléments  au   nondjre  de  n-\-i, 

dans  lesquels  a  été  décomposée  l'intégrale    /     e~'  /'"^(z)  dz.  que 

nous  parvenons  à  sa  détermination,  au  lieu  de  cherclier,  comme 
une    analogie    naturelle    aurait    paru    I  indiquei-,    une   expression 

linéaire  de    /     e~"/"^^"'^'  (z)  dz,  au  moyen  de 

•     — 

/     e--f'>'(z)dz,  I     e-~f"'^-Hz)dz,        ...,  /     e  -  f"'+"{z)  di. 

Mais  soit,  d'une  manière  plus  générale,   pour  des  valeurs  en- 
tières quelconques  des  exposants, 

Y{z)  =  (z  —  z^)V:  {z-  z,)\^-....(z  —  z„  )!J-n  ; 
en  intégrant  les  deux  meml)res  de  l'identité 

on  aura 

e-îF(c)  =    fe-~F'{z)dz—  fe--F{z)dz, 
d'où 


z  z 

f    e~=F(z)dz=   r   e--F'{z)dz. 


Maintenant  la  formule 


r(-;)         z  —  ^ij        c  —  Zi 
donne  la  décomposition  suivante, 

f    e-^F(z)dz  =  ixof 

'^'e-=F(z)dz 


e- 

-;  F(z)dz 

z  —  :;o 

,z 

e^=F(z)dz 

r"  e--Fiz)dz  r 

[J-l \-...-hlJ.n 


-0 


.«.«Il    l.\    K(»N(:ll()N    i:\l«O.NKMIKI.I.E.  ll'ii( 

(iiii  idiiiluiia  pamlIfiiMMil  au  cilcul  «le-.  (iivi'r>    Iciiin'^  ili-  i.i  >iiilf 
/     e   -V{z)dz,        l     e-:FiZ)/iz>(/z /      e   -  l'{z) /^{  z  >  t/z: 

ellecliv  l'iuciii .  les  i'l<''iiiriii->  ih-  di'Ci nu |ii i^i t loii  «If  1  un  (juelcoiujne 
d'entr»'  ru\  ^Cxiuimrnl  rn  liuiclion  liut-airc  i\c<  (|uaiilil«''>  scni- 
l»lal)lf>  <|ui  st;  lapjnuliuil  au  tfiuic  |>récédeiit ,  aiu-i  i|u  ou  \.i  l<; 
niMiiIrci'. 

\.  .r.liiMliai  |)()ur  ccii!  (|u"i)m  peul  toujours  détcnniner  deux 
polvuoines  eulier.»  de  dtî^ré  /?,  (-)(;)  et  (-),i;),  tels  ([u'ou  ait,  eu 
désij^nanl  par  Z  I  uur  des  raeiuc>  3„.  z ,  z„.  la  iclaliou  sui- 
vante : 


/ 


e  ^V{z)/\z)    ,  r  r   ~  l'(  z)t),t  z  ) 


Iz 


/    -. ■ dz  —  e    -\'{Z)^{z}. 


Ku  elVel,  si,  après  avoir  dillV-rentié  les  deux  luembies,  uous  niul- 
tiplions  par  le  (arteur  '     "    >  il  vient 


fiz) 


/,c)  =  e,f^)-  Ti-  jli±!j/,- 0  6(3 )-/('- )<-)'(.'). 


Or, /(s)  étant  divisible  par  ::  — ^  s^  le  premier  membre  de  cette 
égalité  est  un  polynôme  entier  de  degré  2«  +  i  ;  le  second  est  du 
même  degré,  d'après  la  supposition  admise  à  l'égard  de  (")(^) 
et  0)(s),  et,  puisque  cliacun  de  ces  polynômes  renferme  ainsi 
n  +  I  coeflicieuts  indéterminés,  on  a  bien  le  nombre  nécessaire 
égal  à  2«  +  ;>.  de  constantes  arbitraires  pour  eft'ectuer  l'identifi- 
cation. Ce  point  établi,  j'observe  qu'en  supposant  3  =  :;/  la  frac- 

,,     ¥'{z)f(z)  ,  /-/       \ 

tion  rationnelle  —   :  ;;  —  a  pour  valeur  \J-i  j  (  zi);  on  a,  par  con- 
séquent, ces  conditions 

e.(5,)  =  ;^i/'(-i)e(3,), 

qui  [)ermettent,  par  la  formule  dinterpolation,  de  calculer  immé- 
diatement 0,  (^),  lorsque  ^{z)  sera  connu/ Nous  avons  de  cette 


manière,  en  ellel,  I  expression  sui\Hnte, 

J{  Z  )  Z  —  Zq  Z  Zi  Z  —  Z,i 

donl  nous  ferons  bientôt  usage.  Pour  obtenir  luainlenanl  B(^),  je 
reprends  la  lelation  jjroposée,  en  divisanl  les  deux  inemlircs 
pary(^),  ce  (pii  donne 


f(z)  _  e,(z} 


\:-m 


H,(^)       , 


(-J(.-)-07^), 


el  je  remarque  (jue,  la  (Vaction     !"    n'ayant  |)as  de  partie  entière, 

on  est  amené  à  cette  ecniséqiience,  que  le  polynôme  cherché  doit 
être  tel  que  la  partie  entière  de  l'expression 


ero  — 0'(G) 


f(z) 


soit  égale  au    (piotient  •_    ""  ^  •  C'est  ce  (lui   conduit  aisément  à  la 
détermination  de  B(;).  Soit  d'abord,  à  cet  ell'el, 


ce  qui  donnera 


-//+i__ 


Pi 


-p,z"^p,z 


-ii-\  r-i 


ri-\ 


Pn-^\- 


y  II 


■7^.^"-' 


^Pi--. 


yii-2 


ou  plutôt 


/U-; 


—    -/;_.",  -Il  -l  _^  '',  -II-  i  . 


Pn- 


Y 
^llt 


en  écrivant,  pour  abréger. 
Soit  encore 

et  dévelop[)ons  la  fonction     .  _    suivant  les  puissances  descendantes 

r  (  ^  ) 
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lie  la  \.iii;il)Ie,  .iliu  ilD^liiiii  l.i  niulie  nitiric  du  produit  irr—  ^  (  -)• 
II  \  icndrii  iiiiisi.  rii   |U)Siiiil  \,  :^'j.„v|, —  'i.\  z\-^ 'x-tz'.,  — . . . 

F'(  Z  )  An  i'i 


•1     -' 


\-i   Z) 


el,  |)iir  foiiMijiicnl 
V(z) 


'  {  z  \ 


e(-  >  =  Xo.fyC"     '  -t-  ai.v„ 


-i-  21.V1 

-i-    ay.V2 


-«-3  _^_ 


l.ps  •'•(|ii;iiii)iis  rn  y.„.  '/,.  '/.. ;iux(|ucllcs  nous  sumines  amené 

{i;ii'  I  idenlilicalion,  soiil  dimc 

I    =  ^0, 

»,  =  Xi  -    au(Ao-+-  "  1- 

;^,  =   Xo 2|  (i'o-i-   //  I  j  —  Xu-S'i, 

T:,  =  aj  —  a,  I  .Su  —Il  —  •'  I  —  a,  .v,  —  au.v^, 


Elles  douuciii 


ai  =  Çi-i-.Vo-H  «. 
a»  =  ^-2-^  (  Sq-\-  Il 


I  I  r  1  -f-  ('  5o  -^  '0  '^  -^0  -f-  «  •  )  -i-  -^I , 


et  nionlrcnl  (|ue  a^,  a,,  a.j,  ...  sont  des  polynômes  en  u  ayant 
pour  l'oefficients  des  fondions  entières  el  à  coefficients  entiers 
de  A„,  .Çj,  .So,  ...  et  par  suite  des  racines  z^^  ^1,  ...,  z„.  On  \oit 
de  ])lus  (|ue  a,  est  un  polynôme  de  degré  /  dans  lequel  le  coeffi- 
cient de  ^'  est  égal  à  l'unité:  ainsi,  en  posant  pour  plus  de  clarté 

et  écrivant  désormais  61:;.  ^']  au  lieu  de  6(^),  afin  de  mettre  "C  en 
évidence,  nous  aurons 

e(5,r)  =  c"-Oi(r)3"-^^o.2(r)c"-3-^...+  e,,(:). 

De  là  résulte,  pour  le  polynôme  0|  (;:),  la  formule 


A^; 


—  ^0 


l-i 


oKLViuis  ui:  ciiAKij;s  hf.rmite. 


et  1  on  en  lire  iinmédialeinenl  le  résultai  ([ue  nous  nous  sommes 
proposé  d'oblenir.  11  suffit,  en  effet,  de  [)rendre  les  intégrales  entre 
les  limites  ;„  et  /  dans  la  relation 


/ 


e--~Fiz)f(z)  re-~¥(z)(àt(  z) 

dz=   I ilz—e — V{z)Q{z), 


I 


JK^) 


ce  qui  donne 


i: 


e-~  V  [  z)  fi  z 


dz  = 


{■'■- 


--F(^)e,(  -1 


/(-; 


dz 


e~~  F  ('  z 


e-=  V iz  ) 


-f-;-iit>(-i,  ^)J 

,     C'-e--'V(z) 
+  ;a„  L-)(  ::„,:)   /       — ; ^- 


dz. 


dz. 


dz. 


C'est  surtout  dans  le  cas  où  l'on  sup|)ose 


.'Jt»  =  ni , 


IH  =  IM  =  •  • 
que  nous  ferons  usage  de  cette  équation;  si  l'on  fait  alors 

et  qu'on  prenne  "Ç  successivement  égal  à  z-q,  5,,  ....  z-,/.  on  en  con- 
clut, comme  on  voit,  les  relations  précédemment  énoncées,  qui 
résultent  de  celle-ci, 


'''■e-^f"-+^{z) 


-=  /■'"(  z) 


/""j{!t;''''^-=('")/''";-'  "''^ 


(il)/       -_  -    'fa +■■■+('")/ 


'"-'/"'"' rf. 


pour  i  =  o,  I,  2,  ...,  n.  Je  resterai  encore  cependant  dans  le  cas 
général  pour  établir  la  proposition  suivante  : 


X.   Soient  ^  et  o  les  déterminants 

S(Zo^Zo)       0(Si,5o)        ...        0(-3„,    Co) 

&(zo,  Zi  )     &{zi,  Zi  )      ...      Q{z„,  Zi) 


e(So,   -n)      fc>(3i.    -„  ) 


"(  -"/il  ^fl  ) 


suu   i.v  kiim:iu>.\  i.\I'o\i;ntikixk 


«7^ 


el 


ji'   lit  s   iju'  Itll    (I 


1 

1 

1 

-0 

"  1 

•'/i 

_  ■ 

, 

.  •! 

"u 

•'\ 

"n 

-n 

.11 

.  t 

-0 

^  1        • 

■*"/ 

A  =  ?A. 


ElVecliv  ointiil .   Ir\|irc.-si(iii  dr  H(  c.   .risoii>;la  forme 
inoiilro  (|iic  A  esl  le  produil  des  d(Mix  d«''lcnninanls 


' 

1 

1 

■^0 

-1 

^n 

_  o 

-0 

"ï 

_  •> 

-  '/ 
"0 

""  1 

... 

-Il 
"Il 

et 


Oji;;^)     Oji  z^  ) 


0„(-o)     'Ki("i}     •••      ''/,<-«i 


Mais  0,(!!^)  étant  un   polynôme  en  ^  du   degré  i  seulement,  do 
sorte  (ju'on  peut  faire 

"(^  ^;'  —    >;     ^^    '    -5  •'  -:  •  •  •  5 

cette    seconde    (piantilt-,  d  après   les   théorèmes  connus,  se  léduit 

simplement  à  la  première,  et  l'on  a  bien,  comme  nous  voulions 

rétablir, 

A  =  0^ 

Cela  posé,  soient 


i .  1. .  .  m 


I .  i . .  .  /Il 


f    e   ■-/'"( z.)dz, 


~/'"(z) 


1^4  OErvREs  ni:  ciiaui.es  iikumitk. 

la  relation  établie  page  lii; 

/*''  r''  e-~  /'"'(  -;  I 

/     e-~f"'{z)dz  =  m  I  .  _  .       dz 

-H  m   / c/c  — .  .  .  -^  /n   /       —^ — 

de\icndra  plus  simplement 


f/; 


et  celle-ei, 


-  (1       - 1 

m  —  ^in         -m 


e^-f"'+Uz)    ,_       ...  ^,_     ^,    C  ■  e --/'>•{  z  )^^^ 


/      ^ dz  =  m  Oi  z,,.":) 


.  Z 


r     e^^  f'»  (  z  ) 

me(z,.:)       —J—l^dz 

7?«0(3„.ri/  _  — dz. 


eu  supposant  siiecessivement  iÇ  r=  ;:„,  :;|,  ...,  z-n,  nous  donnera  la 
substitution  suivante,   que  je  désignerai  par  S,„,  à  savoir 

£{«4-1  =  fc)(-oi  ~-ii  )~in  ~^  *"*(  -^1-   ~'n)  '-m  ~  ■  •  •  ^  'ai  Z„.  Z ,,  )  Z,„ . 

Si  l'on  compose  maintenant  de  proche  S,,  S^,    ...,  S,„_,,    on 

en  déduira  les  expressions  de  e",,  tl,, :",  en  z".  t\,  . . .,  s",  que 

je  représenterai  ainsi  : 

-,,1  —  -r^-O-l  -*1-1      '     •••  -^n-l^ 


£?„  =  n„s 


li.  ;1 


,1  -I    -  -    l>|  -  I  ...  J-»,v  -  1 


.11     I         -  0  _i_    I        '  1       ■  I         ç" 

-m  —  l^u  c  ,  -t-  Jji  -  I  -—  .  .  .  -i-  iv/i  1 1  , 


et  le  déterminant  de  cette  nouvelle  substitution,  étant  égal  au  pro- 
duit des  déterminants  des  substitutions  composantes,  sera  o-f'"~'^. 
Il  nous  reste  encore  à  remplacer  :',',  s],  ...,  'J\  par  leurs  valeurs 
pour  avoir  les  expressions  des  quantités  t\^^  sous  la  forme  appro- 
priée à  notre  objet.  Ces  valeurs  s'obtiennent  facilement,  comme 
on  va  voir. 


M  II     I   \     I  (>N(    IKiN     lAl'oMNTlKLI.i;. 
\ll.     .1    ,lj)|»ll(|llr   .1    (il    illrl    l.i     Inirillll)-    i;iMli   T;!  |r 

1  <     -  \''i  c  )  t/z  —  —  e   -  '"f  {  z  ), 
<■!!   ■>ii|i|in>iiiil 


17) 


I*'  (  Z  ) 


hz) 


c'esl-à-«lirc' 


V{z)=z" 


/'l 


-//  I . 


Pi 


Il  esl  iiiM'  ilr  \ini-  iilor-^  ([lie  S(z)  (ievicnl  niir  cxinc^-^ion  niiifîre 
("Il  3  fM  1.  rnl  ii'it'iiifiil  xf^mliliililf'  ;i  (-)(  c.  ^  ),  do  soilc  (jiic.  >i  o\\  |;i 
di'sigiic  |i;ir  «l>(  r.  'C  I.  itii   ;i 

ç/(^)  ('•taiil  un  |)(ilvnoiiic  en  iC  (ledeyi<''  /.  ihiii^  Ip(|ii(;I  le  coflfirlrnl 
de  ^'  esl  1  iiiiili'.  AiuM  I  on  ol)tieiil,  en  piniicnlicr, 

o i(  ;)  =  ;    -/>,'-  /i. 

el  ranaloyic  de  loiine  avec  ('){:-,  'Ç )  montre  qnc  le  délerminanl 


«!>(:;„,  c„  )     '!>(  c,,  z„  ) 
<PiZo.  :-i  >     'l'i  -I,  zi  ) 


•l>(cn.,-„)     '\Hzt.z,,)      ...      <\>(-.„.z„, 
e.-^l  encore  éi;al  à  o-.  ili'la  |)usr,  nous  lirons  de  la  relation 

en  supposant  !^  =  ;/.  la  \aloiir  eliercliée 

t{  =  e--'  'I>(^„,  Zi)  —  c   '■  '1>(Z,  Zi). 

Or,  voici  les  expressions  des  quantités  s',,  fini  eu  résultent. 
Soient 


eL  =  Ao'I'(Z,  -:o)  -1-  A,  '1>(Z,  z^) 
\il.  =  Bo'I'(Z,  5o)-4-B,  <i>(Z,  s,) 


A„*(Z,  z„), 
B„'1.(Z.^„), 


-'«:  =Lo'l'(Z,;:o)-^I^i  'I>(Z,  5,)^-...~-L„  ^'(Z,  j„), 


Ijfi  OKIVKKS    l)K    <;ll  MILKS    11  KIIMI IK. 

el  coii\enoiis  de  ie[)r(''senl('r  pai'  -l-o,  uli,,,  ....   t^o  les  valeurs  ohle- 
nues  pdur  Z  =  r„  :  on  aura 


Dans  ces  fornniles,  Z  désigne  Tune  (iuelo()n(|ue  des  quanlilés  ^,, 
z.^,  ...,  z,i:  maintenanl,  si  nous  voulons  mellrc  en  évidence  le 
résultat  correspondant  à  Z  =  ;/,,  nous  conviendrons,  en  outre,  de 
re|)résenler,  d'une  part,  par  -1^,  i'''V,,  •  •  -^  C^'  ^^  ''^  l  autre  par  r,)^', 
yJ,  ...,  /j^'  les  valeurs  (jue  prennent,  dans  ce  cas,  les  coefficients  ni., 
itl-,  ...,  '^  et  les  quantités  £)),,  £,',^,  ...,  s",.  On  obtient  ainsi  les 
équations 

f,  l  =  '^~'"  --'^n)  —  e   -f.  .1,/,, 

qui     \ont    nous   conduire    à    la    seconde    démonstration    que    j'ai 
annoncée  de  l'impossibilit(''  d'une  relation  de  la  forme 

e-o Mo -t- e^oN] -r- .  .  . -f- e=n  ÎV,j  =  o, 

les  exj^osants  z„,  z,,  ...,  Zn   étant  supposés  entiers,  ainsi  que  les 
coefficients  No,  N,,  ...,  N„. 

\llf.  Je  dis  en  premier  lieu  que  î|„  peut  devenir  plus  petit  que 
toute  quantité  donnée,  pour  une  valeur  suffisamment  grande  de  /?i. 
EiTectivement,  l'exponentielle  e  "  étant  toujours  positive,  on  a, 
comme  on  sait, 

f    e-^¥(z)dz  =  Fi''ç)  f    e---dz  =  Frc){e'--o—e-'^-), 

F(c)  étant   une  fonction  cpielconcpie  et  c  une  quantité  comprise 
entre  les  limites  ;„  et  Z  de  l'intégrale.  Or,  en  supposant 


SI  ri  i.\  loM  iKiN   i:\i'(»m:mii:i.i.i; 
on  riiiPii  (•«•II»'  <\|)r('s«.inii 

eî..  =  .  (f 


i  .j.  .  .fil  —  I    r  —  -/ 


nui   nul   eu  évidence  l.i   |>iii|ti nit-  cnoacée.  Cela  posé,  jt-  lirt-tlo 

équalioiis 

T,  y  =  e  -=o  c\.,Q  —  c- =1  -Il>t , 

5 

lii  irliilion  suivante. 

=  e-=o(eïiNi  -f-  e-»No-r-. .  .-f-  e^»  \„  )-l.„ 
—  (.-l>i  N,  -4-  -.1,2  Ni  ~ . . .  -^  al,„  \„  ). 

Si  l'on  introduit  la  condition 

e^oNo-i-  e-i  Ni  -T-. .  .-4-  e~"  N„  =  u, 
elle  de\ienl 

=  (cw.)  No  -I-  c;\d  1  N  1  -i-  .  .  .  -i-  c/ls/j  N/j  ). 

Or,  en  supposant  que  ;„,  ;,,  ...,  :;„  soient  entiers,  il  en  est  de 
même  des  cpiantités  <")(^/,  z-k).  *I*(^/,  ^a)?  et,  par  conséquent, 
de  il<)o»  --^n  •  ■  •■>  -^it-  Nous  avons  donc  un  nombre  entier 

^l-o  No-^  -l=M  Ni  +  .  .  .^  -X„  N„, 

(pii  décroît  indéfiniment  a\ec  r/j',  r,  ] ,  ...,  y/,',  lorsque  m  aug- 
mente; il  en  résulte  que,  à  partir  d'uno  certaine  valeur  de  /»,  et 
pour  toutes  les  valeurs  plus  j-randes,  on  aura 

et,  comme  on  obtient  pareillement  les  conditions 

\tl,o  No  -4-  ill>,  N,  -^ . . .  ^-  ill,„  N„  =  .., 

-toNo-i-  ^li  Ni  +  .  .  .  -i-  -i:„  N„  =  o, 
la  relation 

e^oXg-i-  gs, iv,-i-. .  .-f-  eZnN„=  o 

H.  -   III.  12 
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a  pour  conséquence  que  le  déterminant 


CASO  f^toi  ...  -  l;>,i       I 

lll>o      t<!>,      ...      il'.>„   1 


•       <" 


doit  nécessairement  être  nul.  Mais,  d'après  les  expressions  des 
(juanlités  .1  a,  >''-u,  •  •  ••  '^/,,  ^  est  le  produit  de  ces  deux  autres  dé- 
terminants 

Aq     A]      ...     A„ 

B.     B,      ...     B„ 


J^o        '-1         •  •  •        '^n     j 


et 


<ï>(So,-=i  )     *(-i,-i,)      ...      'l'(-„.  :-i  ) 


*(s„,  ^„)      't>(Zi,Z„) 


'!><  z„,  z„) 


dont  le  premier  a  pour  valeur  o-^'""'^  et  le  second  o-.  On  a  donc 
A  =  0-'",  et  il  est  ainsi  démontré,  d'une  manière  entièrement 
rigoureuse,  que  la  relation  supposée  est  impossible,  et  que.  pai- 
suite,  le  nombre  e  n'est  point  compris  dans  les  irrationnelles  algé- 
briques. 

XIV.  Il  ne  sera  pas  inutile  de  donner  quelques  exemj)les  du 
mode  d'approximation  des  quantités  auquel  nous  avons  été  con- 
duits, et  je  considérerai  d'abord  le  cas  le  plus  simple,  où  l'on 
ne  considère  que  la  seule  exponentielle  e'.  En  faisant  alors 
y(^)  =  z(::  —  jj),  nous  aurons 


'Z"'{z  —  X)'"  dz 


et 


i  .■2.  .  ./n 


-    (     e-~z"'-Hz  ~  X)'"  dz, 
'■h 

]„=  ! /      e-~z"Hz  —x)"'-'^  dz. 

\  .i. .  .m  —  I  ,7 


sin  IV  iiiNCTioN  i:\i'nNr:Nrii:i,i.i:.  171) 

Oi- (111  (ililicnl  iiiiint-dialt'iiirnl 

H (  -,  ^  )  =  -  -t-  ^  —  •.'.  /«  -+-  I  —  ^^ 

d'où 

H  (  o,  o  )  =:  im  -~i  —  ./•,         «  (  j-,  o  )  =  y  /y/  -+-  I . 

S(o,  x )  =  JL/n  -r-  \,  ii(x,  X)  =  ?.in  -~  i  -^  .r, 

«■1,  piii'  conséijwtnt^  ces  relations 

',«+1  =  (ini-^i  )zl,  -r-  (  >.  »J  -+-  1  -h  .r  )z)„ . 

.robserverai   inaintcnaiil    (|ii  il    \i('iil.   eu  reliaiicliaiil  iviemljre   à 
membre, 

^iii+\         ^in^\  —  ''^ -III  ^  '^in  h 


de  sorte  que,  ayant 
on  en  conclut 


r        —   tO    _^  -\ 
-m  —  -  //(    '     -lin 


■iii^l         ^in+l  —  •'  -' 


.loij^nons  à  cette  équation  la  suivante  : 


-H(+I  ^^  -/;/+!  —  =-«1-1-1  7 

nous  en  dctiuirons  les  valeurs 

_]  -■■;  ■  I  ~"    '-m  _(,  -/;/  '  I      ~  ^'^iii 

^'«+1  —  ~  '  -/;;  +  !   —  ~  ' 

et,   SI    Ton   y  cliangc   m  en   m  —  1 ,   une  .siin|dc   .subsUlulion,   par 
exemple,  dans  la  relation 

^m+  i  =  (->.iii  -^i  —  x) £,"„ -H  ( 2 /n  --^  1  ) e '„ , 
donnera  le  résultai  précédemment  obtenu  (p.  i<);')^, 

'/;(-4-i  =^  (  '\  ni  -~  1  )e,„  -f-  X-  t„i~i- 

Soient,  en  second  lieu, 

n  =  ■>,         z.j  =  0,         ^1  =  r,         z-,  =  j.. 


d'où 


/{Z)  —  Z{  z  —  i  )(  z  —  2)  = 


:3 


J  -3-     ■  -  '>.  Z  . 


on  trouvera 

e(j.^)  =  ^2_^.(r_^;c-i-('r  — 1/2 -f- ■;/;«(;-  + r-r  ru-  <j«<- 


i8o 
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et,  par  conséquent, 

8(0,0)  =  9/»--i-3 /?i-f- 1,     €)((>,  i)  =  f)?n'-\-  G/71.  Q(o,-2)  =  ç)7n--\-  ç)ni-^i 

Q(\,o)  =  \)/)i'--hGni-hi,     0(i,  1  )  —  9/».--^  gm-t-i,     i-)(i  ,i)  =  ç)m'--hii  m^r-3  . 
6(2.0)  =  Ç)rn--{-ç)r}i-{-3,     0('.>.,  i  )  =  i)/;r--4-r>.  7n-i-4,     6(2,2)  =  g;?i--t-i  j/« -+-  7. 

Va\  particulier,  pour  /n  =  \ ,  nous  aurons 


£?  =  I]£'Î 


I()£ 


^1=K,I»--2ÎE 


■>I 


■iii 


1  ' 


3lE^ 


d'ailleurs  il  vient  facilement 


*(^,r)  =  ^---(r-I)-^-(::-I)•^ 


ce  qui  donne 


on  en  conclut 


£0  =  1  —  e-Z(Z2—  Z^ll, 
£}=      -e-ZZ2, 

£|  =  i  — e-Z(Z2-hZ  +  i); 


£?,  =  34  — e-'-(5oZ2+   8Z  +  34), 

40), 


:1 


E.;  =  40  —  e-'^- (  5ç)7J -+■  10  Z 

'2 


î2  =  5o— e-z(74Z2  +  i2Z 


do). 


De  là  résulte  que 


-1  —  '1 


:0      ,      tri 


■  1   -T-   c, 


^-^(SZ^-Ha), 


E,  =  ço  ^-  £  1  +  £?  =  I ■,.',  _  e-Z(i 83  Z2  +  3o Z  -M  2]  )  ; 

et,   si   l'on  fait  successivement  Z  =  i,   Z  =  2,   l'expression  de  îi 
fournit  les  valeurs  approchées 


e  =  -) 
•2 


14 


et  l'expression  de  So  les  suivantes  : 


337 


e2  = 


91 G 

7^^ 


où  l'erreur  ne  porte  que  sur  les  dix-millièmes.  En  supposant  en- 


siii  i.v  FON»:rn)N  kxponk.ntiici.li:.  iSi 

siiili-  m  =  i>,  ce  (|iii  donnera  (  '  ) 

£'  =  4S£S-^-55£l-r,4e|, 

nuu>  ohiienilions 

£!J  =  {\f~x  —  c-^(  ()•;>")<) Zî -f- 1  ji8Z  -f-  G279.), 
eJ  =  703 J».  —  c— 'dojSi  Z-H-  i70'iZ  -h  7082), 

-3 


<l  on 


ri .    |t;ir  snile, 


:2  =  80 io  —  c-Z(  1 1 869Z2  —  1 .)  jC) Z  -4-  8o4o), 
£3=  '21344  —  e-'^(3i5o(jZ2-i-  J1G6Z  -1-  >i344), 

58010  ,       i"»77i2 

e  =  — 7TT  '  <?■-  =        .. ,  ,  ' 


l'orreuf  |)(iil;inl  >iir  les  dix-millionicnies. 


(')  Dans  le  texte  (rHerniilo,  on  trouve  au  dernier  terme  du  second  munibre 
de  la  troisième  ligne  le  coefllcient  75.  M.  Bourgel,  en  rcfaisiint  les.  calculs,  a 
trouve  le  coefllcient  73;  celte  rectification  a  amené  des  inodificalions  assez  inipor- 
lantcs  dans  les  valeurs  de  e  et  de  e-,  dont  l'approximation  monte,  de  ce  faii.  aux 
dix-millionièmes.  E.  P. 
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SUR  L'INTÉGRALE  fij^^ 


(Ix. 


Noiuelle  Correspondance  mathématique,  t.  I,    iSji,  p.  33-35. 


Permettez-moi  île  vous  adresser  une  seconde  détermination  de 
lintéi^rale  de  Poisson 


/       \  I  —  x a  cos.r  —  a- 


dx, 


qui  offre  l'application  la  plus  importante  du  théorème  de  M.  Liou- 
ville,  dont  vous  avez  donné  la  démonstration. 
Soit,  pour  al)réi;er, 


I  —  ■->«  COS. 7'  -i-  a- 


Je  désigne  par  s  une  constante  telle  que  la  série 

£/(.r  )  -f-  £-/-(^)  — .  ..-*-£'«/'" (J")  -+-.  . . 

soit  convergente  :  elle  aura  pour  somme 

zf(x') 

ce  qui  conduit  ;"i  chercher  la  valeur  de  l'intégrale 

zf{x)  dx 


I 


dont  il  suffira  ensuite  d'effectuer  le  développement  en  série,  sui- 
vant les  puissances  croissantes  de  s.  Or,  en  faisant  pour  un  uio- 


M  11     I.  IMI  l.llAr.l 


/        )     (l.r.  iS{ 


mciil  (•<>>;./•  =  r.  lii  tli'(oiiij)(»-.ilii)ii  fil  Ir.i»  ln>ii>  >iiiij>lf->  lif  la  Iraclioii 

r.itloliiirll)- 

i  f\  .ri  III  —  z'  \ 

1  î  /"l  ./•  I  I     —  V.  <l  C  -r-  '/  -  —  î  (  I  Z-) 

iloiliic  iiiiiiii-iii;ilriiii'nl   Ir  roiillal  ;  cai'.  ril  «'■cnvaiil 

£(i-::î)  ^_  G  II 


I  —  xa  z  -r-  II'  -  '-^  \  —  z- }  ^  —  z        II  —  ;; 


\()ii>  vi)\f/  (|iic  ii(iii>  si»iiiiii«'s  rameiK's  à  I  inlc'f;rale  cotinne 

(Ix _  

.t  ^  / — 7. 

I 

Cria  |)ns('.  on  (ililiciit,  ci)   r<''s()|\aiil   l'('(HiaU()ii   ilii   second  dfîgré 
I  —  ta  z  -^  a- —  z{\  —  ^î)  =  o, 


r  "       (Ix         _         r 


g  =  î : ,         h  ^ : 


(  )n  a  ensuite 


A'  —  /'  '  '  —  ;■ 


v/^^ZTT^ 


/ /~7 

a\   \  —  i  —  \  (1- 


/— a  v/ 1  —  £  -t-  \/a  i  —  î 

y/  //  -  —  1  =  =:  7-^ , 

(;onime  il  est  facile  de  le  véritier  en  élevant  les  deux  membres  an 
carré.  Mais  il  est  nécessaire,  avant  d'emplojer  ces  formules,  de 
choisir  les  signes  i+r  de  manière  f|ne  les  radicaux  aient  bien  les 
déterminations  fjui  leur  (M)nviennent  dans  les  relations 

r^        d.r  _  -  r~        d:r         _         t: 

Revenant,  à  cet  effet,  à  la  condition  de  convergence  de  la  série 
-:'"./"'" (a:),  j'observe  que  le  maximum  de  f{x)  est  l'unité  pour 
r/  <<  I ,  el  -j  pour  r^  >>  I  ;  on  doit  donc  supposer  s  <<  i  dans  le  pre- 
mier cas  et  £  <<  a-  dans  le  second,  de  manière  à  avoir  £/(r)  <C  i , 
pour  toutes  les  valeurs  de  la  variable.  De  l'inégalité  1  —  £/(x)>»o, 
résulte  que  l'équation 

I  —  î/(^)  =  o 
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n'adnx'l  aucune  racine  réelle  par  rapport  îi.x;  cependant  on  |)('ut 
toujours  supposer  g-  et  h  réels,  en  prenant  dans  les  deux  cas,  ce 
cpii  est  permis,  s  moindre  f(uc  la  plus  petite  des  quantités  i  et  a'-. 

Elïeclivement  le  radical  \^(i — î)  («- — î)  sera  réel,  et,  si  l'on 
admet  cpie  a  soit  positif  ainsi  (pie  £,  Téquation 

1  —  'laz  -i-  «■-  —  î (  [  —  z-  )  =  o 

fait  \()ii-  (pie  les  racines  seront,  l'une  et  l'autre,  positi\es.  De  là 
résulte  que,  dans  les  relations  précédentes, 

les  radicaux  ont  le  signe  -f- ;  par  suite,  on  doit  |irendre 


si  l'on  suppose  «  <<  i  ;  et 


v^F^ 


v/«-  —  e  —  o  v^  I  —  £ 


dans  le  cas  de  c«  >-  i .  Ayant  toujours  d'ailleurs 

on  obtient,  dans  le  premier  cas, 

r"^  ts\\\-\rdj;  r  ,  -11 

/      ; — z r-r-  =-[-'+   i-O   -J, 

J^      I  —  ■2rtcos^-f-rt- — esiii-j?  /      j' 

et,  dans  le  second, 

/*  '  £sin'^,7;rf.r  1  /  t  \~"ï  1 

J^      I  —  aci  cos  j:^- -1- rt- — £  sin-a.-        "  \_  \         <^'^  /       J 

Vous  voyez  que  ces  formules  donnent  bien  le  résultat  de  Poisson, 
en  faisant  usage  du  développement 

,  -  1  I  1 . 3   „  \  .3.5  . . .  (im  —  I  ) 

(l  —  £)      •'=1  +  -       H -£2^__.^ ^ iz'n-i- 

2  2.4  2  . 4  . 6 .  .  .  2  //l 


KXTHAIT 

n  UNI-: 

un  ri;i:  in:  m.  Cm.  iikumitk  a  m.  U()Iu:iiaiu)T, 

SUR  LA 

rKA.NSFOKM.VTlO.N    DES   FORMES   (iLADUAIKiLliS 
ri:i{NAii;i-:s  en  ellks-mkmks. 


Journal  de  Ciel  le.  t.  78,  1874.  p.  39.5-3v>.8. 


Peimellez-moi  de  répondre  à  une  objeclioii  1res  fondée  f|ui  ii 
été  faite  par  M.  P.  /iachinaim .  à  mes  formules  pour  la  transfor- 
mation des  formes  quadratiques  icrnaires  eu  elles-mêmes,  dans 
son  travail  iniitulé  :  Untersuchiingeii  iibcr  rjiiadtatische  Fov- 
incn,  tome  LXXV'I  de  votre  journal,  page  33 1.  L'anaivse  indirecte 
dont  j'ai  fait  usage  ne  prouve  pas  en  cllet  qu'elles  comprennent, 
sans  aucune  exception,  tontes  les  substitutions  qui  reproduisent 
une  lorme  donnée;  or  un  point  aussi  essentiel  demande  à  être 
complètement  éclairci,  et  c'est  ce  que  je  \ais  essayer  de  laire. 
Désignant  In  forme  proposée  par  /'(.r,y,  c~),  et  posant  la  condition 

J\x,y,z)=f(\.  Y,Z), 

je  récris  de  la  manièie  suivante  : 

df    ,        df        _clf  _       df    ,        .//    ,        dj 
""  dx    ^dJ'~~'''d'z-^d\^^dX~~^dl' 

ou  pour  abréger 

dx  d\ 
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Gela  posé,  je  joins  à  eetle  condition  la  relation  identique 

df  ,.  df 

d\  dx 

et  j  ajoute  les  deux  égalités  membre  à  membre,  ce  qui  donnera 

\dx    '    d\J  \dx       d\) 

ou  bien 

df    ,     df\ 


---^'(f-I)-»- 


Soit  maintenant 

U   =.r— X, 

,.,  _df  ^df 
^     -  dx-^  d\' 

V   =  r-  V. 

,.,         ^/"        d^ 
dy  "^  ^V  ' 

W  ==  3  _  z, 

^  ous  voyez  que  des  expressions  de  37,  >^,  :;  en  X,  Y,  Z  résulte- 
ront pour  ces  diverses  quantités  des  fonctions  linéaires  de  ces 
trois  indéterminées,  telles  qu'on  ait  identiquement 


UU'^  VV'+WW 


=  o. 


(Cherchons  ces  fonctions,  et  pour  cela  considérons  un  premier 

cas   dans   lequel    nous    supposerons   qu'il    soit  possible   d  obtenir 

inversement  X,   Y,  Z  en  U,  V,  W.  Il  est  clair  que  U',  V  ',  W 

seront  alors  des  quantités  linéaires  en  U,  Y,  W,  et  un  calcul  facile 

donne  sur-le-cbanq),  pour  la   solution  de    l'équation'proposée,  les 

formules 

i   U'  =vV   —  uW, 

(i)  <   V  =X\V  — vU, 


W   =  ;jlU   —XV, 

OÙ  A,  |j.,  V  sont  des  constantes.  Or  on  en  tire  les  relations  suivantes 

I  df         „         ^.        df 

dy  d\ 

df        ^  .,  -,        df 

Aj  —  aj7  +  —    =  A  Y  —  aX  —  -^  , 
itz  dL 
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<l  iiiif  Idiiiii-  Ilifii  iliIlt'ii'Mlc  ilf  ccllcM  (jiif  i  .i\;ii>  il  ahord  ohlniiies, 
à  savoir 

df  df       „  df  df 

«)•  dz  (l\  (If' 

,..  .  df  df        ^.       .    df  df 

dz  dx  dl.  d\ 

df        .   df  df  df 

'-''TTr     ''•d;'=^"-''d\     '''d\' 

«'l  (jui  résullerairnt  des  équations 

U   =  vV   —  y.\V. 
\   =  ÀW  _  vL', 

W   =    ;jil        —aV. 

Mais  un  (le  mes  ('■lè\es,  M.  Tannciy^  agrégé  dt."  ILiniversilr,  a  fail 

I      Cl  ^''        I      ^  "" 

la  remarfiue  ingénieuse  qu'en  remplaçant  ).,  'jl,  v  par-7-  -p-»  7-  -7-^' 
7- — p-,   où  jT-fA.  a,  v")  désigne  la   l'orme  adjointe  de    /"(a,  a,  v),   I) 

son  déterminant,  et   cliangeanl  \.    \,    /.  en  —  \,   —  \,  — /,  les 
équations  (I)  donnent  les  relations  (11). 

Supposons,  en  second  lieu,  qu'il  ne  soit  pas  possible  d'ex|)rimer 
\,  V,  /,  en  L',  \  ,  \\  ;  en  désignant  alors  par  0,  H\  0"  trois  indé- 
terminées, je  proposerai  d'une  part 

U  =  0.         V  =  0',         W  =  ,/0  — AO' 

et  de  l'autre 

L"  =  A0-+- A'O'-^.V'O", 

V  =  BO  ^  iro'^  iro", 

Cela  étant,  la  condition  proposée  LIU'+ W'-f- \\'W' ^  o  donne 
les  relations 

A   -^aC.  =  „,         B— 6B'  =  o, 

A"^aG"=o,         B"— AC'=o 
et 

A'-+-  B  -HrtC  —  «^C  =  o. 

En  remplaçant  cette  dernière  par  les  deux  suivantes  où  c  est  une 
indéterminée 

A'--aG'=c,         B  —  ^  C  =  ^  c, 
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on  conclura 

A  =  — aC,  B  =  6G  — c, 

A'=  — aC'-t-c,  B'  =  hC', 

A"  =  — «G",  B"=6C", 

cl  il  en  ré«alle  que 

L"  =  —  «(CO  -:-  C'O'^  G"0")  -i-  cO'  =  cV  —  a VV, 
V  =       6(C0  -f-  G'O'^  G"0")  —  cO  =  Z^W— cU. 

Ayant  ailleurs  W^«U  —  Z>V,  il  est  clair  que  la  ni)uvelle  solu- 
tion obtenue  se  déduit  des  équations  (i)  en  permutant  W  et  W. 
<  )r  les  relations  auxquelles  elle  conduit  entrée',  y,  :■  et  X,  Y,  Z,  à 


sa\oir 


dz  dx  dL  dX. 

a X  —  h  Y  —  z  —  aX  —  b\'  —  Z, 


se  ramènent  au  type  (II)  si  Ton  fait 

X  IX  I 

a  = ,  o  =  —  ,  c  = j 

V  V  V 

car  l'équation 

}.x  -]-  \j.y  -(-  V  3  =  À  X  -+-  a  Y  -i-  V  Z 

s'en  déduit  comme  conséquence. 

Il  ne  reste  plus  qu'à  examiner  un  dernier  cas  dans  lequel  U,  V, 
W  dé|)endraient  d'une  seule  indéterminée  au  lieu  de  deux,  de 
sorte     qu'on     aurait    U  =  aW,     V  =  [jW,     el    par    conséquent 

aU'H-  |5>\  '+  W'==  o.  INous  aurons  alors  les  relations 

X  —  y.  z  =  X  —  xZ, 

r-?^  =  Y-3Z, 

dx        '' dy        dz  dX        ""  d\        rfZ' 

a.     S 
(pu  en  remplaçant  a  et  [i  par  -,  -  donnent  les  formules 

Y    Y 

X  -^X  —  -T- -, a    •       '■'■'■■  ^.    •> 


/(«,  à,v;V     dX-^^dX  ^dZ)' 

,.-Y  '^         /.^^       r.df       _y{f\ 

■^  /(=«,  H,Y)\    dX       ""dX^'d-Lj 

„  Y         /    df        ^df  df\ 


SlIK    l.\     rU\NSK)f»M  VTION    l>K<    lOllMIlS    Ol   \  DU  VriOl  KS    IKIIN  VIIIICS.  iSi) 

.!«'  Ml  \  ai'i't-lr  un  iiiotiK-iit  |iiiiii  iitiM;r\cr  (|ii  cti  tl<-.si;;iiaii(  l.i  Mil)>(i- 
hilioii  iiinsi  olitciiiic  |);ii-  S.  on  iiiir;i  S~'  =:  .S,  d Oii  S-  —  i .  (  Icilr  clt  - 
ccmslance  m'avait  fait  pciiM  r  un  inslaiil  (ju'cllos  cunsli tuci-.ijcnl 
une  exception  au  ivpe  ^ént'r.il.  mais  j'ai  ensuite  rcnianpK'  (|iic  les 
relations  (I)  ilunnant  la  >ui\.inle  : 

'IL      a      iL -  —  •)  iL—   'IL ^    'IL 

^  dx  "^  '^  dy  '"  "'  dz  ~  dK  ~  '^  d\  ~  '  dl  ' 

il  suffisait  jniur  les  obtenir  tle  poser  A  =  av,  u  =  ^v,  puis  de  faire  v 
infini.  Je  pense,  imm  cIiim-  ami,  avoir  ainsi  rempli  la  lacune  (pic 
pn'-senlaient  mes  anciennes  reclierclies. 
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Journal  de  C relie,  t.   7!>,    1874,   p.    17-20. 


Deux  géomètres  russes  extrêmement  distingués,  M.  Koridne  et 
M.  Zolotarcff^  ont  récemment  publié  dans  les  Annales  de  Mathé- 
matiques^ de  M.  I\euniann^  des  reclierclies  approfondies  ayant 
pour  objet,  entre  autres  clioses,  le  tbéorème  àe  Seeber^  sur  la  limi- 
tation du  produit  des  coeflicients  des  carrés  des  variables  dans  les 
formes  quadratiques  ternaires  réduites.  L'importance  du  sujet 
l'end  peut-être  utile  de  multiplier  les  points  de  vue  sous  lesquels 
on  peut  le  traiter,  et,  après  la  méthode  de  ces  deux  auteurs,  je  pro- 
poserai la  suivante. 

Soit 

D  =  rt a' a" -+-  j. h U h"  —  ab'-  —  a  A'^  —  a  h'-  ; 

'il   s'agit   d'établir   dans     deux    cas     distincts    que    la    conditiou 
fLo! d' <C  2D  est  vérifiée,  le  premier  supposant  les  conditions 

(  6  >  o,  A'  >■  o,  h"  >  o, 

|c/<«'<r/";  ib"<a,         ■>ù'<a,         ib<a', 


(I) 


et  le  second  cet  autre  système 

/  A  <  o,        />'<o,        b"<Co, 

(II)        <a<a'<:a\         —ib"<.a,         —■>.b'<C((,         —ib<.a\ 
[  a-^a'-r-j.(b-{- b'^b")>  o. 

Considérant  à  cet  elîet  a,  (i  et  cd'  comme  constants  dans  l'expres- 
sion 

•2  D  —  a  a'  a"  =  aa  a"  -h  4  b  b'  b"  -  lab'- —  la' b''^— i  a"  b"\ 


Mil    l.\    HKrH'crioN    lus    K<)l<.Mi:s   gl   \|i||  A  I  IQl'KS   TKKNAIItRS.  I<)l 

j'ol)Sri\i'  (jiiil  «.iillir.i  lie  |iiiiu\ff  (|ii Clic  ot  |hi^iIi\('  (iiiaiiil  dm 
atli'ilxir  ;i  h'  |i;ir-  f\ciii|»l<'  xa  |iliis  |)«'lile  el  s;i  |iliis  ;:i,iiiilc  v.iiciir  . 
l'Jh'cliv  rmt'iil  ijaiis  \i'^  liriix  (  ;i-<  (|iic  luiii»;  axons  à  trailcr.  h'  par- 
niiiil  lifs  valtiir^  |iiii|(iiii  s  (In  iih'iih'  siii^iic,  j)()silP  es  dans  le  inc- 
iiiiri-.  iifi^alivcs  ilans  le  secoiul.  à  pailitilc  b"  =^  o.  <  )r  rcxj)rcssi()ii 
est  un  iriiiKiiif  (lu  x'coiid  (lef;rt'  en  //'dont  le  lerinf;  du  second 
dej^rt-  est  allfclé  d  un  coeriicicnt  nt'{;alil,  <'l,  si  le  ternie  constanl 
(jui  est  doiiiii'  |)oni-  h'  =^  o  est  positif,  ses  racines  seront  réelles  et  de 
signes  contraires.  (  )ii  \oii  par  là  (pTà  l'égard  d'nne  série  de  valeurs 
du  Miènie  signe,  il  >iillii  lueii  de  \éri(ier  que  l'expression  est  posi- 
tive aux  limites,  pour  être  assurt''  (p  Te  Ile  I  est  aussi  pour  les  \aleiii's 

intermédiaires.  Cela  posé,  faisons  en  premier  lieu  b"  =  o  et  b"  =  - 

dans  l'expi-essutn  deuD  —  (ta'a".  .le  remarque  que  les  quantités 
au\(pielles  on  sera  conduit,  et  f|u'il  faut  démontrer  être  |)Ositives, 
seront  à  l'égard  de  //  des  tiinomes  du  second  degré  dont  le  terme 
du  second  degré  sera  encore  négatif,  et  (pie  cette  variable  sera  de 
même  assujettie  à  parcoiiiir  une  série  de  valeurs  de  même  signe, 
de  sorte  que  le  raisonnement  précédent  leur  sera  applicable.  Sans 
le  répéter  davantage,  on  voit  clairement  t|ue  notre  objet  est  main- 
tenant de  donner  les  limites  de  ces  intervalles  que  parcourent 
/>,  b' .  b".  sous  les  conditions  (  I  j  et  (  Il  ),  et  de  calculer  les  valeurs 
correspondantes  de  'a  D  —  aa' <i" .  Or  elles  sont  pour  le  premier  cas  : 


i)   ' 


1 
1 

b  = 

(), 

au'  a" , 

//  = 

-  (» 

\ 
\ 

b  ^ 

a  a' a" — 

<ta''^ 

i 

a 

\ 

\ 

b  = 
b  = 

-  > 

<i  à  a  — 

11(1  a"  — 

a-'-a! 

/v'-- 

a-  a 

> 


//  = 


b"^'l  ; 


o ,  (t  a  a 


,        a                   .    „       a^a         aa  - 
b  =^  —  >  a  a  a > 

1 


b  =  '^  ^ 


(i  a  a  — 


b  ^  — ,  fin  a 


■l 

> 

a^a" 

*2 

a-^a' 

1 

aa'^ 

•2 

fr-a" 

■J. 
a^a" 

■> 
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Dans  l'aulre  cas  on  aura  ce  second  Tal)!eau  : 


('  b  =  o,  a  a'  a", 

i  j  c'  ,    ' 

I  o  ^ »  aa  a > 

f  •>  ■> 


o  =  o  ,    .  a  ,    „       aa  - 


l  O  =  o,  aa  a -, 

y  =  —-)  '^ 


6'=o 


l   6  =  t),  (/  a! a 

< 

2 


,    „       aa  -         a- a 

a  a  a ? 

■2  2 


1    11 


a-^a" 


2      \  ,  /72^' 


b'  ^^ 


a-«  a- a 


/;  =  o,  aa' (L ) 


2 


2    J    ,            «'—a                 ,    „       aa'2         «-a" 
6  = j  «art  — 1 

>  A  2 

el  à  première  vue  on  reconnaît  que  ces  quantités  sont  positives 
sous  les  conditions 

a  <  a'  <  a". 

Mais  cette  démonstration  toute  élémentaire  est  loin  de  l'élégance 
et  de  la  profondeur  de  celle  que  Gauss  lire  dans  le  premier  cas, 
par  exemple,  de  cette  identité 

2D  =  aa'a"^  ab(a'—?.b)  ^  a' b\d' —  ib')  —  aJ'b^a  —  ib") 
-^b{a  —  2 b' }(a'—  2 b"  )^b'( a'  —  2 b" )  ( a"  —  2 b ) 
-^  b" (a"  —  -ib )  (a  —  -ib' )  ^  (a  —  ib' )  (a'  —  ïb")  (a"  —  2b). 

En  réfléchissant  à  cette  étonnante  transformation  j'ai  fait  la 
remarque  qu'elle  peut  être  généralisée  de  cette  manière  : 

2aa'a"D  =  (iocol' %"—\)aa' a" -i-  yiab(a'  —  -2%' ^" b)  -^  x' a' b'(a"—  î^ol" b') 

^  ol" a" b" (a  —  2xol' b" )  -r-  oib(a  —  2^Ji' b' )  (a  —  2ol" b") 
~x'b'{a'—2y."b"){a"—2'xb)-^^'b"{a"—2'xb){a  —  27.'b') 
-+-(a  — 2a'6')(a'-2a"6")(a"— 2a6). 

On  vérifie  aisément  en  etfet  que  le  second  membre  s'évanouit  si 
Ton  fait  a=:o;  par  un  changement  de  lettres  on  conclut  qu'il 
sannule  aussi  pour  3c'^  o  eta"i=  o;  la  formule  est  donc  démontrée 


SUR    I.A    HKItlrridN    l>i;s    KORMKS    (Jl  A  lUUTlgl'KS    TKKNA1HES.  I«)i 

en  gi'iK'iiil  ;  imix^u  clic-  ruiiiculc  a\cc  celle  de  (ittuss.  en  .sii[)[t()s;iril 


a  =:  I ,   a'  ^=:  I ,  a"  =  I 


Knlin  je  remarque  »|ii  en  pemmliinl  j-  el  )  |>;ir  exemple  fl.iris  l;i 
forme  uroposée,  r.e  (|iii  levieiil  à  t'-eliauj^cr  a  et  '/  diirie  [i;irl. 
éj  el  ly  de  Paiilre.  rinvariiiiil  conserve  la  même  valeur.  Il  eu  résulte 
(|ue  celle  seconde  relation  donn«-e  par  Gaiiss 

I)  =  rt«'rt"-f-  a/j(a~  >.b)-r  a'b'(a  —  >  h'  )  -r-  a"  b"  (  a  —  ib"  ) 
-h  b(a—  >.b)  [a  —  ib')-^  b'(n  —  f.b){a  —  -'.b") 
-H  b'(a"       ■zb'){a'—  -}Jj)-^{a  —  -,  b"  )  (  a' —  ■ib){a"-  %b'  ) 

est  simplement  une  consé<juence  de  la  première  el(|u'elle  se  gén<'- 
ralise  de  la  même  manière. 

Saint-Sauveur  (  Hautes- Pyrénées),  25  juin  iH-j^. 
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,  .  .  J'ai  pris  en  eft'et  pour  point  de  départ  l'intégrale  suivante 

y=  Hz  —Zo)\>-o~^  (z  —  ZijV-^-^..  .( z  —  Zn)V-"-^{cr  -—  z)"-/'  dz, 

qui  comprend  les  transcendantes  hjperelliptiques,  et  dont  je  tire 
facilement  une  équation  linéaire  d'ordre   n  +  i    analogue  à   celle 
qui  définit  la  série  de  Gauss. 
Soit  en  effet 

fiz)  ={Z  —  Zo){z  ^  Zy).  .  .{z  ~  Zn), 

puis 

/i(^)  = ::-  -+-  — —  +•••+-: :^. 

on  trouve  aisément  la  relation 

.^     ,  d"+'^y        p    .,  .       cl"  y        /?(/>—  1)  ^„,     ,  f/"-»jK 

■^  ^    Va;"  I        -^  '       '  dx"-^  1.2  ■"        c?j:"-2 

=  d=  (/)  —  i}{p  — •!)... {p  —  n)  { z  —  Za  )V-o{z  —  Zi}V-^ . . .  { z  -—  ^„)!^r>(a7  —  z)-i'. 


>uii  uui;i.yiKs  iiytvriij.Ns  iMKKi:iii;Nni:i.i,i:>;  i.inkaiiiks.  igS 

Or,  «-'Il  supposaiil  les  ex|)ns;Hits  -a,,,  a, u,,  positifs,  le  second 

mcinhrf  s'i-vaiionit  pour  :;  :=:  :;„,  ::i z,,,  el,  si  Von  convient  de 

désigner  par  Z  IHu»;  t|iielconquf  de>  //  (piantit(^s  z,,  Cj,   ,  .  .,  z„, 


les  diverses  intégrales 


/ 


z 


où  j  ai  éci'il  pour  aliié^^cr 

satisfont  à  l'équation  linéaire  sans  second  membre.  Mais  il  est  un 
autre  point  de  vue  que  celui  de  l'application  de  vos  théorèmes 
généraux  sous  lequel  cette  équation  me  paraît  encore  olTrir  quelque 
intérêt.  Ces  rapports  de  la  tliéorie  des  fractions  continues  avec 
certaines  équations  du  second  ordre  que  nous  ont  fait  connaître  les 
belles  recliercbes  de  M.  Heine  et  de  M.  Christoffel  se  trouvent 
en  elTet  susceptibles  d'extension,  et  vous  allez  voir  comment 
l'équation  linéaire  d'ordre  n  -\-  \  se  lie  aux  modes  nouveaux  d'ap- 
proximations simultanées  de  plusieurs  fonctions,  dont  j'ai  donné 
un  premier  exemple  en  considérant  les  quantités  e'^'^,  e*^  .  .  . 
[«S^^/*  In  fonction  exponentielle  [Comptes  rendus,  iS^S)],  Soit 
d'abord,  en  elTet,  en  supposant  m  un  nombre  entier  positif, 

Ko  =  !-ti  =  .  .  .  =  u«  =  m  -\-  I 
et 

p  :=  m  -\-  n  ^  \  \ 

on  sera  conduit  à  l'équation 

I  d"--  y 

(m  -\-  n)  (m  -\-  n  —  \)(im  —  n  -\-  i)  f"  (  x  )  —, 4-  — .  .  .  =  o, 

•2.3  I  j     \     I  <r/.r «-2 

dont  n  solutions  représentées  par  les  intégrales 


•^       J      (x  —  Z  )"'-t-i 


{x  —  zy 

—  u 

s'obtiennent  comme  il  suit  sous  forme  finie  explicite.  Dans  la  for- 


196  OEUVRES    DE    CHARLES    UERMITE. 

mule  élémentaire 


r    d'"  V  r 

/  U  -j^  dz  =  0  -h  (— 1  )'"   /  ^ 


V  — j dz. 


OU 


je  fais 


C)  —  TI u         -1-  (^ I  V"-  '  ^ 


et  observant  qu'aux  limites  c  =  ^o,  r  =  Z  la  quantité  H  s'évanouit, 
puisque  la  dérivée  d'ordre  jn  —  i  ée  f"^{z)  contient  encore  le  fac- 
teur y(z),  j'en  lire  en  négligeant  un  coefficient  numérique 


'  f/"'   /'"  (  Z  )        dz 


J  dz'"        j- 

Soit  pour  abréger 


d"'f'"(z 
<i>{z)  =  - 


dz"'       ' 
on  pourra  écrire  encore 

r'-^iz)                   r'-   dz         /•'■'ï>(:r)-*(^)  , 
y=l     -dz  =  'i>iT) /     dz, 

J.       X  —  z  J_      J-  —  z         J_  x  —  z 

de  sorle  f|u'en  désignant  par  ^i{x)  l'intégrale 

r-^ix)-^iz)^^^ 
^'  -  -^  —  »■ 

qui  est  un  pol^ynome  entier  en  x  d'un  degré  inférieur  d'une  unité 
au  degré  de  <ï'(.r),  les  expressions  cherchées  sont 

/"'     dz 
—  <i>i{x), 


X 

dz 


J'i 


r""  dz 

Cela  posé,  on  voit  immédialenienl,  en  revenant  à  l'intégrale 

f''  ■''""='    d.. 


(,r  —  Z)'"  "' 


st'R  yi  Ki.yt  i:s  Kyi  mions   i>ikh:iii:m  iki.i.ks   i,i.m;.\ihi;s.  \i)~ 

(Iniii  elles  oui  été  cltHluiles.  t|ii  flic^  iIoiiiumiI  «les  (léveloppciiicuts 
siii\.inl  les  |missances  (lescciKJ.niios  (!•■  la  Miiialilc  cnmineiuMnl 
par  iiii  IfiiiK^  eu 


\.c<  fraction-;  do  mrmo  (L'-norniiiatciir 


reprt'senteul  donc  les  (juanlités 

r'-'    dz        .     x-z,,           r'"-    f/z        ,     ^- 
/ :  =  '"g  7: — r  '  / :  =  '«îï 


X 


aux  termes  près  de  Tordre 
<iii  ^i  Ion  \cutde  l'ordre  de 


-  =  '"g 


Jf  —  z, 


I 


inii-h/ii-i-l 


^(x)  (/*l»(  a") 


aliii  de  nous  rapproclier  de  I  ariLlnuclic[uc,  eL  elles  doivent  être 
regardées  comme  analoj^ues  aux  réduites  de  la  théorie  des  fractions 
continues.  Pour  le  mieux  faire  voir,  supposons  que  ^bix)  repré- 
sente le  polynôme  le  plus  général  de  degré  //</?;  tous  les  coeffi- 
cients se  trouveront  déterminés  sauf  un  facteur  constant,  en  s'im- 
posant  pour  conditions,  que  les  développements  suivant  les  puis- 
sances descendantes  de  la  variable  des  n  fonctions 

* 

''     riz  r'^'     dz  .  ,         /•'"     dz 


^ix)  I       ^,       <l>(  ,r  I   /        ^^,       ••-,      ^(x)   I 

J.      x  —  z  J_       x  —  z  'J, 

ne  contiennent  aucune  des  puissances 


X 


I  r  t 

—  }       — -y        •  •  •  )        

XX-  X  '"■ 


Et  si  l'on  désigne  les  parties  entières  de  ces  produits  qui  sont  de 
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degré  mti  —  i ,  par 

on  alleinl  précisément,  mais  sans  la  dépasser,  l'approximation  que 
nous  avions  obtenue  pour  les  quantités 

*(.r)  /       _ :-*/(^), 

dont  les  développements  commencent  par  un  terme  en 


on  voit  donc  que  cette  approximation  est  bien  en  eflel  de  l'ordre 
le  plus  élevé  possible,  en  supposant 

d"\f"'{x) 
^     ^  dx"i 

J'achèverai  enfin  de  mettre  en  évidence  le  lien  de  Féquation  diflé- 
rentielle  avec  ce  nouveau  mode  d'approximation  des  fonctions, 
en  établissant  que  ^(oc)  en  est  une  solution,  et  ce  sera  aussi  en  un 
point  essentiel  compléter  son  analogie  avec  le  polynôme  X,^  de 
Lcgendre.  Remarquons  à  cet  eflel  Cjue,  rien  ne  spécifiant,  à  l'égard 
de  l'intégrale 

J.    <  X 


■-) 


in-\-\ 


le    chemin   suivi   par  la   variable   entre   les  limites    -:,i,   Z,   on   esl 
maître  d'introduire  dans  une  des  solutions,  telle  que 


les  déterminations  multiples  du  logarithme.  Or  on  obtient  de  nou- 
velles solutions,  dont  se  tire  immédiatement,  par  diflerence,  le 
polynôme  <ï>(a?). 

Des  résultats  semblables  aux  précédents  s'oflrent  dans  des  cir- 
constances un  peu  moins  simples,  lorsqu'on  lait  la  supposition 
suivante  : 


I 

1^0  =   f^i  =  .  .  .  =   \J.n  =  "*  -^  - 
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et 

p  =z  m  -i~  Il  ->-  i . 

m  étant  encorr  nu  iiumhrc  entier  posiiil.   l/t-qnalion  fllfl'érentielle 
est  alors 

I  /  '^\  d"--y 

—  —^(nt-hn){m-^n  —  i)  ii m  —  n  -•-  -  )  /"(^ )  J/JT^T 

et  elle  admet  pour  solutions  les  intéj^rales 


— . . . =  o. 


/ 


1 

,  /.      •  '"  - 


/z. 


qui,  en  opérant  coninie  plus  liaiil,  >(•  lanièncnt  à  la  forme 


1 

'■  <I>"f"'~''^(z)      flz 

y-      . 


dC" 

-a 

Posons 


1 

. ///  — 


/'"/  -(Z)    _     <1'(Z  } 


dz' 


\/.f{-) 


de  sorte  que  ^(-)  soil  un  polynôme  entier  de  degré  mn\  la  rela- 
tion suivante 

'^^(x)  —  <^iz)      dz 


y  =        7=  =  *(^)  /    ;=  —  / 

-^z,   {x  —  z)  v(/(s;  Jz^   (X  —  z)  \lfiz)      J.^ 

met  en  évidence  les  intégrales  hjperellipliques 

r'-         dz  r''-^(x)  —  ^^(z\    dz 

I    ...     ...fTrr.    '-'      I 


/J\^) 


que  je  vais  exprimer  par  leurs  éléments  simples. 

A  cet  elTet  et  en  considérant  d'abord  la  première,  soit 

posons  ensuite  pour  abréger 

\k{z)  =  i  ik  ~  \  —  n  )kQzi^-T-  i-ik  —  «  )A|G^-' 

-t-  (  2 /-  —  I  —  II)  A2 x;^-'-  -i- . . . -i-  ( A-  H-  1  —  n)kk 
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et 


^1-^r 


'•   z'</z 


ou  aura,  couiuie  conséquence  du    théorème  sur  l'échange  de  l'ar- 
gument et  du  paramètre, 

Quant  à  la  seconde,  où  figure  le  polynôme  entier 

,/■  —  z 

elle  se  ramène  au  moyen  des  réductions  éléiuentaires  connues  à 
une  combinaison  linéaire  de 

[Z]o.     \7.U fZl,,-,. 

et  sera  par  conséquent  de  cette  forme 

<I>i(^),  <I>2(.-c):   .  .  .,  <I>«(^')  étant  des  polynômes  entiers  en  .r  de 
degré  nui —  i.  (^es  résultats  donnent  la  transformation  cherchée 

/     p=  =         Z]„_i /      -  —  <t«,  fa") 

dont  voici  les  conséquences  : 

Remarquons  d'abord  que  le  premier  membre  conduit,  comme 
on  le  voit,  si  l'on  revient  à  l'expression 


f 


\r'^(znlz 

5 


(x  —  z) 


«(+1 
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il    iiii    (It-Noloppcment  siii\:uit   1rs   |)iii>^s;inres   iI<'m  roissanles    de  jt, 
<-(>iiiiii('ii('ant  |)ar  Ir  tmiu; 


I 


j-'it-*- 1 


Supposons  ensuilr  siiccessivcinenl 

(Ml  ()l)scrvanl  à   l^'-^aid   des  rrhilions  ain>ii   ohlomu'S,  (pic  le  déler- 

iiiiiiaiil 

I  -I  1 1      I  -I  11       •  ■  •      I  -I  |//  -  I 

I  ^-2  |ii        I  -•■-'  Il        •  •  •        [  -2  \n      1 


I  ^11  |ii       I  -^z;  1 1 


•»«  \ii     1 


n'est  point  mil:  on  m  rondut  ipic  le  dé\ eloppcinenl  des   n  fonc- 
tions 

'l>|./t      f'    \n(/x 


yt  = 


y-i 


^(t)      r'  Al  { X  )  tl.r 


—  *l(-2-). 


«•onunence  de  même  ijur  le  terme -•  C'est  exactement  à  l'égard 

I  j-iit  i-i  <-> 

des  transcendantes 

I  /•■''X/.i.r) 


|_     /•     A/,(.r) 


dx 


le  résultat  obtenu  par  la  (pianlité  log- ^5    et  il  en  résulte  que 

le>  intégrales  lijperelli|)li(jues 


r  —  Zl; 


)-()  dx  f  '  À 1  (  a?  )  dx 


r    t.,dx        r 


sont  représentées  par  les  expression.- 


/ 


ln^,(x)  dx 


't>i(.r) 
<l>(a7) 


'ï'-if-r  I 


^•^'*'"'''     *7FT^'-^'^'' 


^i  X  ) 


^/J\X) 
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aux  quantités  près  de  l'ordre 

1 

I  "I  ~  -  )    /;  ^  1  H- 1 
r 

Relativement  à  l'équation  dinérentielle,  je  remarque  enfin  que  les 
solutions  données  en  premier  lieu  par  les  quantités 


onl  été  mises  ensuite  sous  la  forme 

où  il  est  permis  d'introduire  les  déterminations  multiples  de  l'in- 

À/,._,(,r)  dx 


tegrale 


/^ 


VA-n 


et  cette  considération,  précédemment  employée,  conduit  à  la  nou- 
velle solution  purement  ali^ébrique 


1 


.y  OU,  SI  1  on  veut.  - 


v//(^) 


dx"^ 


En  rencontrant  ainsi,  comme  un  élément  nécessaire  de  1  intégration 
de  certaines  équations  linéaires,  ces  approximations  des  fonctions 
par  des  fractions  rationnelles  analogues  aux  réduites  de  la  théorie 
des  fractions  continues,  j'ai  dû  songer  à  chercher  à  leur  égard  un 
algorithme  semblable  à  la  loi  de  formation  de  ces  réduites.  Mais 
avant  de  m'engager  dans  cette  voie,  et  pour  m'éclairer  sur  la  ques- 
tion, je  me  suis  proposé,  dans  le  cas  de  ces  équations,  à  savoir 

/  o       ^'^y         ^y        /         X 

^  dx-  dx  '-^ 

de   tirer  directement,  des  intégrales  définies  qui  y  satisfont,  les 
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relations   propres   aux    luintioii^   \,„  clans  !•■  iurmicr  cas,   <•!    aii\ 

.    ,     si  II  m  (  arc  COS. rt    ,  ,  11.  1         1        .     .      i-    -    • 

(juanlilL's z^^ dans  le  second,  roui-  (ilti^  île  généralité,  je 

remplacerai  cc>^  tipiiiiions  par  les  suivantes  : 


ou  je  suppose 

de  sorte  que  les  solutions  seront 


.  /'     /•'"- 


y 


dz. 


Cela  posé,  je  [>ars  de  ces  identités  faciles  à  former 


Txm 


d  r  f'"(z^  f'iz) 


l/l-t-\ 


—  -i^/n  ^  i) 


m\ 


dz  l 


(x Z)' 


f"'(z)  f"^-^Uz) 

-H»j(a  —  o)- T- mvxx  —  a  —  o) 


{X  -  zy 


et  je  les  ajoute  mend)re  à  membre  afin  d'éliminer  le  terme 
Il  vient  ainsi 


X  —  z 


d   r  /"(  3  )  —  Cr  —  Z)  f  i  z 


dz  \_ 


(X  —  ^)'"-<-' 


/'"(-3j 


=  m{a  —  b) 


{x  —  zy 


/'"Hz)  /■'«+' (^) 

En  intégrant  entre  les  limites  ^  ^  a,  ;:;  =  ^  et  posant 

1    r      f'"  { z  ) 


-^  f 

■A'"  J 


a      ^^•--) 


/ll-hl 


dz  =  {—\ynu,n, 


ao/J 
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on  en  lire  hi  relation 

(m  4-  i)u,ft^i  =  f  m  -f-  -  j  (2,r  —  a  —  b)i(„i  —  7  /?i(«  —  by-Um-i. 

C'est  l)ienle  i^ésultat  connu  lorsqu'on  suppose 

f(^x)  =  x'^  —  l  , 

pour    le    polynôme    de    Lffgendre  :  mais    on    voit   de  plus   qu'en 
faisant 

.T  -4-  I 
H/n  =  X,„  log P„,, 


elle  se  partage  en  deux  et  que  P,„,  comme  l'a  trouvé  M.   Chris- 
toffel^  satisfait  à  la  même  équation. 

Je  considérerai  en  second  lieu  les  identités  suivantes  : 


TFz 


L(.r— ^)'"  +  iJ 


=  —  {'?.m  -i-  i) 


/       Hz) 
{.r  —  ;  )'" 


1 


i\   ,                      ,     /        Hz) 
m  H-  -     ( 2 .r  —  a  —  h) ^ 


(m  -+-  i) 


/      Hz) 

{X—  s)'«+2- 


dz  L      (x—  z)' 


H^).n-) 


lin 


{x  —  zy 


/       'H  ~)         f           \\                   /       2/ 
+  ml  IX— a  —  b)-^ :-  (m  —  A(a  -  6)2  f !: 

^  '  (X  —  z)">  ^^        \  2/  '    {x  —  z 


T"I-       ■        ,■  A       f  ''^  ^^   A 

\a  élimination  de donne 

(X  —  Z)'"- 


d_ 
Tz 


m-;-ij/"    H^z)fiz)  ^,n  +  \^^ 


-=■)' 


(.r —  ,:;)'" -^-'J         dz 


f      Hz) 


=  (a  —  bY     m2 


i\    /■       -^i  z) 


\l   (  T   —  Z)'" 


f       Hz)  f       'Hz) 

-H  m  (  i  »?  -M  )  (  2 .r  —  a  —  b)  -^ ■ — 1-  m(in-\-\)-'  ' 


{x-zy 
Intégrons    de    nouveau    de    ^  =  a    à 


{x  —  z)"'^^ 
h\    on    en    déduit,     en 
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I 


>...m  r'' /"    '■(Z)dz 


I  .5.5.  ..>.«<-  I  ./       (.r  —  z  )"'^' 

•    il 

••/;i+i  =  ('2  a--  a  —  //  )r,„—  ,  i  'I  —  A;'r,„_|, 

I 

(I  où  encore  un  i<'sull;it  coimii  iliiii«i  le  (■;!>  de 

/{z)  =  --^-i. 

.If  \i('ns  niiiiiilciianl  .m  ras  j^i'iiciaK  en  me  jjosanl  celle  (iiiesliuii  : 
liouver  un  al^oiillnue  <|ui  j3erinetle  de  calculer  de  proche  eu 
|)roche  les  termes  de  celle  série 

£tz)f/z  r''-  £{z)J\z)(lz  r''-  £{z)p{z)dz 


/•'•    £izsfiz  r"  £{z)j\z)riz  r'-i 

J.     (X  — 5)""''      ./.       (x  —  zy"+-i'      '"'     ./      [ 


X  —  z)'"-^''-^^ 


ou  je  suppose 

£{z)  =  ( z  —  Zo)V-o-U z  —  zi)\^^-i .  .  .  ( z  —  Z„)\>-n-i, 
/(z)=         (z—  Z„)(Z  —  Zi)         ...(z  —  z„). 

Soil  pour  abréger 

F(z)  =  £(z)f''(z)  =  (  z  —  ZoV'oi z  —  Zif''.  .  .{z  —  z„yn 

el 

m  -~-  k  =  p, 

de  sorte  que  le  terme  général  devienne 

J.    i^  — 


F(  z)  dz 


je  remarquerai  qu  en  intégrant  entre  les  limites  z  =^  Zq   t\.  z^=^'L 
les  deux  membres  de  celte  identité 


±  r     V{z)    1  ^      pYiz)     ^  _ 


F'(z) 
,x  —  z)i> 

on  en  conclut 

■''    V{z)dz  1      r^F'(z)dz 


r"   V{z)dz    ^      1    r-F 


{X  —  Z)l' 
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Cl,  par  suite,  d'après  la  formule 


-j— — -  = 1 1- . . .  -1 , 


•^    F(z)dz  vo     r^  Fiw)  dz 


r'-    F(z)dz    ^       vq    r 

J,       (X  —  2)/'+l    ~  p  J.       Z  —  Zo    ix  —  Z)l' 

-■a      ~  "0 

_v,     r''¥(z)         dz  -^'JL    f 

pj.      z  —  zi{x  —  z)i'        '"        p  J^      Z  —  Z„{X  —  Z)I 


''  F(z)         dz  v„     /•''  F(.-)         dz 


De  cette  manière  l'intégrale  proposée  est  décomposée  en  n  -{-  i 
autres  qu'on  peut  représenter  par 


•^FC;)  dz 


Z  (,r  ~  z  }P 


^  désignant  successivement  les  racines  «o?  ^\t    ••■i  ^m   6t   il  6n 
sera  de  même  de  celle-ci 


/^7 


V(z)f(z)dz 
X  —  z)P-*-^ 


qui  est  le  terme  suivant  dans  la  série,  et  qui  aura  pour  éléments 
les  quantités 

r 


•'■F(z)/(z)  dz 


z  ~  ^i  {X—Z)l>+^ 

Or  ce  sont  les  éléments  ainsi  définis  qui  donnent  lieu  à  un  système 
de  relations  récurrentes,  faciles  à  obtenir,  comme  vous  allez  voir, 
en  suivant,  sans  y  rien  changer  en  quelque  sorte,  la  méthode  que 
j'ai  appliquée  aux  intégrales 


f   e--F(z)dz. 


[Sur  la  fonction  exponentielle  {Comptes  rendus^  1873).] 

Elfectivement  il  suffira  de  démontrer  qu'on  peut  toujours  satis- 
faire à  la  relation  suivante 

rF{z)f{z)  dz  re.jz)    Fiz)dz        Q{z)Fiz) 

J        z-^       ^a:-z)i'+i       J    j^z)    {x-z)P         {x  -  z)p  ' 

en  prenant  pour  6(3)  et  0|  (5)  deux  polynômes  entiers  du  degré  n, 
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et  c'est  ce   (pi On   reconnaîl  siir-le-cliainj);    car   l.i  <lifl"érentiation 

I                    •                      I.-    I'          /^^> 
uoiinc,  après  a\<)ii'  intilliiMie  par  7^ > 

'  '      '     ^( 3) 

—  (j:  —  z)\e(z)J(Z}-,-ii{z  1 p-^ ' 

et  Ton  a  précisément  le  nombre  mhiIii  de  ■.>./>  -f-  '>.  constantes  arbi- 
traires, pour  identifier  les  deux  membres,  qui  sont  des  poljnomes 
entiers  de  degré  •2n-\-i.  (le  point  établi,  j'observe  qu'en  suppo- 
sant 

z  =  z,- 
on  obtient 

Si{z,)  =  •/,/(  z,-  >»{  z,), 

et  que  jiar  suite  ©)(-)  se  déduira  de  ©(-),  qui  icslera  seul  à  déler- 
nn'ner  au  mojen  de  la  formule 

e,(z)  =  voe(-5o)^^^-^v,e(-,)/^+----+-v„e(s„)  ■^^^- 

z  Zq  -»  ^1  Z  —  -iifi 

Pour  obtenir  maintenant  0(^),  après  avoir  déduit  de  la  relation 
ci-dessus  proposée  la  condition 


p    X 

je  l'écrirai  comme  il  suit 


(z  —  X,)(x 


7(.)--^^^H5^^"^  FTiyJ  ~^^^^' 


et  de  cette  forme  nouvelle,  je  conclurai  en  remarquant  que  la 
fraction  '  n'a  pas  de  partie  entière,  que  le  polynôme  cherché 
doit  être  tel  que  les  parties  entières  de  ces  deux  expressions 


6(5 

et 


(z  —  Cj  (-—a") 

coïncident.  Soit  donc  pour  en  faire  le  calcul 

p  F'C-S)    _    5ft  Sx  5o 

X  —  5     '      F(Z)    ~~    ^  ^2         3? 


2o8 

en  |)osant 
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nous  aurons  d'abord 


ao^o  3"~i—  ai^o 


a,)  5 


o^i 


-i-  ao5.. 


-//-3. 


Soit  ensuite 


/<^) 


_  -«-1 


+  />i 


r7J-3  . 


Pn-l, 


et  nous  obtiendrons  les  équations  suivantes,  au  nombre  de  n,  à 
savoir  : 

pi=!Xi(so-^n —  \)^  7.0  Si, 

p,2  —  oi.i(so-\-  n  —  •>  )  -r-  aiSi  -H  ao52r 

1 

Elles  déterminent  de  proche  les  coefficients  ao,  a,,  a..,  .  .  .,  a,;_,, 
et  quant  à  ol„^  qui  seul  reste  à  obtenir,  c'est  la  condition  précédem- 
ment remarquée 

P  x  —  l 
qui  en  donne  la  valeur.  Revenant  maintenant  à  la  relation 

¥{z)f(z)  dz.  ^    r  6,(3)    F(z)dz    _  e(z)Piz)  ^ 

nous  en  déduirons  d'abord 


/ 


r 


¥{z)f(z)  d 


0,(^)    F(s)(/5 


/(Zj    (.r-  .-)/' 


puis,  en  décomposant    '  ^    en  fractions  simples. 


r 


F(z)/(5)  dz 


C      (^ 


''  F(z)  d. 


z,    {T  —  Z)l> 


-H 


0,(3,)   r'  F(z)       dz 


f 


z,  (x  —  z)i> 


<ài{z„)     r      t  (-s)  dz 

J"i^n)J,      Z-Za{x-Z)l'' 
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Muis  un  a 

et  si  l'on  «'•cril  H(x,  '^)  au  lieu  «le  ^{z)  afin  de  mellre  en  évidence  Z, 
(jiii  «Mire,  comme  il  est  ais»'-  de  voir,  au  premier  de^ié  dans  a,,  au 
second  dans  x^.  cl  ;iiiisi  de  suite,  nous  obliendrous  sous  forme 
enlièremenl  explicite 

■'■  l'(^)  f(z)  dz  ^,        ^     r^'  V{z)  dz 


*0  *'0 

+  v,  e(z,,!:)  r 


•'■  ¥(z)  dz 


z  —  ;;i    {X  —  z)i' 


r      Y{z)  dz 

J       -"  —  ^rt  \X  —  -> )l 


Je  ne  ferai  point,  pour  abréger.  d'ap|)licalions  de  ce  résultat;  j'ob- 
serverai seulement  (|u"en  considérant  Tintégralc 


-'■      fmf^z) 


I         ■''"'' ^    ^dz, 


on  obtiendra,   j^our  les  éléments  de  décomposition,   l'expression 
suivante  : 


J.       z  —  ^    {X  —  z  }"^  ^  —  K  J.      ^  —  ^ 


n  r. 


n(jc)  et  n,(a?)  étant  des  polynômes  entiers.  On  voit  ainsi  que  le 
développement  de  l'intégrale  suivant  les  puissances  décroissantes 

de  la  variable  commence  par  un  terme  en  — >  et  il  est  facile  de 

reconnaître  que  c'est  l'ordre  le  plus  élevé  qu'on   puisse  obtenir 
pour  un  degré  donné  de  n(x).  (^uant  au  facteur 


x  —  X, 

H.  —  m.  i4 
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il  se  trouve  amené  j)ar  la  relation 


diii-ï     V  fm(x)'\  f(x\ 


v^y- 


\\{X), 


qui  définit  n(x)  à  un  facteur  constant  près  [^). 

Les  Sal)les-d"Olonnc,  lo  oclobre  1874- 

(  '  )  La  lettre  J'Herniite  se  termine  par  quelques  remarques  sur  l'intégrale 


Mous  ne  les  reproduirons  pas,  car  les  résultats  ne  nous  ont  pas  paru  exacts. 

E.  P. 


EXT l{  A  II 


0  UNK 


LiaTKh:  DK  M.   Cii.   III<KMIT1<:  A  M.  BOIICIIARDT 


SUR 


Li:S  WMHUES  DE  BERNOULLl. 


Journal  de  Crelle,   t.   81,    iS;*),   p.  93-95. 


...M.  Clausen  et  M.  Staiidt  ont  découvert  en  même  temps  sur  les 
nombres  de  BcrnouUi  une  proposition  extrêmement  remarquable, 
qui  donne  pour  B,^  cette  expression 


I        I  I 


■i        a         \j  / 

dans  laquelle,   A,,   étant  entier,  les  dénominateurs  des  fractions 

,                ,                    .            ,              'j.  —  I      i  —  I               À  —  I 
sont  tous  des  nombres  preiniers  tels  que  >   ■ >   •••»  

soient  diviseurs  de  11.  Ce  beau  théorème  dont  M.  Staudt  a  donné 
la  démonstration  dans  le  Tome  XXI,  pa^e  3^2  de  ce  journal 
{Beweis  eines  Lelirsatzes^  die  Bernoullischen  Zalilen  betrej- 
fend)^  conduit  à  rechercher  directement  les  nombres  en- 
tiers A„,  au  moyen  des  relations  qui  servent  au  calcul  des 
nombres  de  Bernoulli.   Employant  à  cet  elFet  l'équation 

(2/1  -f-  1)261—  (2«  -h  l);Bo 

-l-(2«-i-iJ6B3—  ...-+-(—  ij"-i(  2n-HiJ2„B„=  n  — -, 

OÙ  (2/^4-1)2,  (2/i4-i)i,  ...  désignent  les  coefficients  de  x-^ 
x^ ,    ...   dans  le  développement  de  la  puissance  (i -I- jc)-""'"' ,  on 
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en  lire  d'abord,  en  substituant  les  expressions  de  B,,  B^,  B3,  .  .., 

(2n-t-[)2(  Ai-4-  -  -+-  ^ 


(  2  n  +  I  )4  (  A.>  H h  -  -h  — 

\  2  0  0 

(2/H-  i)6(A3-+-   ~   +    T   +   i) 


/  .  III  i 

-H  (  2  «  +  1  ).,„    A„  H 1 h  ô"  +  .  •  •  -t-  Y 

\  2         a         p  A 

I 

-f-  /i =0. 

2 

Cela  posé,  les  termes  contenant  en  facteur  -  sont 

-  [(  2  n  -f- 1  ).2  -)-  (  2  /i  -h  I  )4  -+- .  .  .  -1-  (  2  n  H-  I  ).2n  —  1  ], 
et  comme  on  a 

(  2  /l  -4-  I  )2  +  (  2  /i  -I-  I  )..,  -H  .  .  .  H-  (  2  «  -4-  I  )2«  =  2^"  —  1  , 

ils  se  réduisent  au  nombre  entier  2-"~'  —  i.  Mais  considérons,  en 
général,  ceux  (|ui  sont  afTectés  du  facteur  —  ;  ils  proviennent  des 

nombres  de  Bernoulli  dont  l'indice  est  un  multiple  de  -(p  —  i), 
et  donnent  cette  somme 

que  je  vais  montrer  être  aussi  un  nombre  entier. 

J'observe  pour  cela  que,  en  désignant  par  w  les  diverses  racines 

de  l'équation  xP~*  =  i  ,  la  somme  ^(i  +  w)-"+'  a  pour  valeur 

(/>  —  I)[H-(2  7H-  l)/.-l-t-  (2rt-+-  l)2/;-2+  (2/1-4-  1)3/9-3 +  •  •  •]• 

Or,  les  racines  to,  prises  suivant  le  module  premier  /j,  sont  les 
nombres  entiers 

I,     2,     3,     ...,    /?— i; 

les  quantités  i  +  (o  seront  donc 

2,     3,     4,      ••.,     />  — I,     o; 
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il  eu   rrsulle   (|iit'   ^  (  i  -r  w^^""*"'    est,    en   lui    ajoul;uil   runilé,    la 

somme  des  puissances  a/j  -f-  i  des  nombres  1,2,  ...,/>  —  i ,  qui 
est  lin  iHiilliple  de  /j,  attendu  que  l'exposant  2/1  -\-i  n'est  pas 
divisible  par  le  nombre  pair/)  —  i.   Vyant  ainsi 


\  (1-+- io)*"-^«-l- I  =  o         (modp), 


on  voit  immédiatement  que  Sp  se  réduit  bien  à  un  noml)rc  entier 
et  nous  obtenons  pour  le  calcul  direct  des  nombres  A„  la  relation 
suivante  : 

(2rt  -1-  n2AiH-  (an  -f-  i  );  A-i-h.  . .-+-  (an  -+-  i)2«A,i 

=  I-  ,J—  7.2"-l—  S3—  S5-...—  S,, 

où  les  quantités  S3,  S^,  . . . ,  S^,  se  rapportent  à  tous  les  nombres 
premiers  jusqu'à  9.n-{-i. 

Soit,  par  exemple,  /?  =  (,  les  nombres  premiers  jusqu'à  9  étant 
3,  5,  "j ,  on  aura 

83=  i(36  +  i26-i-84H-9)  =  85, 

85=  ^(126-+- 9J  =  27, 

S:=  ^84  =  12, 

et,  par  conséquent, 

36Ai-t-i20A2-i-84A3-i-9A4  =  —  255, 

ou.  en  supprimant  le  facteur  3  commun  aux  deux  membres, 
i2Ai-(-  42  Aj-t-  28  As-t-  3  Al  =  —  85. 

Pour  /?  =  1 ,  2,  3,  nous  trouverions  successivement 

Ai  =  — I, 

2  Al  -4-  Ao  =  —  3, 

3Ai-i-  ôA,-^  A3  =  —  9, 

et  ces  équations  donnent  facilement  les  valeurs 

Ai=  A2=  A3=  A4  =  — I  ; 
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(i  OU 


B,= 

I         I                 I 

'-2-3      =r 

B2-- 

1     i     I     I 

2        3        5        3o 

B3  = 

1  1         I          I 

2  3        7  ~  42' 

B,  =  - 

1  1         I          1 

2  3        5        3o 

On  aura  ensuite 
B.= 


III  _    5 

2        3        1 1  66 


....  I  691 

B6  =  —  iH ^-o^-T^ ^  -^  =  —V  ' 

~         i3         2730 


B,= 


-f- 

I 

2 
I 

+ 

1 

3 

I 

-f- 

I         I 

3*7- 

2 

3 

-h 

I 
2 

-f- 

I 
3 

+ 

1         I 

I 

I 

I         I 

7 
6' 


36i; 
5io 

438(V 
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B8=  6   -h    -    -f-    ;^    +    -^    +    —  ='^f^, 


Bo=    36 


Vous  remarquerez  celte  nouvelle  fonction  numérique  attachée  au 
nombre  impair  2/?  +  i 

§3+  S;i-t-...+   S/,, 

à  laquelle  conduit  le  théorème  de  M.  Clausen  et  de  M.  Staudt; 
elle  vient  se  joindre  à  toutes  celles  dont  la  théorie  des  fonctions 
elliptiques  a  donné  l'origine  et  les  propriétés  et  peut  être  généra- 
lisée en  substituant  à  Sp  la  somme  suivante  : 


C,     _   1 


r(2/t  -t-  l);,-i  (2n-h  l)2/)-2  (2/1  +  1)3/^-3  ] 

L        a?/'-!  x^i"--  x^i>-^  "'\ 


qui  coïncide  avec  'èp  pour  a?  =  i .  On  démontre,  en  effet,  comme 
plus  haut,  que  ^p  est  un  nombre  entier  pour  toute  valeur  entière 
de  x^  p  étant  un  nombre  premier  quelconque,  non  supérieur 
à  2  /?  H-  1 . 
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Slll    I.A 


FOiXnio.N  hi:  .iacoh  bi:kn()llli 


JiuundI  <lf  ('n'Ilc,  t.  71),   1S7"),  p.  33<)-3  ( 


Je  viens  ;ui  sujet  i\\\n  Mémoire  de  M.  R;iabc,  sur  la  fonction  de 
Jacol)  heriioulli  (t.  XI. Il  de  ce  Journal,  p.  ^/jS)  vous  pn'-senter 
quel(|ues  remarijues.    Soient   W  [x)  et  B'(x)  les  coefficients  de 

X'-'"  \^in-*-\ 

et  dans  le  développement  suivant  les  puis- 


l  .1.  .  .  xm  I  .  -2     .  .  2  /?l  -^  I 

sances  croissantes  de  À  de  la  fonction  -^ .  de  sorte  que  1  on  ait 

■}.  m  -+-  I        >.  .>  .'1 

•2  m  -H  i       ■>.  X  .( 

L'éminent  géomètre  donne  parmi  beaucoup  de  résultais  entiè- 
rement nouveaux  et  d'un  grand  intérêt,  cette  expression  sous  forme 
d'intégrale  définie  de  B''(^-j,  à  savoir 


2  cos2~:r 


Peul-élre  n'est-il  pas  inutile  de  remarquer  que  la  proposition  im~ 
}>ortante  démontrée  par  M.  Malmsten  (sur  la  formule 


hu'j.  =  lujc h\u'^  -h  .  .  .  , 


t.  X\W  .  p.  5;")  )  que  ce  polynôme  ne  change  qu'une  fois  de  signe, 
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entre  les  limites  ^  ^  o,  ^  =  i ,  est  immédiatement  mise  en  évidence 
dans  l'expression  de  M.  Raabe.  EfTectivement,  l'intégrale 


/: 


ii"^'"  du 


e"  -+-  e~"  —  2  cos-2-a" 


est  une  quantité  essentiellement  positive  pour  toutes  les  valeurs 
de  j;,  de  sorte  qu'entre  les  limites  considérées,  B"(^)  aura  le  signe 

du  facteur   ( —  i)"'+'  sinaTra*,   et  ne  s'annulera  que   pour  x=z-. 

C'est  ce  qui  m'a  engagé  à  en  rechercher  une  démonstration  directe 
et  en  même  temps  à  obtenir  une  expression  analogue  pour  le  poly- 
nôme B'(^),  qui  mettrait  aussi  en  évidence  sa  propriété  caractéris- 
tique, d'être  toujours  de  même  signe  de  .r  ^  o  à  ^  =  i . 

J'emploierai  dans  ce  but,  la  forme  suivante  que  prend  la  fonction 


ef~i- 


-,  en  changeant  A  en  2/ A;  si  Ion  pose 


e>- 

sinX  -1-  sinfî.r  —  i)). 


•2  sin/, 

,,  cosX — cos(^2.r  —  1)), 

2sin/. 


on  trouve,  en  eflet, 


g2t),x j 

g2a— 1   =  ?(^)^'''K^)> 


et  il  en  résulte  que  ^"(x)  et  B'(x)  peuvent  être  définis  comme  les 

en    •  I       (—l)"'(--il)-"'  ,       (—!)'«  (2).  )2'«+l     ,  ,  ,, 

coeincients  de et  de dans  les  deve- 

1 . 2 ...  2  «i  r .  2 . . .  2  /?i  -H  1 

loppements  de  C5(.r)  et  à  (x)  sui\anl  les  puissances  croissantes 
de  À.  La  considération  de  ces  fonctions  suffit  déjà  pour  démon- 
trer plusieurs  des  théorèmes  de  Raabe,  au  moyen  de  ces  relations 
entièrement  élémentaires,  à  savoir: 


0(1 — x)  =^  1  —  o(x),         '\i(l  —  x)  = 'l(x), 

c  (ar)  +  '^  (  a:  -J )   -f-  . . .  -1-  g  (  .r  h )  =      -  n 

'  \  n/  '  \  n      /  2 


s\n(  inx  —  i)  — 
n 

2  sin  — 
n 


,  .  .         cos(2/ia7 — i)  — 

,  .    s        ,  /  I  \  ,  /  n  —\  n  cosA  n 


2  Sin/.  .      A 

2  SUl  — 

n 
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Mais  rt'st    li^iir   ciprfN.^i.in    sous  forme   iJ"int«''grales  définies  qu  il 
importe  snilonl  (l'(tl)ltnir,  <M  voiri  comiiienl  j'j  suis  parvenu: 
So'\[f(e^)  une  fonction  rnlionnclle  (jiiclconijue  de  e^,  el 

'l>(ar)  =  e"'-^/(e-f). 
Je  ferai  usage  de  la  salcur  de  riiilégrale  /         <l>(x)  f/^',    qui   s«'    dé- 

•     —    ac 

termine  f;o-iloment  comme  vous  allez  voir.  Ayant  posé  d'ahord 

/iZ)=:\](Z)  '  ■ 


Z  —  n        (  z  —  a  )• 
H                  B, 

i  z  ^  fl  )»'  ' 

z  —  b        (Z  —  h  )- 

(z~  6)fl+' 

en  réunissant  dan<.  la  (juanlité  II  (:^),  la  j)artie  entière  ainsi  que  les 
fractions  on     i  —  -  ■••.  s  il  en  existe,  je  remarque  que  l'expression 


gmjc 1 H  ...  H = 

L<'  — a        (e-^—af-  (  e-^ — «;^""'J 

peut  se  mettre  sous  cette  nouvelle  forme 

/      />mx     \  '     /     pinx     \  /     pinx     \ 

\e-»  — a/  \e-^  —  a/  -"  \  e- ~  a  ; 

Nous  aurons  en  conséquence 

(piiix                                   /    pin.r      '                                           /     pnix     \ 
_£ )+:^,  1)    /_f )  -^...+  5laDï(_f 
e-^—aj                  \e-^—a]                        -^  ^  e-^  —  a , 


et  cette  décomposition  entièrement  analogue  à  celle  des  fractions 
rationnelles  en  fractions  simples,  ramènera  l'intégrale  /  ^  (x)  dx 

à  la   transcendante    /   — ^ '- -,  et   l'intégrale  définie   proposée  à  la 

r^"^  e"*^ dx 
quantité    /         -^ •  Avant  d'en  chercher  la  valeur,  je  remarque 

que  la  constante  rt  doit  être  supposée  négative  quand  elle  est  réelle  ; 
on  est  amené  par  là  à  poser  :  «  =  —  (?•"  +  "',  avec  la  condition  que 
h  soit  compris  entre  les  limites  — -  —  et  +  r:,  sans  atteindre  ces 
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limites.  Cela  étant,  nous  aurons 


r 


gmx  dx 


=  e'f< 


-ili 


a 


f 


e">^  dr 


e-^-s 


-lit . 


puis  en  remplaçant  .r  par  J7  4- .i^ 


/-  +  -     e'».r^/x  n 

\         ^, =  ^"■■"  / 

J  gX^A'     '/'-Hl  J 

^  —  00  •-    —  a 


e'"-^  dx 

jx  —  ili  _i_  I 


et  cette  dernière  quantité  se  détermine  comme  11  suit  : 

Considérons  l'intégrale  d'une  fonction  quelconque  elïectuée  en 
suivant  le  contour  d'un  rectangle  ABCD,  dont  la  base  est  sur  l'axe 


des  abscisses,  l'origine  étant  au  milieu  de  cette  base,  et  faisons 
OB  z=  a,  BC  ^  h.  Si  l'on  désigne  par  <P  (:;)  la  fonction  et  par  S  la 
somme  de  ses  résidus  qui  correspondent  aux  valeurs  de  ^,  comprises 
à  l'intérieur  du  rectangle,  on  aura  comme  on  sait 

/         <i>{x)  dx  -^-  i  I      (t>(ix  -^-  a)  dx 

*-  —a  «^0 

—  I        'i>{x  -\-  ib)  dx  —  i  I     <i>(ix  —  a)  dx  =  j.i-S. 
Cela  étant,  je  fais  <!>(:;)  =  -^— —  ,  et  je  suppose  la  bauteur  b  com- 


e--!-  I 


prise  entre  -  et  3-,  de  manière  qu'à  l'intérieur  du  rectangle, 
l'équation  e=  +  i  =  o  n'ait  que  la  racine  z  =  i-  et  *^{z)  le  seul 
résidu  —  e""".  Faisons  maintenant  croître  indéfiniment  la  constante 
a\   les  deux  quantités  $  (/j? +  «)  et  <I>(fa;  —  a)   tendront  évidem- 
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monl    \ers  zéro  si  ///  csl  inférieur  en   valeur  absolue  à  l'unilé,  el 
1  un  ohliendra 


/         '\'i  x)dx  —  I         4>(x  -i-  ih)  dx  =  —  iir.e 

d'où 

/-•■+■"  _ 

/         'P(x  -h  ib)cfx  =  -T— ^ *-  i.  i~e'">-^ 

I  '•m /Il - 

el  |>:ii-  ('«inséquenl 


SI  11  m  ~ 


f 


gx-t-/7<_j_  I  «in  //j  - 


Mais  on  peut  poser:  A  =  <- —  //,  /i  étant  compris  entre  —  ~  et 
-  — ,  et  nous  trouvons  ainsi 


f 


e'"-^  f/x  TT  e''"'' 


«-    —  00 


g.c-îh  ^  I  sii)  PI  — 


Soit,  en  second  lieu, 

ginz  —  giiz 

e I 

les  constantes  //?  el  /«  élanl  moindres  que  l'unité,  de  sorte  que 
<1»  (ix  H-  rt)el  <^  (/>  —  a)  soient  nulles  pour  a  infini.  En  supposant 
^  =  71,  la  fonction  proposée  restera  finie  à  l'intérieur  du  rectangle 
el  Ton  aura  S  =  o,  d'où,  par  conséquent, 

/         ^(x )  dx  =  I         ^(x  -i-  i~)  dx. 

Mais  nous  avons 

^(x  -h  i-)  =^  —  e'"'~  ^— h  e'"'^ 


e-^ -H  I 


et  de  cette  expression  résulte  immédiatement  la  valeur  connue 

/  dx  —  -\ : \  = -(coin- —  coi  jn-). 

f  e'' — I  |sin/(-        siii//t-J 

J'arrive  maintenant  à  mon  objet  en  a|)pliquant  les  résultats  qui 
précèdent  à  la  détermination  des  intégrales, 

/"^"^       e»'-s\nlidz  r'^ '^  (e'"- —  e-'"- )  (i -^  co^ h  >  dz 

_        e^-T-  e-~-\-  icoih  J_  (e= — i  j  (e--i- g-- -*- cos  A  j 
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A  l'égard  de  la  première,  la  relation 
sin  h  I 


c~  —  e  ^-  -^  •?.  cos  II        1  i 
donnera 


?-''/' -H  I  tf-  +  '/' 


t] 


'  (?- -r- g' --(->.  cos /i        21     sin/?ZTT        sinwi  — 

30  L  -* 


-  sin  /??/; 


sin  /n  T 


Pour  la  seconde,  j'emploierai  la  décomposition  suivante: 

4  /  ?i  n  ^  f  I  -f-  cos  /i  )  2  i  si  n  A  (''''  -s-  i  e~''' 


^  e~ — I  )  (  e--!- e-- -(- 2  cos/<)  c- — i  e-^^'^ -~  \         e-^'^' -+- i 

et  nous  en  conclurons  au  moven  des  formules 

r'^''  e"^~—  e~"'~    ,  r"^''  e"'~—  e-'"^    ,         2- cos  m/i 

I  az  ^  —  2  7:col^/i-,       /  -, dz^ — -. ; 

/  e~ — I  ./  e-~^'"-!- i  sinm- 

Ja  valeur  cherchée 


.  -r-  .»■ 


{  gmz — (,-//i;  )  (  I  __  ,^os /m  cosmh  —  cos  m  7: 

itz  =  — 


(e- — 1  )  (e--i- tf---i- 2  cos  A)        ,  siii/?îT: 

Piamenons  encore  ces  intégrales  à  avoir  [)Our  limites  zéro  et  lin- 
fini,  on  obtiendra  ces  formules 

sin/??  A         I      r  ^  (  e'"~ -h  e-'"^)  s\n  h    , 

dz. 


I      r     (e"^---\-e 


sin/??-         ~  t'o        e--H  c~ -1- 2  cos /? 
co^mh  —  cos???-         I      /""  (e=-l- 1)  (e'"- — f-"'- )  (i -f- cos/?  ) 


sin  /??  - 


_    I      r     (e=-h  i)(e"'  =  — f-"'-)  (i -H  cos/i) 
"^  Jn  (^" — 1)  (e=H- e-- H- 2  cos/?)  "' 


où  figurent  des  fonctions  paires  de  la  variable  sous  les  signes  d'in- 
tégration. 

Elles  donnent  le  résultat  auquel  je  voulais  arriver  en   faisant: 

ni  =  -  et  h  =  7z  (\  —  2x),  de  sorte  que  À  soit  compris  entre  —  — 

et  —  t:  et  j:"  entre  zéro  et  l'unité.  Il  suffit,  en  effet,  de  remplacer  z 
par  — :;,  pour  avoir 

sinX  -I-  sin('2.r  —  x)X 


o(x)  = 


2  Sin/, 


1  I    .  r''  e'>^-^e-''-~ 

=  — i sin  2  7:37  /       dz, 

2  2  ./„         e^--^6'^''^- 2C0S2-a7 
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et 

,  COsX  —  COS(î!J*  —  I  )/. 


=  —  sin'TTX  / 

•   a        \ 


'}.  sm  A 


^      ^  f'^-  —  1  ;  (  e'^-  -t-  g-'î-  —  V.  cos  V.  -.r  ) 


^/-. 


Cl  l'on  voii  iiiimt-dialeinent  que  le  lliéorèmc  de  M.  Kaahc  se  tire  de 
de  l.i  |)icmi<ir  «'•<;alité  en  égyhml  les  coefficients  de  A-'"  dans  les 
«leiix  membres.  Mais  on  parvient,  en  outre,  à  étendre  de  la  iiianirre 
suivante,  les  importantes  [)rop()silions  de  M.  Malmsten  à  l'égard  des 
polvgones  B'(^)  et  \^{x).  Remarquant  que  les  dérivées  d'un  ordre 
i|iicl(on(juc  par  rapjiort  à  ).,  des  deux  intégrales 


f 


f 


e"-H-  e-t2 —  acosairar 


(^gT.z  —  I  j  (  g7:;_^  g-m —  i  cosaira;) 


dz, 


sont  essentiellement  positives  si  A  est  lui-même  positif,  nous  en 
concluons,  en  ell'et,  qu'en  supposant  \  compris  entre  zéro  et  tt,  si 
l'on  fait  croître  x  de  zéro  à  l'unité,  les  dérivées  de  la  fonction  '^{x) 

par  rapport  à  A,  seront  toutes  positives  de;r  =  o  à  x  =  -  et  néga- 
tives de  j7  =  -  à  a:  ^  I ,  tandis  que  la  fonction  'i>(.r)et  ses  déri- 
vées par  rapport  à  \  seront  toujours  négatives  de  .r  =  o  à  :c  =  i . 

Je  rattacherai  enfin  les  développements  en  séries  de  sinus  et  de 
cosinus  des  arcs  multiples  de  itzx  que  Raahe  a  donnés  pour  les 
fonctions  de  \^"  (x)  et  B' (a?),  à  ces  formules  connues,  et  qui 
subsistent  entre  les  limites  .r  =  o  et  a:  ^  i  : 

.     ,         I  \f,\n}.-x         xs'inâr.x        S-'^iiiGira?  H 

,,     .         I         ^  I  .   V  c.cfr,-i.-.T         cos/iTiar  cosGra"  "1 

<h{x)  =   -  COIA r   —  -A      ^ h  ^ h   ; ■ H  .  .  .      . 

Il  suffit,  en  effet,  pour  y  arriver,  d'égaler  les  coefficients  des 
mêmes  puissances  de  A  dans  les  deux,  membres. 

Paris,  I"  novembre  i^-'\. 


SUR  LES 


DEVELOPPEMENTS  DE  F(^)=.sn«^cn*xdn-r 

où  LES  EXPOSANTS  SONT  ENTIERS. 


Académie  royale  des  Sciences  de  Stockholm,   Bihang  III, 

n°  10,    1875,  p.  3-IO. 


Le  mode  de  calcul  que  je  proposerais  résulte  de  la  proposition 
suivante  : 

Soit  'i'(-)  une  fonction  uniforme  ayant  pour  périodes  2K 
et  2/K';  si  l'on  considère  un  rectangle  dont  les  côtés  parallèles 
aux  axes  O^  et  Oy\  soient  AB=  2K,  AD  =  2R',  la  somme  S  des 
résidus  de  S' (^z)  pour  les  valeurs  de  l'argument  qui  répondent  à 
des  points  compris  dans  l'intérieur  du  rectangle  est  nulle.  C'est 
ce  que  donne,  en  elïet,  l'intégration  de  S'(z)dz  suivant  le  con- 
tour ABGD,  car  en  appelant  />  pour  un  moment  l'affixe  de  A,  on 
obtient  ainsi  la  relation 


'       £{p^z)dz-^l         £  (p-\-2K^  z)  dz  —  I         £(p^z)dz 
0  •-  0  ^0 

/  i  (  /J  -i-  U  t  K'  +  S  )  flf  5  =  2  t  71 1 

ou  bien 

/  [£(p-^- z)  —  £{p-^ii\\'-\-z)]dz 

„2iK' 

—  /         [£{ p  ^  z)  —  £{ p  -\-  iK-^  z)\dz  =  liiz^^ 


SI  II  i.i:s  i)Kvi;i.ni«i'r..MKM>  i>i-:  l'(  j-)  =  sn"  x  cii''jr  (ln'"j'.  a-23 

et  les  coii'liii<>n> 

i(z -4- aK)  =  /(«),        £(z-^-xiK')  =  I{z) 

«IftntHMll    sur   11"  rli;i|Il|> 

S  =  o. 

Ce  |)riii(i|i<'  j»((sé,  je  dislIn^Mic  à  l'cganl  dr  V(x),  d'après  les  icla- 
tions 

F(t^-}.K)  =  {  —  i)«^''  V(x),         \'(x  -4-  ■iiK')  =  (—  i/'+c  F(t) 

fjiiatre  cas  dlIVérenls.  siiivaiil  (|iic  la  |)('iiodicilé  clant  celle  de  snar, 
en./",  du  ,/•.   su-'./',  (Ui  aiir.i 

F{T  ->r  ■^K)     =—  F(x), 
^"*  F(x-h-iiW')=~-  F(j7  , 

F(a:-i-2K)     =-i-F(a:), 
^'"^  ^  F(a7-+-2fK')=— F(a7), 

(  F(x-+-'..K)     =^F(x), 
(  F(j:-f-?.iK)  ^-+-  F(:r), 

et  j  en  lerai  successivcinent  ra|)|)licali()ii  aux  fuiiclioiis 

F(3i  F(z)  F(z)  F(z) 


£{z)  = 


sn(./-  —  z)  cn(j-  —  ô)  cliif.r  —  z)  sn-(a;  —  z) 


Considérant  d'abord  le  premier  cas,  j'observe  que  toutes  les 
valeurs  de  z  qui  rendent  le  numérateur  infini  et  le  dénominateur 
nul  sont 

c  =  iVJ  -+- 1  m  K  -f-  2  «i  K',         s  =  ar  -I-  '2  /7i  K  -I-  2  ni K', 

ni  et  n  étant  des  nombres  entiers.  On  a  donc,  à  l'intérieur  du 
rectangle  AIîCD,  qu'à  considérer  deux  quantités  qui  peuvent  être 
ramenées  à  c  =  /lv',  ^  =  jr,  pour  en  déduire  les  résidus  corres- 
pondants, c'est-à-dire  les  coefficients  de  -  dans  les  développe- 
ments suivant  les  puissances  ascendantes  de  e,  de  F(/K'-f-e), 
F(a--f-s).  Soit,  à  cet  eflet,  en  écrivant  Jes  seuls  termes  qui  con- 
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tiennent  £  en  dénominateur, 


ou  sous  une  forme  préférable 

F(tK'+  £)=  A£-'-+-AiD.£-i4-...-i- A„D££-i. 

En  multipliant  membre  à  membre  avec  l'égalité  suivante  : 

I  r  E  e^ 

: — ; =  A-  sn  (  .r  —  £  )  =  X     sn  ^ D  i-  sn  :c  h D,^.  sn  .r  -l-  .  .  . 

sn{x  —  iK  —  E)  l  I     ■  1.2 

£"  1 

•+  (—  I  )" D"  sn  37  +  .  .  .     , 

I .  i  .  .  .  n     '  J 

il   vient,   pour  le   coefficient   de   -    dans  le   produit  des  seconds 
membres,  l'expression 

A'(  A  sn.r  -+-  A,  D.^  sna;  -f-.  .  .-h  A„  D^.  sna7j. 

L'autre  résidu  correspondant  k  z=x  étant  évidemment  —  F(j:), 
la  relation  S  =  o  donne  la  formule 

F(a7)  =  A'(  A  sn.z'  -4-  AiD,.  sn:r  -4-. .  .-h  A,;D;J  sna;). 

Fiz) 

Dans  le  second  cas,  où  J^ ( z)  =:  — — >  le  développement 

'  ■■     ^         cii(  .r  —  z  )  i  * 

de  TTT-, conduit  à  un  calcul  tout  semblable;  mais  i'ob- 

cn(.r  —  iK—z)  •' 

serrerai  que,  ayant 


en  {x  —  i\\  )  k 

on  peut  poser 

en  (a-  —  iW  ~\)  A-    L  I 

+  _iiDl.  cn(^-  K  )-...]; 

multipliant  membre  avec  l'égalité  précédemment  employée 

F(iK'+£)  =  A£-i-i- A,D££-i  + AïDIe-  i  +  ... 


SI  II  i.i;s  iiKVi;i,oi'i'K.MKNTs  i»i;   l'i  ./•  I  ■!  sii"./- en''.'- <lii'  /•. 

le   l<"<li|tl    I   IhIcIk-   s  OhllCIll    «InlK     siiu>   i.l    lollllr   MllX.lIllf    : 

__  fd(  \,.„,.r—  b)  — A,l>,  cii(.r    -  K  i-t-...-^-  \„  D.','.  cm  ./•    -  K)|. 

A* 

Maiiilrii.iiil .  I  i'-(|ii:ili()ii  ciii  ./•  —  ;»:=:(»  iIoHiii'  h)  soliitmii 

z  =  .?•  —  K. 

ol  le  rt'sidii  iini  lin  («n'icsjumd  ;i  |iiiiii'  \;i|riii- 

F(x  —  \\) 

— r     ' 

il  où  l;i  rchil  mil 

F(  .»■  —  K  )  =  //  [  A  cm  ./•  —  K)  -^-  A,  D,-  cn(x  —  k  i  -t-.  .  .  j. 

cl .  (Il  cliiiiii;!';!!!!  ./■  cil  .r  -j-  K  , 

F(  j)  =  //,  (  A  en  J"  -t-  A|  D,  vn  .r  -^ .  .  .  ~  .\„  D'j.  cii.r  ). 

Le  liiii>iriiie  cas,  cil  fiusaiil  iisai:c  de  la  ii-lalioii 

o 

-—-=/■  (I 11  (  .r  —  K —  «■  K' ), 


XJ.  » 


<lii(  j;  —  iW  ) 

donne  di'  incnic 

V{x)  =r^-  /(Adn^-  — Ail».,  (liLï 


--A„D.:;.dii^'): 


mais  la  (|ualricmc  se  pi-éscnh;  diUV'reiniiiciil,  le  résidu  de  la  foiir- 


lion 


i  z) 


pour  z-  =z  X  clanl  V\x  i,  on  obllenl,  en  ellel, 


^n-yx—  z.) 

F'(.r)  ^  _  /.  i(  A  sii^a-  -~  A,  D.,.  sn2.r  -+-...  -+-  A„  D^.  sn'-ia:-  ). 

Or.  le  llicorème  S  =  o,  ap[)lii(ii('  à  la  l'onclion  F(r),  renipllssaiil 
aeUielIcinent  les  conditions 

el  qui  n'a  qu'un  seul  résidu,  fait  voir  que  ce  rt-sidu  est  nul.  Ayant 
ainsi  A:=(i,  on  parvient,  en  inté«;rant  les  deux  memhres,  à  la 
relation  clierchée 

F(::i  =  ronsi.— A2(Ai  sii^a^ -^  AjD.i.  ?p.2.r -f-. .  .-{-  A^D^r'  sn-./ ) 

(pii  donnera  comme  les  précédentes,  au  inoven  des  cocfticients  A, 
il.  —  III.  ,-, 
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Al,  .  . . ,  le  développement  de  F(-î')  en  série  de  sinus  el  de  cosinus. 
Ce  point  t'tabli,  je  reprends  l'égalité 

I<(/lv'-f-£,)  =  Aï-'^  AiDrî    '-(-... ^  -V„l)"î    ', 
et,  observant  fpie  les  fonmdes 

sn  (  /  K '  -f-  .r  )  =  -, 1 

A  sn.r 

,.,,.                     .In.r                         /.' 
en  (  ;  K  -H  .r)  = =  ; r— -  . 

ik  sn  I  /,  X.  —j- 


(in  (  '  K  -f-  a;  )  = 


permettent  d'écrire 

/  I  \  «  /  /.  '  \  '' 
V(i\\'-\-x\  =.     -'    ' 


/•  /   \''/>7   -.,„/.//.-..  ''/•' 


sn<'.rsn'M /.'.r,  — ^  j  sn^(?>,  A ') 


je  suis  amené  à  m'occuner  de  développement  de  suivant  les 

pnissances   ascendantes  de   la  variable.   Or,   un  tnoyen  simple  de 
l'olttenii-  résulte  de  la  formule  suivante  : 


/.  --  /// 


car,  en  posant 

-^  =  -  -4-  ll,(/0.r-+-  n,r/.)a"'*  — ..  .-+-  Il,,  (/.).r--'-i -+-... 
sna:-        a" 

de  sorte  cpie 

ll„(/.-  )  =  X  -+-  |i/.^-+-  -j'A'-H. .  .4-  |iA2"- -^-f-  a/.2" 

on  en  déduira 

et  celte  relation  détermine   les  coefficients    |j,   y,    . . .   au    moyen 
de  a  qui  est  donne-  d'avance  par  le  dévelopi^ement  connu  de  ;• 


Sun  i.KS  HKVKi.di'i'KMKNTS  i)K   l*'( x)  =  sn" .r  cii''.r  (I n''.r. 
Soil.  |);h"  p\tMii[»li'.  //  =   j  ;  en  l;iis;uit 

/•  =  coss. 


v.->.? 


(I  ou 


/'  =:  sin  c,         k  -+-  //.'  =  *''?, 


i)ii  aura  facileincnl 


nui-» 


(  A  -f-  //. ■  )»  Il i  (  ,        [,,  )  =  7.  a  cos S 'j  -4-  •'.  3  ro*  i  'j>  -+-  -/ 
\  /.  -+-  /A    '  •  ■ 


rl.  par  ronséciiimt,  les  équations  sui\anl«'s  : 

Y=>(i6{2-^io4?^  18-;^ 


<rnii  l'on  tire 


3=28a-H->4P-MGv; 

I  ij  —  28.1  /.-î  -+-  1 8C.  />  i  —  •>.84  /.  «  -f- 1  ■>-  /.-^ 
1  j  X  (  V. .  ) .  i .  > .  G .  7  •  8  ) 


Le  développement  de  — --  me  semble  aussi    mériler  une  alleu- 

1   I  sn" r 


sn*x 


lion  particulière,  et  je  remarquerai  en  premier  lien  (pic.  en  posant 


sn-x 


le  coefllcienl  *ï*//(/i)  s'obtient  au  mojen  de  !!,/(  /.  )  cumiiic  il  Miil  : 

{■iVl^l^.i)^,^(/,  )-  (2/1    —  I)       ?.2"->  !!;,(  /,)-:-(—  I  l"(l   ^  /   )"-''  II;; 


I  -i-  / 


C'est  la  conséquence,  en  effet,  de  la  relation 

I  i(t  —  /i) 


sn-  — 


1>, 


su  .r 


I  -+-  /.   .       I  -     /. 


sn 


i.r 


'    l-r-A 


in 


et  inversement  en  partant  de  celle-ci 

t(n- A) 


:D, 


snr        511'. r 


1  -4-  A   .       I  —  A 
■  n  I  —  IX, 


L  \ 


i-^A 


1  -  ^^ 


on  exprimera  n„(/.)  au  mojen  de  $„(A'). 
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Voici  le  S3^stème  des  formules  qui  conduisent  à   ces  résultats 


sur 


et 


s  n  j:  s  11  -  .?■ 


«ïi-f-/-) 


/  1  -^  /.  .        I  —  /  \ 

sn      IX,    — —y 

/.-  ^  //.' 

/k^ik'      k-ik' 

su    a?,  -^ TT-, 

\       1  k  -t-  ik 


cii.r  -H  tin. 97 
sn.r 


1  -+-  cn.7' 
sn.r 


I  —  /.  ' 


fin. 


/  .  +  k'        I  ^  k' 

s  11       07 

\         '2 


SU  a' 


1  -i-  A   , 
I  (i  -h  CI1.7-)  (r  -t-  (In  r  ) 


2 


S  n  -  X 


j'en  tirerai  cetle  dernière  conclusion 

H \^  k) 


,^k.       I  —  k 
sn  ( IX,  j 

2  I  -H  /i 

I  ^  /■  ' 
I  -(-  A'        I  —  /. ' 

X 


k  -^  ik' 


'  1-^/' 


/  /  ^  ik'       k  -  t'A' 

sn     X, — 

\        x  k  H-  ik  , 

2(1  +  A-2)  =  O, 


I 


,  X        sn^j^- 
sn-  - 

2 


<|ui  donne,  pour  le  calcul  direct  de  <!>/,(/•  ),  la  relation 


1  k  —  ik'\        ,  ,,   ,    ^     /r  —  A-' 


(-  i)"(n-  A)="<1»„,  (fqri^)  =  (4"-^-  ■2)  *«(/>■)• 


Mais  une  remarque  est  d'abord  à  faire  sur  la  forme  alt;él3rique  des 
polynômes  <!'(/•■).  I-^es  égalités 


sn  (  kx,  —  ]-=  k  sna-, 


sn-37        sn-(  ix,  k'  ) 


montrent,  en  elTel,  que 


A2"4>„ 


A 


(-i/'<l'„(A). 


.Il  II  1.1.6  iii.N  i.i.onTMr.N  rs  m;  l't  .r  »  =  «^ir'.r  en''./- dir  ./ .  •>»<> 

<  )ii  f'sl  .niirné  ;'i  n'clicrclicr  I Vxpresslfm  \,\  plus  <;i'n«''ral«;  «les  polv- 
iiumcs  l'iitici's  'j;  (  j*  )  lit"  (Iciiit-  n  ><;ili>f;iis;iMt  ;iux  coïKlitMiii» 

ç(i  — a-j  =(—  i)"oCr  ). 

Supposons  d'ahonl  //  impair:  eu  faisanl  .r  ^^     dans  ces  deux  éj;a- 
liU'^  cl  X  =z —  I   dans  la  jir(  iMicrc  sculenienl,  ou  eu  (((Ucliira 

par  où  l'on  \(iit  (pir  C5(x)  contient  le  tacitiir 

(.r  -t-  I)  {■>.a;  —  i)(x  —  ■>.). 

Soit  donc,  jtiMir  iiu  uiouienl, 

cp(.r  )  =  (x  -r-  l)  (-ix  —  I  )  (x ■!)  -li X  )\ 

h;  polynôme  de  de^ré  pair   'ii{x)   sera   réciproque  et  vérifieia   la 

condition 

6[i  —  x)  =  '^(x), 

car  le  protluil  [x  -\-  \)  (9.x  —  •)(-^  —  '■*)  t;liange  de  sijiue  (piaud 
ou  V  remplace  .r  pai*  i  — x.  Le  cas  do  n  impair  est  ainsi  ramené 
à  celui  de  n  pair  (pie  je  vais  considérer  en  j)f»sanl  n  =  2m.  .l'ol)- 
serve  à  cet  ellet  que,  en  posant 

(j), (a? )  =  '-P (  ,r )  —  \{x-  —  .r  -f-  1  )'" , 
où    V  est  une  constante  arbitraire,  on  aura  encoiuî 

cpil  I  — :r)  =  'ç>i(x). 

Cela   posé,   déterminons  A  de   manière   (pie   'J|(.r)  admette  la 
racine  .r  =  o  ;  la  condition 

0,(1  —.r)  =  Oi(x) 

(ail  voir  qu'on  introduira  en  même  temps  la  racine  .r  =  1 ,  de  sorte 
qu'on  peut  faire 

ç,  ( .r  )  =  x(i  —  X  )  'j>i(x). 


y'jo  OEUvnns  dk  cjiarlks  hrrmitr. 

Or,  on  trouve  ;i  l'égard  du  nouveau  polynôme  '^{x)  les  relalions 

'^2(1  —  •r)  =  'ii(-r), 

qui  donnent  pour  x  =  i 

'i.2(i)=o         et         0.2(0)  =  0; 

<lonc,  comme  tout  à  l'heure,  '-5j(j?)  admet  le  facteur  ^(i  —  a:),  par 
où  l'on  voit  qu'on  doit  faire 

o,('.r)  =  [.r(  I  —  .r)Y  çsC^), 
d'où  résultera 

Ainsi  C3:,(.r)  est  un  polynôme  de  même  nature  que  '^(.■z^),  mais 
du  degré  ini  —  6,  de  sorte  que,  en  raisonnant  sur  le  nouveau 
polynôme  comme  sur  le  précédent,  on  arrivera  de  proche  en 
proche  à  l'expression  cherchée 

o(.r)  =  k(x^-—  x-h-i)'"-^B{.r'^—.r-+-  i)"'--<   (x"-—x)^ 

-f-  C(j:-  —  x  -+-  !)'"-«  {X-—  x)'" 


-t-  L{x-  —  X  -^  \)"<   ■'/'(. •r-—.r )■-/', 


/>  désignant  l'entier  contenu  dans  —  >  et  l'on  en  conclut,  en  fai- 
sant X  =  /.  -, 

*,,(  A)  =  A(  I  —  /.-2/.'^  )'"--  H(i  —  A2//2  )"'•■< AV.'^ 

-H  G  (  1  —  A2  //2  j'"     6  /.-8  A-'8  _^  .  .  .  _^  L(  ,  „  /-  //2  yn-Z[,  /,;/;  //4/.. 

Celte  forme,  canonique  si  je  puis  dire,  des  coefficients  du  déve- 
loppement de  — ;;— ;  suixaul  Ics  |niissances  croissantes  de  la  variable, 

contiendra  au  plus,  sous  forme  homogène,  deux  coefficients  in- 
connus, jusqu'aux  limites  /?:^io  et  /?=i3,  suivant  que  n  est 
pair  ou   impair.  Et  si  1  on  écrit  pour  abréger 

*„  <  /.  ;  =  1 H  (  I  —  /.-^  A-'2  )'"--/'  (  /,/,  i  )=/', 


SI  I»    LKS    l)ÉVEI.OI'l'K.\IKNTS    DK    I"  (  T  )  =  SU"  J"  Cil''./- (In«'ar. 

(III  .iiiia  lc->  liiriiiiilf'S  limailles  : 


lil 


.  I  ~H  A"  ,' 

, , -t- /-' r-" «!•„ /'~~    )  =  ï 1 1 h f,  —  1  c. /. î  —  /.- )"'  ^/' ( 4 /. ' /. ■•  »2/4, 

■  A"    •-  iK  J 


<{iii  |»ciin«'lleiil  (remplovt'r  la  relalmn 


Suil,  |)ar  r\riii|)lt',  n  :=  b  ;  on  aura 

♦l's  (  /•  )  =  A  (  I  —  /.  ■•!  /  '2  )3  -^  B  (  /.  /,  '  r, 


«1  I  liVj)otliès«'  parlKUilièic 
(1011  1  (tn  lue 


{)IIIS 

1  -4-l.i/.-    -•-Âi=   I  J/.-2,         iH—   |G/,2-r-/.-'=—  I  3 />■'-,         1—   1  (■)/.- -H  l()/.*  =  —  1'), 

cl  (;nlin 


(ondiilra  à  l'«''g"allu; 


133  A  -+-i38il}  =  o. 


Soit  encore  //:={;  de  la  valeur  ^p.,  (A)  =  A(  1  —  A- A'-)'-  qui  esl 
iinini'dialenienl  connue,  nous  tirerons  celle  de  IIi(/i)  au  moyen 
de  la  relation  générale 


•22"-'i'./j  —  i)ll„(7.  )  —  'i2"-i  «!.„(/,■)_  (—  i)«(,  -4-  Ay.'i  .|.., 


I  — A 


ol  levpression  précédemment  calculée  se  retrouve,  en  eU'et,  sous 
la  ionue  suivante  : 


•28/,  /.-î -^  I  S(i /.i  —  .^Sl  A-e ~  1 27  A-s  =  2" ( I  —  A2  H- /.v )2 _(,_,_, 4  /^-2 ^ /, i ^?. 


SUR  UN  THÉORÈME  D'EISENSTEIN. 


l'roceedings  of  the  Loiidon  Mathemalical  Society,   t.  \l\.  p.  ij'j-ijj. 

Read  april   i3  th,   187G. 


M.  Heine  en  donnant  la  démonstration  du  lliéorème  célèbre 
d'Iiisenstein,  sur  les  développements  en  série  des  racines  des 
(équations  algébriques,  f{y^  x)  =  o,  dans  le  Journal  de  d'elle 
(t.  48,  p.  'J'X'>~j)i  y  a  ajouté  cette  remarque  extrêmement  impor- 
tante, qu'on  peut  ramener  les  coefficients  supposés  commensu- 
lables  d'un  tel  développement,  à  être  tous  entiers,  sauf  le  premier, 
par  le  changement  de  x  en  kx  (').  C'est  une  simplification  de  la 
méthode  employée  par  l'éminent  géomètre,  que  je  me  propose 
d'indiquer  en  peu  de  mots.  Considérons  d'abord  l'ensemble  des 
divers  développements  ordonnés  suivant  les  puissances  entières  el 
positives  de  la  variable,  qu'on  peut  tirer  de  Téqualion  proposée, 
.l'observerai  avec  M.  Heine,  que  si  deux  ou  plusieurs  d'entre  eux, 
(^omuiençant  par  les  mêmes  termes,  ont  la  partie  commune 

-r  kxl'. 


a 

-i- 

bx  -1-  cx--\-. 

la  transformée 

V{z,x)  = 

:0, 

obtenue  en 

posant 

y  = 

a 

-f- 

b 

X  4-  cx-^.  . . 

,-+- 

kx'>-\-  zxP-^^, 


(')  Noie  addcd  l)y  llic  [ieiiiii>sion  of  M.  Ilerinilc.  —  Tliis  rcnuirk  liad  alicady 
been  niade  hv  Eisenslcin  liiinsell:  Ilis  NVnnls  are,  Eiulluh  kann  stdtl  x  immer 
pin  soldiez  Vielfaclie  von  x  geseizt  werden,  dass  aUe  Coejfi.cienlen  der  Bcilie 
in  ganze  Zalilen  iiebcrgelicn  (Sec  Eisensleiii'.s  note  in  the  Monalxbericlite  of  tlie 
Berlin  Acadeiny  loi-  July,  iSn.  p.  \\\\  or  the  extract  fi-oni  il  an  earlicr  paper  of 
M.  Ilciiic's  in   Crelles  Journal,  vol.  XLV,  p.  aSJ).  H.-J.-S.  Smith. 
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.lura  ct^Uc  |»r(»|irn'lc  {|iit",  jnuir  x  =  (>,  loulos  les  imciiic»  si-ntnl 
lu'cessali'cmeiit  iiK'^.ilrs.  (.'.chi  t'iiint,  el  tlrsi^nant  IHiie  il  <'llc>  .sn[)- 
|t()sée  cttiimwiisuralilc  |)ar  ^o^jt-'  ralsiniucrai  sur  rtWjnalion 

F  =  (  -  -+-  -„,  or  )  =  o. 
iHii  sera  par  const'(|u<'iii  de  l<i  luiinc  Miivaiitc  : 

--  Z    (  /i  -1-  «  I  .r  -¥-  /i  i  .r-  -i-  .  .  .  ) 
-(-;;''(/)  -H  />,./•  -f-  /n  .7-1     - ...  ) 


-+-  z\i(s   --    SiX  -h    Si T-  H-  ...»  =  o, 


l»'s  coelTicienls  (Hanl  des  nombres  entiers  el  //  dt-vanl  essentiel Ic- 
iiienl  être  supposé  dillérenl  de  zéro.  Soit  niaintenanl  c  =  nu  el 
X  ^  n- 1  \   il   \iendia.  après  a\(>ir  divis('  p;ir  /?-', 

nixl  ~-  /i-  iii->t-  -^  .  .  . 

H-  »(  I  -(-  mil  t  -}-  n-^  n-,t-  ^ .  .  .) 
-^  ii'-t  />  -•-  n- />i  t  -T-  n'' i>i  t'--\- .  .  .) 


-T-  iO}-n^-    '(  s  -r-  II- Si  t  —  /l's-,  /-  -K.  .  .  )  =  o, 
relation  cpie  j'écrirai  ainsi 


ni\  /  -7-  li-  ni-^  t'-^h .  .  . 

n  = 


\  -~  ll/llf  --. . . 

^^,  p-^lf-pll-^... 

1  —  lllllt  —.  . . 

„  A-  —  II- Sx  t  -h  .  . 

it\'- n\>-   2 ! 

. 

I  -r-  «/i|  /  -î- 

ou  encore 

u  —  M,^  ^  Mo/^-f-. . . 

*  -+-«^(  P  -+-  \\t-~  P2/2  +  ...; 

^-«M0  +  Ql^^-Q2«--^...) 
-h 

—  //!->•(  S  +  S]^  -^  S,f2-^..  ,), 

en  observant  cpie  les  séries    infinies    introduites   dans   le   second 

membre  ont  toutes  pour  coefficients  des  nombres  entiers.  Faisant 

donc 

Il  =  ait  -^  aiC*^-  a^l^  -t- .  .  ., 
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on  ohliendra  les  relotions 

rt  1  =  iM , , 

a,  =  M  2  -f-  P  rt  1 , 

«3  =  M 3  -t-  2  P  rt  I  «2  -+-  P 1  <'f  î  -+-  Q  <"'  n 

(|iii  df  jDroche  en  proche  donnent  les  quantités  «,,  cu^  a^,  ... 
en  fonctions  entières  et  à  coefficients  entiers  de  M,,  Mo,  ....  i\ 
P,,  Po,  ....  Nous  démontrons  immédiatement  ainsi  le  résultat 
découvert  par  M.  Heine,  que  la  série  infinie  qui  satisfait  à  l'équa- 
tion algébrique  entre  t  et  u  a  tous  ses  coefficients  entiers.  Et  si 
l'on  revient  aux  variables  x  et  z-,  on  aura  cette  expression 

a,- 

.r'  -)- 


«"'l 

.r2  -r 

''3       o 
X^ 

n 

«■« 

If 

II 


■il    \ 


que  je  vais  considérer  à   l'égard  de  la  puissance  fractionnaire  du 
binôme  (i  —  x)    " .  Nous  trouvons  alors  cette  conséquence  que 


"1    '!l^Ar!l^.,\.,i'!l 

Il   ^    n  /   \  Il  /  \  n 


I  .■>..)...  / 

III I  m  -^  Il  )  i  m  ^  ■>  /?)...  I  /»  -4-  (  «  —  \\n\  a. 


1.1.3.  .  .1.11^  ««'-1 

c'est-à-dire  que  lexpression 

m  [  m  -\-  n  )  {  m  —  ■?.  n  ) .  .  .\  m  -^  l  i  —  i  )  /^  ]  /i'    ' 


> 


I  .  2  .  O  .  .  .  / 


est  toujours  un  nombre  entier 

Le  procédé,  dont  je  viens  de  faire  usage,  s'applique  également 
aux  relations  transcendantes.  Considérons,  par  exemple,  l'équation 

de  Kepler 

y  =^  a  -î-  X  sin  y: 

on  fera  j'  =  «  -h  u,  et  on  mettra  la  transformée 

Il  =.  X  ?<\n( a  -r-  II), 


ou  i>lutôt 


«  =      .r  sin rt  (  I M-  -;-  —  u*  —  . 

■1  •i\ 

X  cos a\  u  —    .  u^ -\ «»  — . 

()  120 
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sniis   l.i  loi'inc  SUIS  .ilih'  : 

7'sina  ./cosrt 

{<(  I  —  X  cosa  )  =  X  «m  <t  —  ii- /<■' ; .  .  . . 

■>  <i 

Niiiis  voiniiK'N  iiiii-»!   iimciK'  à   introddirc.   ;iu   Inii  de  ./  .   I;i   (|ii;inlilf' 

./•  simi  II-  .  v.  .      1*  •  .• 
;    CM    la    (Irsi^iiiiul     par    >    iKnir    un    momrnl.    IriiiialKHi 

(l<\  ICIll  .    l'Il    tlltl  . 

M  =  ;  —  »2  ^        «3  ■ — , —  ,  •  •  •  > 

■j.  b 

r|    I  un  I  irc   lir<  f  acilciiiciil 

Dans  U's     iiiiïdles  de  l'OOsc/Kdlnire  île  /'(tris,  M.  S<'ticl  avait 
<I('jà  l'ail  la  rcinarqiic,  (|iir  la  \alc'iii-  Irrs  simple  ^/ =  !Ç,  cesl-à-tlirc 

./•  'in  <i 
y  =  a 


I  —  .V  >:t)i>a 


(loiiiiait  une  sohilioii  aj)|)roclu''e  du  |)rol)l(''nir  de  Kejder.  en  lu'i^li- 
ueaiit  «;eiileiiieiil  le  enhe  de  l'exrentriclté. 


I 


EXTRAIT 


D  CXE 


LKTTRE  DE  M.  Cn.  HERMITE  A  M.  L.  KÔNIGSBERGER. 


su  11    LE 


DÉVELOPPEMENT  DES  FONCTIONS  ELLIPTIQUES 


SUIVANT  LES  PUISSANCES  CROISSANTES  DE  LA  VARIARLE. 


Journal  de  C relie,   t.   81,    187G,   p.   ■rio-11%. 


Je  me  suis  occupé  de  ces  polynômes  rationnels  et  entiers  par 
rapport  au  module,  qui  se  présentent  dans  les  développements  des 
fonctions  sinam.r,  cosamj"  et  Aam^  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  la  variable,  et  dont  les  premiers  seulement  ont  été  cal- 
<ulés.  Si  Ion  pose 


V^T- 


V"  ^■' 


SU)  ani.r  =  ;/  — 

i.'i.û 

1.1.3.4.  * 

LOS  aiiKr  =  1  — 

(  .JL 

A  a  m  .r  =  I  — 

H,.r-^      , 

tt.,.r' 

I .  Jt 


I  .  '.i  .  O  .    1 


(—  I)'" 


Vn,-T'- 


/n-hl 


\  .1.  .  .im  -\-  i 


I  . ' .  . .  i ni 


i  .i.  ,  .ini 


vous  savez  qu  on  a  ces  expressions 


't'  //I  —         ï 


Ih 


—    R     v2 


Oi/--—  <»-.-/.' 


-T-    ■/.- 


. -r-  0,,,-ty. 


■^  III  — \ 


Ro/.2-^  Ri/.'-^  lio/Z'-f- 


-^  •/.- 


avec  les  conditions 

Ro=:Q.,-,,        Ri=Q, 
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J.i- 


(|iii  laiiiriinit    \\„t  <i  CX,„.   M.ii>  m  l.i   lniiniili'  df  Mii(-liiiiriii   m   \i"i 
riliitiuiis   lir*-rs  de  la    Iraiisluniiat mii   du    ^rtuiid  ordic,   tcllo  i|iii- 


«•«•llc-ci 

<  X  —  /•/.')  cos  uni 


[ 


-<-(•/.  —  i  y.  )  OIS  ai  II     I  /.  -4-  /  y.  ).t, 


y.  —  /  y. 


ly. 


A/,  cos  ainfa',  y.  ), 


tliK"  l'ai  ciiiplnvée  aiilrefoi>  |i(>iii'  If  cidiiil  des  (|uaiUil('<  C\,„.  lie 
|iaraiss('iil  |Hiii\(iir  ((induire  à  I  t*x|)ressioii  i;»''in'TaIe  en  foiulKni 
de  ///.  drs  coellifienls  cjos  <li\«'i'sos  puissances  de  x.  C  csl  en  siii- 
v.nil  imc  antre  \i>\c  (|iic  l'ai  ohlciiu  \rs  rc'-sullals  suivants.  (|ui  en 
Il  KHI  lie  lit  la  ('OUI  position  an  I  II  iiit'-liqiie.  Cïonsidc'ranl  en  pretuier  lien 
le  p(d\  iioiiic  y,H-  <»n  aura 

îî|',  =  32""-'  — S/»  —  5, 

i>  P,  =  •,:"'-t-i  _  (  s  /;j  —    4  )  32'"+»  ~     yj.  m^  —  >  >  ni  —  i  ;, 

je  1*3=  -î«/+i_  (S//i  —  I?.  I  ',2""«-;-(3?.mî—  SS//t  -H  3o)3î"'  +  ' 

—  -(9.j()/«^ —  iojf)/«2-i-  -:')>ni  -i-  471  >• 


\  li'i^ard  lie  C/«   |e  trouve  sciiiMaldciiicnl 

i2Q,  =  32'/<_      8/»  —  I, 

4*Q.,  =  ",2"'  — (  S/// —    S)32//i—    3,„,2_    jsm  — 9. 
.',6  Q,j  =  j2»i  _  (  s  /»  —  I  C)  )  52"'  -f-  (  3a  /»  '^  —  I  ■>.()  /;/  -H  8>  )V 

—  -  (  :>.')(}  m^  —  iSS  /il-  -+-  )  >o  m  —  Hjy  ), 


lùilin  jiour  li,„  ou  olitienl  ('  ) 

R,  =  •j.î'/J-e   I  •.■:;«(  _    sm  —  j'  I, 

R2  =  '22/»-in  I  ;;2w  _  I  s  /H  —  I  i  )  ■>"-'«  -;-     }>.  ni'^  —    SS  /yj  -r-  .'>  1 J, 

R3  =   îî'^-u  [  \-2m  _  ,  !^  „j  _  20  ;  V'"  --  (  îa  «r^  _  I  J9.  „i  _  1 4s  )  '.2'" 


(')  Nous  avons  lieu  de  penser,  d'après  les  calculs  de  M.  Bourget,  que  les  foi- 
111  u les  donnant  1  >,  et  \\j  ne  sont  pas  exactes;  c'est  ce  f|ue  montre  la  considération 
«les  cas  particuliers  rn  =  2,  3.  E.  V. 
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Supposons  (\nc  m  ^oil  un  i^rand  nombre;  alors  nous  aurons, 
lorsque  le  module  esl  réel  el  moindre  que  l'unilé,  ces  valeurs 
Il  Ml  lies,  à  savoir 

1  .  i .  .  . (  1 1)1  -+-  I  )        •/.  K'-'"^- 


\.i...>.in        /.K -'"-«-' 


I  .■>... .  i  m 


K'2'"^' 


11  en  résulte  que  les  développements  en  série,  de  sinam.r, 
eosamj:,  Aamj?,  tendent  de  plus  en  plus  à  se  eonfondre  dans 
leurs  derniers  termes,  avec  ces  simples  progressions 


—  1  )"'5!.r-"'^-'  /  T-  t'* 

( —  I  )"'7..r-"'  /  .r-  x* 

( — iV'vi.r'-'" 


K'-'"-^' 


T  -  T  • 


et  par  suite  seront  convergents,  lorsque  le  module  de  la  variable 
sera  moindre  que  K'. 

V  oici,  après  les  quantités  p,,,,  ^Cl,„,  ti,„,  deux  nouvelles  séries  de 
polvnomes,  !5,„  et  C„i,  définies  parles  relations  suivantes  : 


I 

= 

1 

X 

+ 

1  .  2  .  i 

..-^ 

si»  am,?- 

1  .■;!...(  -2  /»  — 

1  ) 

1 

— 

I 

— t— 

..-r- 

£„,.r2"'-'- 

sin-  Mw.v 

1  .  '2  .  .  .  (  2  /»  — 

■<) 

et  qui  présentent  quelque  intérêt,  comme  j  espère  vous  le  montrer. 
On  a  d'abord  ces  expressions 

5,„  =  S,  —  S ,  yJ  ^-  S,  •/-•-..  .-^  ( -  I  )'"  S,„  y.'-'", 
£„,  =  To-  T,-/.2^  T.,-/.i-. . .-+-  (-  i)'"  T„,  ■/-■'"'. 

et  les  coefficients  qui  sont  toujours  commensurables  mais  non  plus 
entiers  comme  précédemment,  sont  donnés  par  ces  formules  où  H„t 
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ilc>ij;n('  If  /n"'"''  numhri:  dr  Ijcruoulli 

//l 

4 S,  =  (—  I )'" -+-  -2 (•.«"«-'  -  i)B„,, 

435,  =  (—  !)'"(«  «J  --«()-+-(  8 /«  —  I  i  )(>'-'"     '—  l)|{,„. 
/,ïS3=  (—  I  |"'(  •>•/  ni"-—  I  'Sw    t     loi  -+-  -Jî'"-!  I 

-+-  -(()4//i -—>;•'.«(  -+-  i  i(i  )  (  »î"'->  -     iiB,,,. 


T'.                        I  »  «H 
0  =    » 

m 

T.  —  .,««1-2  It 
I   —   -<  "  /«  < 

T3=  {—  1 1'"  (  m  —  •.>.  )  .».2"'-»-h  i(4/»î—  u  «t  -^  .)6)>.2"'-'B,„, 


ces  tlerni«'res  éc|uati()iis  relatives  à  iL,„  ilevanl  être  appli(jiit'es  seu- 
lement à  partir  de  m  =  :i. 

On  a,  ensuite,  en  supposant  que  /;/  soit  un  grand  nombre,  les 
rxprcssions  limites 

5,„  ■?.  r— I)'" 


\  .1.  ..(■>.  m  —  i]        (jiK/^'"         (•2h')2"' 


Klles  montrent  que  les  dévelopr)ements  do  —. ,  —. — ; sont 

T  '1  sm  aiiij'      siiH  aiiia" 

(•()n\er<;ents,  tant  que  le  module  de  la  variable  est  au-dessous  de  la 

|)liis  petite  des  deux  cjuantittvs  aK  et  2K',  ce  qui   est   encore  la 

conclusion,   que  donne  immédiatement  le   tbéorème  de   Caucby. 

(/est  à  l'égard  des  polynômes  $,„  et  C,,,  (pi  on  lire  de  la  théorie 

de  la  transformation  de  nombreuses  propriétés  que  je  vais  indiquer 

succinctement.    Les    premières  et  les  plus   simples  résultent  des 

«'«piations 

sin  am  I  xj",  -  |   =  /.  sin  ain(.r,  /.  ), 

I  T 

=  I, 


sin- am  (  tj-,  •/.' j        sin- aui(a:. /. ^ 
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quidonncnl,  en  laisaul 


les  conflilions 


X2"'  ll(  -  )  =  ll(-/.i, 


"■">■(  iJ-= 


<\i{  y.'  )  =  (    -  I  )'"  <]>(■/.). 

On  en  (léduil  aisénienl  pour  'IM  x )  les  cunsé(|uenees  suivantes  : 
supposant  en  premier  lieu  que  ni  soit  pair  et  posant  ni=^2n,  luius 
aurons  celle  expression  canonirpie 

'î'c/J  =  Gd  —  y.-  —  y.'  )"  -h  G,  (  i  —  /.■-  —  /.•  i"-"-/.*-/.'^ 

-+-  (_;.,(  1  —  y-  -T-  •/.'  j''-«/.«x'^  —  .  .  .  -^  G,,(  1  —  /.--î-  ■/.^)"-3/'-/.'*/'y.'</', 


où  />  est  1  entier  contenu  dans  — •  Supposons  ensuite  m  =  mi  —  i 

la  lornie  analytique  précéclentc  n'est  modilire  fjue  par  linlroduc- 
tion  du  iacteur 

(  I  +  y. ■  )  (  'i  -  y:-  )  (  1  —  X  y"-  j  =  '^  (  /-  ), 


et  l'on  (d)lient 


'I>(y.  )  =  -f  (■•/.)  [H(i  —  y."--^  ■/.*;"-'  —  1I,(  i  —  ■/.- ~  y.^  )"-^7. '•/.'>-.- .  .  . 

-î-  H,(l  —  y-2-4-  /.*  )«-l-37y.i'/y.'i'/J, 


n  —  I 


(j  étant  l'entier  contenu  dans  — ^^ —  •  Si  nous  continuons  de  désigner 

par  P>,;,  le  m"'"''  nombre  de  ]3ernoulli,  les  valeurs  des  premiers  coef- 
iicients  (i  el  H  seront 

O    =  j 

II 

G|  =  •>>"-■'— 1 5.2*" -'îB.,^, 


11  ='^il^hji±i, 

(3o  — 93  )•>*"-»  H.2,,-1 


H,  =  —  o^'^-c 


•m  -~  \ 


\'^oici  maintenant  les  propriétés  algébriques  remarquables  aux- 


SI  II   i.i:   i»i;\  El  ui'iM'MrNT  i)i;s  ionctions  KriiiTigiES.  'jt-îi 

i|ii(>ll(>s  l'oniliiil  la  ti'iiiistoriiMliiin  ilii  ^rroinl  ordre,  en  |i;irliiiil  d*  >. 

I  il.ltK'IlN 

I  —  •/.  I  y. 


—  -  -   — : : ; 1 : — TT"  » 

/  I  -^  ■/.  .        I  —  y.  \         -m  a  nu  i  .r,  y.  )  /  .         t/.  \ 

III  Hiii  (  tx,  I  siii  iiiii  (  /y../-.  —  \ 

I  -i-  y.'  I  /  /. 


/  I  —  y.'        I  -  -  y.'  \        sin  aiii(  j\  /.)  / .         i/J  \ 

sin  aiii  (  T.  :  I  'iin  ani  |  r/..r,  —  | 


y.  -i-  I  y. 


/y.-^iy.        y.  —  /  y.    .  mii  aiiK  ./•./.  i  siii  am  (  /  j;.  y.  ) 

SI  11  a  III  (  .r,  :— 7  ) 

'  •  y.  -r- 1  y.  / 

.iii\c|ii('IIos  je  joindrai  encore  ccllo-ti 

I  (  I  -i-  ros  am.r  )  (  I  -f-  A  am:r  ) 

.   .        ./•  sin-  nn\x  ' 

-m- am  - 
u. 

i  en  déduis  !(■>  ducrses  cun.sûc|ucnces  sui\;iiilcs. 
Soil  d  ahnrd,  pour  abréger  l'écriliire, 


11:^  (  —  1)'"  Ihy.'i,  ll"  =  (— i)"'y.î"'ll  (  —  '), 


puis 


llu=  (—1)'"  (1  —  y.)2"'  Il 


n,^  (i~y: r-"'u  '  ' 


OU  aura  en  premier  lieu 

no=  9.î"'-i(ir-^  w"), 
iii  =  22/«--ini"-^  II), 
II. z=  ■>:^"'-i(\i  -f-  II') 

et  il  est  aisé  de  voir  que  lune  quelconque  de  ces  équations  suffit 
pour  déterminer  sauf  un  facteur  constant  les  coefficients  dia  poly- 
nôme n[x). 

Je   remarquerai  ensuite  fjue    ^{^)  se  conclut   immédiatement 
de  n(x);  on  a.  en  effet, 

(  1  m  —  I  (•>2/«— 2 
1.(y.)==  '^"',       V^ (Il-f-îl'+n"), 

II.  -  III.  ,6 


'i^i  oici  viii;s  im;  <:u\ulks  iiermiti:. 

et  les  trois  (]iianlilés  ï^uivanles,  ;"i  savoir 

(I>„  =  (—  i  )"'  (  I  -4-  •/.  yi">  (p  (  '  ~'^' 

<l>i  =  (  I  -t-  ■/.'  y^'"  <I>  (  '  ~  ''',  ) . 
\  i  -+-  '^'  ! 

\  ■/.  -^  lY.   J 

s'cxpi-iuicnl  |jai"  t'cs  foiiimlcs 

^  (■>,//?  —1)22'"  -5,  „ 

*i  =  — ■ — 7, (  n,  -4-  9. 11'  ). 

I  'ini  —  I  )'>.2"'-2 

t»,  = (  II.,  ^  o  II"  ). 

Kniin  on  peut,  dune  uiauière  inverse,  déterminer  irabord  le  polj- 
uomc  ^("z-),  en  employant  à  tct  efl'et  la  relation 

(  2-"'  -i-  2  )  <l»  K,-/.)  —  'f'o  +  *  1  ^  *t'2  • 

(]ui  est  une  conséquence  des  précédentes.  On  eu  déduira  ensnite 

ll(-/.)  =    ' ; -(22"'-11>  —  'l»o;, 

{-1.111  ~  \  \'>:^"'-\  "•" 


|)U1S 


n„  =  — ' —  (  '^o  —  2  *  ) , 

2  m  —  I 


:>.  m  —  i 


llo= ('1>.7 2^1' 

1  ni  —  I 


(-es  résultats  manifestent  entre  n(x)  et  *I>("/-)  uue  dépendance  réci- 
proque, que  ne  pouvait  yuère  faire  prévoir  leur  origine;  ils  con- 
duisent aussi  à  remarquer  les  deux  combinaisons  linéaires  sui- 
\  a  nies  : 

0(y.)     =(%">    l-u  I  ).1.(/.,  —  (2/y?  — Ij'-,'"     'lll  ■/.), 
fc),(-/.  1  =  (-,..'"-1  —  \)'P{y.)  —  (î/n  —  i;2"'-'  ll(/.)- 

Nous  aurons,  en  ell'et, 

(  I  4-  ■/.  )2 '"  (-)  (  -'^^'  )  =  (  —  I  /"  2'"  0  (  y.  j, 


(l  -1-  /.  )2"'W,  (  '   )    =  (—  l)'«  +  l  2'"  01  (■/-), 


SI  II  i.i:  m  \  Ki.ni'i'i  Mi.M    i»i;s  i-onctio.ns  Ki-Lii-nyï  i.>.  7i'> 

r\  (|r  L'i  ii'-<iillr,  comme  \iiiis  ;illc/  \iiir.  iinc  funiic  cimniiKiiM'  pour 
rcN(|cil\    iiiiii\  iMii  \   |M)Uiinmr>. 

.le    cIhtcIh'   iii    lufiiiirc    lieu    I  r\  nn  •s^khi    |,i    iilii-^    i;i'm'iiilr    des 
|tul  viittiin->  •■iiiic!i>  zi^x),  d»;  ilc^ic  ///  i;ii  ./  -'.  I<U  (indu  .ni 


(I) 

(1) 


-.(ij=o(.K 


(l-+-.r)î"'3i(-î )  =  •i'"o(x). 


»•!  |c  (rr.ii  (I  iilionl  (  cllf  iriiiiii(|ili'  (|ilf.  m  '^'{x)  CSl  Mi|>|insc  s'illl- 
llillir  ;i\  rc   l;i   \;iri;ili|f.    il  ((iilllflll    le  fiuiciir  x-(  ]  —  X'-)'-.  Soil  il  Cfl 

(■nci  'l;m>  I  ((iiiiitidii  (  a),  ./•  =  «1 :  1(11  m  coiicliil  (|iic  '^{x)  s'annuie 
|>((iirjr  1  et  iiiiiiirl  |);ir  ^iiih'  le  liicleiu  ./- (  1 — ./•"),  |niis([iril  m^ 
nulciiiir  (|iic  lie-  |iiii^--;iiiccs  piiircs  de  la  \arijil)le.    Or,  en   posant 


iiMiiiiilioii  (  i)  (joniif; 


o{.r)  =  .r-(\  —  .r'-)-l{x), 


.7-'"    '"'M  —  )  =  —  'V-^). 


ii-  (|iii  moiilre  iininédialeinenl  (|iie  '}(^)  s'évanoiiil  [lour  ,r  =  dr  i 
.1  apiiilf  <pi  fil  faisant 


on 


liica 


<^(.r)  =  (  I  —  x-)/  (  T  ) 

o{x )  =  x-{  I  —  X-  )-  '/_{cr), 
on  ohlM'iidra  à  lézard  de  y  (  .r  i 

(•  csl-à-dire    les   équations  caractéristiques  du   poJjnomc   proposé 
',p(j?),  en  y  changeant  /)i  en  /ti  —  4- 

Une  seconde  remarque  \a   maintenant  en  donner  r('X[)ression 
i;(';nérale.  Soit  pour  un  moment 

cp,(.r)  =  (a{x)  —  A{  i  -h  x-^)'", 
A   étant   une  constante  arbitraire;  on   voit  immédiatement  qu'on 


•'44  OEIVUKS    1)1-:    CIIMd.KS    IIKIIMITK. 


aura 


r  -t-  x)-'"  œ,  ( ]  =z  •>'"  'il  ('.r  i. 


Or,  en  disposaul  de  V  de  inaiiiric  (jue  es,  (x)  s  annule  avec  .r,  un  Ir 
ramène,  connue  nous  l'avons  \ii,  au  produit  d  un  polynôme  de 
même  nature,  de  degré  2  m  —  8.  multiplié  par  le  facteur  x-(i — x-  )-. 
Opérant  donc  sur  ce  nouveau  pi)lyu(jme  eoniuie  sui-  le  préccdenl. 
il  est  clair  cpion  parviendra  de  proche  en  proche  à  l'expression 
i'herchée 

o(x)  =  \i.l-h^--  )'«  -,-  A,  (  I  -H  .7---  )"l-'*  ./■-  I  1  —  .7-2  j2 

-H  A2(  I  -f-  x-)"'-^.r''{i  —  x-y  -^.  .  .—  A,.(  i  -~x-}"i-*i\r'*''{\  —  x- )'■"'. 

/■  désignant  l'entier  contenu  dans  —  •  Mais  ce  résultat  ne  nous  suflii 

pas  et  nous  axons  encore  à  considéier  les  polynômes  (jui  .-^alislonl 
aux  conditions, 

\./V 
(i  -^  X  )-'"  o    =  —  i">  o  (  ./■  ). 


Or,  en  faisant 
•c'est-à-dire 


I  —  ./■ 


1    -T-    ./■ 


x--h-  IX  —  1  =  0, 

la  seconde  ('-(pialion  donne 

■o(x)  —  o, 

■de  sorte  que  '^{x)  est  divisihie  par  x--\-:>.x  —  i.  et,  [lar  consé- 
(juent,  aussi  par  X- — ix  —  1,  attendu  que  'Ji( — x)  ■=^  ■^{  x).  Avanl 

{x--^  IX  —  I H •^■'  —  2 .r  —  I  )  =  x'*  —  (j X-  -4-  I , 
faisons 

Oix  )   =z  {x'-'  —   Ç)X-  -\-\)'^{  X  )\ 

■on  trouvera  aisément  les  conditiun> 


/l  —  x\ 
{i  ■+-  xy-'"  -'-  'l    l  =  ■?.'"-  2  'L('.r), 


SIR  i.i;   iii:\  i:i.m'i'i:Mi:M    iir<  Fr»N<ii(i\s  i:i  iii'iigi  i:>.  'i") 

i|iii  -«oill  rrllc-s  (1(1  |tii'liinf  (MS.  Nous  (>l)lt'U*)li^  ,1111^1  les  PXjUfs- 
>i(>iis  (-aiu>ni(|iic*>  <l('>  |uil\  iioiiicN  (-)i  X  I.  H,(y,  i,«'l.  |)iii'  consj'Hjufiil. 
\i--  \  ;il(iii>  (le  II(XM'I  *I>(^x)soii>  une  loiiiic  algûluuHK-  ^ciiililalili'. 
M.ds  ce»!  Iidj»  III  •ttiidic  sur  ces  |>i  •!  \  m  niics  (|iii  ih  «»iil  siiiioiil 
(K(ii|ic  ,1(1  |ii)inl  tic  \  ne  Je  I  iin;i^c  i|u  nii  pciii  <ii  Ikiic  ilans  le  (!»'•- 
\  cluppciiiciil  «Il  ^ciif  (l(*>  |iiiins,iih  l's  cl  |)i(»tliiil>  (le  |iii  i-.sanres  de-» 
IdiulKiiis  >iiiani./.  ciisain./',  Aaiii./'.  (iClIc  (jiicslKiii  dcjù  Irailcc 
|iai   M.  (!.-(  ).  Mc\cr  (  l\  nlwiiLilii  II  n  (h'r  i-lliptisrlien  l' iinclioneii 

■>.  K.7-                   -iK-r    .      ,        •>.  K.r    /"  '              t.Kx   , 
A'am  cos  "aiii sin"'am /      A-an» dx^ 

T.  T.  ~        •'„  ~ 

iiKilt  (li'ii  Sinus  (iiul  ('os/nus  der  I  n'ijdchcn  von  ./ ,  ce  journal, 
I.  \\\\  in  joue  un  ^land  v^lf  dans  la  iiiclhode  de  calcul  des  per- 
I  iirlialKuis  (|iic  \l.  Iliiyo  (ivldcii  a  |)iil)li(''c  dans  les  Mémoires  de 
Saiiit-I*i'lcr>l)()ur^  i Stiulien  (iiif  dcni  (iebicle  der  Stôrungs- 
ilirorii',  -'■  série,  I.  W  I  1.  et  où  jai  \ii  avec  le  plus  \il  intérêt  les 
tondions  cllipli(|iies  icce\oir  iuk;  apj)iicali()u  heureuse  et  liabile 
à  la  M»''cani(pie  céleste. .  .. 

L;iiiii.tlif-(lc  .Meursac  (Charenlc-InféTieure).   •  ocloltrc  iS-.'). 


EXTRAIT 

d'une 

LETTRE  DE  M.  Cu.  HERMITE  A  M.  Paul  MANSION. 

SUR 

UNE    FORMULE   DE    M.    DELAUNAY 


Nouvelle  Correspondance  mathématique,  t.   II.   1876,   p.  54-35. 


M.  Delaunay,  dans  sa  Thèse  sur  la  distinction  des  tnaxima  cl 
minima  qui  dépendent  du  calcul  des  i^arialions  [Journal  de 
M.  Liouville,  t.  \T,  p.  212)  a  donne,  sans  démonstration,  la  for- 
mule suivante  : 

l'D^.'0  =  D^/PQ  —  /«iD'^'-'P'Q  ^  m.,\)'_[!   2p"Q— ...-^(—  1)'"  P  '"\), 

où  P  et  ()  sont  deux  fonctions  de  x.  //#,,  ///:>,  . .  .  étant  les  eoefti- 
cients  de  5?,  X-,  ...  dans  la  puissance  (  i -\- x  )'" .  On  peut  l'établii- 
facilement,  si  l'on  observe  cpie  tons  les  termes  du  second  membre 
donnent,  en  développant  les  déri\alions  indiquées,  des  résultat> 
compris  dans  cette  formule 

AP'"')Q  -i-BP("'-i)Q'-i-  GP>"'   2'0"_^__  .^  LPo  '"  , 

les  coefficients  A,  B,  C,  ...,  L  (b'pendant  seulement  de  m.  Leur 
somme  peut  donc  être  représenli'c  pwr  ["expression  de  même  nature 

aP(/«)Q  -+-  6p:/«-i)Q'+  cP  "'-2'Q'-f-...^  /PQ  '"': 

et  il  suflira,  |)our  obtenir  les  coefficients  numériques  ((^  b,  ...,  /. 
de  faire  une  hvpotbèse  particulière  convenable  sur  les  fonctions  I' 


-lit   i  m;  koiimi  i.k  ni:  m.   hklai.nw.  ■».'i7 

il    (   >.    >uil.   .1   cri    clU-l, 

V  ^  cl'-''.         O  —  r'/' . 

<  hl    -Cl  ,1   .1111-1   I  Diidiill   .1    I   lilriil  Ile 

I  ('//,.  /- . ./ .,  — ni,/>\i"'    '<•  /'^'/)-t  —  ni  2/1-  h'"    î  «•>/'"/  .r_  ..._(-(_  i)'>'p"ie''l'+<f  -r 
-^  e  /'-^'/'■r(  rt/>"'  —  A/'"'    '  7  -t- . .  .  —  /y'"  i. 

<  )r.    m    cllfcl  iiiiiil    le-   ilfi'i  \  .il  luii-.    cl    -.iiiiiiiiin.iii!    il.iii-    Ir-i    dciix 
iiirillltn"-   If  l.iciriii'  cxpdiiciltirl .   elle    |)i(l|il   (('Ile  loillir 

[  p  -^  q  )'"  —  z/'i/"  /'     -  7  '"'    '  ~-  iii</>'-*  />  -T-  '/  >'"    '■  — .  .  .-H  ( —  \}"'p"' 
=  ttp"i  -H  /v/;"'-'  -T-.  .  .  -+-  /</'"  : 

el   !<•   |nriiiifr  iiiiiiildc  -(•  r((|iii-.;iiii   j   t  ji    -- ^ — P  )'"  i   c'esl-;i-(lirc 

s||ii|>|ciiiriil   :'i   y'",   iiii   \(iil    (|ii  en   tllcl    les    cncllicieilts   rt,   b,    ...    «IlS- 
ji,ir;iis-riil.  -iiiil  l(    ilcnufi'  (|iii  ;i  [loiir  \.ilcur  I  iinilé. 

I*;iris,  'j5  novciiibic  iS-j. 


s  un 
L'AIKE  D'UN  SEGMENT  DE  COURBE  CONVEXE. 


Nouvelle  Correspondance  niathéniatique.   t.   II,   187G.   (Question  i)."î. 


Théorkmk.  —  AMB  étant  un  arc  de  courbe  plane,  convexe,  on 
projette  A  sur  la  tangente  13A'  en  13,  et  Von  projette  V)  sur  la 
tangente  AB'  en  A.  Cela  posi'^  si  l'on  néglige  les  quantités  du 
crjvQuiÈME  OUDKE,  Ic  scgnicnt  AMI)  est  équivalent  au  '.  de  la 
somme  des  triangles  rectangles  VA'B.  lîB'A. 


i^[j\{  rX   KXKMIM.I-: 

DE 


Ki:i)l  (ilON    D'LMEGUVI.ES  AliEUENNES, 

AUX  FONCTIONS  ELLIPTIQUES. 


Annales  i/r   In   Soi-irtr  srienti /li/iir  de  Bruxelles,   i  ""  année.    1S7G, 

\i.    i-lt). 


Dans  une  Noie    du    Tome  S  du  Journal  de  Crelle,  p.  4lG, 
licol)!,  en  i;('n(  r;di>ant  un  rrsulhtl  ohlfnu  pni'  Lcgcndro,  a  monti"é 

/dz 

/zdz  .   , , 

1  ou  I On  suppose 

K{  z)  =^  z{\  —  -)(i  —  abz)  (i-T-  az}{i  -~  bz)., 

peuvent   être  ramenées,   aux  intégrales  elliptiques,  par  la   même 
substitution 


v/^=. 


v/i—  k-  sin^tp  -f.  y/i  —  /2  sin2  cp 
•  lont  on  déduit  les  relations 

riz 


T-^  ='(//,-/')  [F(/.,  cp) -H  F(/,  o)], 
Les  valeurs  des  modules  /.-,  l  et  de  leurs  compléments  k',  /'sont 


•^')0  OEUVRKS    DK    CHAULES    IIERMITK. 

données    par    les    loinuiles   siii\iinlrs,    ou    \v    pose    pour    abréi^er 


=:  y/(  I  -T-  «-M  (^  I  H-  b).  à  sav 


oir  : 


A      =^    y 

C 

^            V  «  —  \    ^ 

C 

A     =   • 

\--S  "h 

De  ce,résullat,  extrêmemenl  reniarcpiable.  ne  semble  avoir  été 
tiré  jus(|u  ICI  d'autre  conclusion  que  celle  indiquée  par  Jacobi  liii- 
in('ine,  ei  (pu  consiste  à  obtenir  la  partie  réelle  et  le  coefficient  de  /. 

I  —    Si    Ion    représente    cette 

(pianlité    par   A  +  fli,  l'illustre  i;éoni»'lre  eu  conclut,  en  elVet,   b> 
expressions 


-  j 
) 


en  prenant  pour  les  paramètres  a  et   /-».  ipii  li-urent  dans  R(  :;).  les 
valeurs 


V^'d  — e)2^ /'^-^f  — 1              ,         \/( ,  _  t.  )2 -f- /••■! -^  e  —  1 
a  = •  ,  1/  =  •  

et  pour  les  facteurs  g  et  A,  celles-ci, 


[\  n-ey^-/■^-e-^]    ^ 


y/d  —  e)--i-/-4-e  -f-i 


.le  me  propose  de  faire  \oir  qu'il  a  une  portée  beaucoup  plus 
étendue,  et  qu'il  ou\re  une  voie  nouvelle,  même  après  les  belles 
découvertes  de  Clebscli,  dans  la  reclierche  difficile  des  intégrale^ 
de  difterentielles  algébriques,  qui  peuvent  se  réduire  auxfonction> 
elliptiques.  Il  offre,  en  effet,  le  premier  exemple,  et  le  seul  connu 
jusqu'ici,  de  la  réduction  d'un  type  d'intégrales  qui  contient 
essentiellement  deux  fonctions  t\f  première  espèce,  obtenue  en 
introduisant  deux  intégrales  elli|)tiques  de  modules  différents,  .lai 
rencontré  récemment  dans  une  recherche,  où  je  ne  présumais 
|)oint  devoir    le   lrou\er.  un  second   exemple  qui   a   appelé   mon 


UIDMMciN     l>  l\TK».H\l.i:s    Alll.l.l  i;NNK>     \l\    lOMIIoNS    lll.l.l  l' lly  l  ICS.       i'tt 

illi-iil  ion    ^iii    le-,    rmiimlc-^  ilr  .liicnlti,  ri    (|iii'    jc    \.ii-<   imli(|iii'r   -'Wi'- 

IIK   Iflllflll  . 

Soil 

|{(  c  )  =  I  3- —  //  H  S  ;-   -  (■>'/  c  —  Ai; 

m   illll'.l    t'il    |)I  rlll  H'I'   Ik'ii 

/s  I     /•  </./• 


b  )i  ./•- —  Il  I 
Ml    |>r('ii;illt 


■^  — 


>ti . 


a 


•l,  >i  I  '>ii  |>i)St'  cnsiiilr 


m  1)1)1  iniiliM  lii  l'cliil  loii 


•>.  z^  —  /f 
y  =  Tl—, ' 


ày 


y^—\ay 


(  )ii  ol  .iiii>i.  par  iiiduclioii,  coudiiil  à  croiic  (|ii  il  cxislc  j)<>tir  les 
inidioiiiH'llcs  alj^él)ri(|ues,  donl  le  noiiihrc  cara(;lérisliqiie,  ordinal- 
rrnu'iil  dcsi<;né  par/*,  esl  supérieur  à  1  iinilé,  des  eas  de  réduction 
If  leurs  inl(''j;rales  aux  roiielions  ellipllques,  dans  lesquels  les/y  fonc- 
li<)M>  de  pieniière  espèce  seraient  exprimées  par  aulant  d'inlc-yrales 
'llipllipies  ddlérentes,  an  iiioyen  de  p  substitulions.  Sans  insister 
^ur  riiil(''r<'l  et  la  diflicnllé  des  reelierehes  qui  se  présentent  alin 
il  essayer  de  conlirnier  celte  induction,  je  nie  propose,  dans  celle 
Note,  d'achever,  si  je  puis  dire,  la  r<''duclion  aux  fonctions  ellip- 
li(pies  des  intéf^rales  aliéliennes  considérées  par  Jaeobi,  etd'arri\er 
j)ar  là  à  une  Sorte  de  jonction  entre  la  ihéoi'ie  des  sinus  d  anipli- 
lude  et  celles  des  fonctions  de  Gopel  et  de  M.  Pu)senlieim,  où  le 
rapproclieinent  des  formules  et  des  relations  (pii  les  concernent 
pourra  donner,  ce  me  semble,  des  obser\alions  utiles. 


I. 

Kn  posant  pour  abréj;er  j;=:sin-'i,   je  reprends  la  substitution 
de    Jaeobi    sous    cette    autre    forme,    donnée    aussi    par    le    grand 


2^2  OKlVUr.S    l)F.    CIlMtl.KS    llKli  MU  i:. 

géomètre, 


X  = 


et  d'où  Ton  lire  facilcinenl 

(1  —  z)  (i  —  ab  z  ) 
\  -^  a  z  )  {\  ^t-  h  z  \ 

(i  —  \  abz  )' 


I  —  .r  = 


I  —  /.  2  X  = 


(\  -^  az)  ii~\-  b z )  ' 
et,  par  suite, 

r. '''l  —  \''ibz) 

(X)  Mx,/c)  =  v'H(c;  ^  ^ 


[  \    -  a  z  )-{i  -h  bz  )- 
si  Ton  écrit  |)Our  al)réi;cr 


A  (  .r.  k  )  =  v"'./-(  I  —  ■''){{  —  /. -.i-  ). 

Cette  relation  coinUiit  (uimiie   eonsé([iieuce,   en   v  changeant  le 
signe  (lu  radical  yab.  à  la  suivante  : 

où  le  nouveau  module  /  est  déterminé  [>ai-  la  condition 


Or,  avant 


d.r  (■"-(x  —  abz-) 


dz         I  I  --  az)'-(\  -I-  b  z  y- 

on  en  tire  sur-le-champ  les  (\ii\\y.  égalités 

dr  c\\  -\-  \/al)  z)  dz 

d.r  r{{  —  ^  ab  z  )  dz 

Je  me  propose  maintenant  d'en  poursuivre  les  conséquences, 
et,  conformément  à  la  nature  des  intégrales  abéliennes  de  pre- 
mière classe,  je  chercherai  à  réduire  aux  fonctions  elliptiques  la 
somme  des  deux  intégrales  semblables 


r/(  \  )  d\  ^  i'f^\)d 


HKiM  CTION  K  iMi;(;n\i.KS  abki.ii:nm;s  ai  \  ion<:tions  i  iiiitiouks.     •>  •  > 

ni  |)icii;iiil  |»(nir  \  tl  ^  des  |(»ii(iiiiii>  ;il,::(|iri([iii>  de  diiix  \;i- 
riaMt's  jii(lé|)t'n(l;inl('s  ./•  cl  y.  cl  poiii-  /"(  \  I  «'1  /(^)  l<'-^  inèincs 
l'onctioiis  rationii<llts  de   \   ii    ^.   On    \    piirxiral    en   considéraiil 

-l'i'-qualiou 

l't(z)  —  ï{(z)  =  o, 

o'.'i  !*'(  c)  r>l  un  |)i)l\M(jiiic  i\r  I  roiNiriiic  dcj;i('-  t'U  ;,  dck'lliiinc  lii,- 
Icllr  maiilrrc  (jurllf  adiiiclLc  coiiiiiic  l'acleiir,  d'iiiic  pari  le  |)ol_)'- 
lioiiir  <l  II  scrund   dci;r('' 

«|>  (  c  )  =  .r (  I  -T-  a  .:  )  (  I  -T-  />  ^  )  —  c-  - , 
a\cc  la  condilii)U  <  A  ), 

\i{{z)  =  A(.r,  /  ) ^=-^; 

c{i  —  \  ah z) 

ol,  en  second    lien,  le  faclonr  sciiililalilc 

<!>,(;;)  ^=  y(\.  -+-  az){\  -\-  h  z  \  —  c-  z, 

ri  avec  la  coiidilion  (  H  ), 

(i  -  -nzY-ix  -^bz)"- 


s/K(z)^My,l) 


c(i  -H  \/'ab  z) 


Nous  allons  voir,  eu  ellcL,  (juc  les  ([iianlilcs  X  et  Y  seront   les 

racines  de  léquation  du  second  degré  en  z^   représentée  par  le 

(|iiolient  entier 

V-Hz)—  \\(z) 


*(-)*i(^) 


il. 


=:  O. 


.I(;  ferai  usage,  à  (;et  ed'et,  du  ihéorème  d'Abel,  en  siipposanl   la 

fouelion  ralionnellc/(^)  réduite  simplement  à  — -t  on  g  est  une 

constante    indéterminée,    et  j'en    déduirai    la    relation    suivante. 
Soient  z  =  .r^,  ^  =  ^,  les  racines  de  léquation 

x{i  ^  a  z)  il  -+-  b  Z)  —  c^z  =  o; 

puis  X  =  jKoî  -  =  J'i  celles  de  léquation  semblable 

y{\-^az){\-r-bz)  —  c"-  z  =  o  : 


Vij/,  OF.tVIlKS    DK    ClIAni.KS    IIERXflTK. 

Oïl  iiiira  comme  on  sail 


I  ^  F  (  ,.?  )  -f-  y   H  (  .4-  )  _         ,  ■ 'hr^ /" cir^ 


'^  J  O'o  —  ^  I  \^  O'o  )     .  '  <  ;'i  —  A',)  V  i-^  L»i  ' 
^J  (X-,^n  RT^     J  '  '^^  -  c?>  \  H(Y) 

.Maintenant  on  va  voir  que  les  deux  sommes  d'intégrales 

r         '/■'■.         _  r        <ir, 

/' (jxu ^  /'■ dy\ 


se  réduisent  aux  fonctions  elliptiques. 

Considérons,  en  etret,  la  première  qui  se  rapporte  aux  racines 
(le  l'équation 

<t>  (  ;  )  =  .r  ('  I  -i-  «  J  )  (  i  -^  bz)  —  t'2  ;;  =  o 

et  où   l'on  se   rappelle  qu'il   faut   prendre  pour   chacune    de    ces 

racines 

i\  ^-  a  z)-i,\  -T-  hz  1- 


/\^(,z)  =  A(.r. /.) 


c[i  —  \  abz) 


.le  transformerai  d'abord  comme  il  suit  celle  relation.  Après  l'avoir 
mise  sous  la  forme 

v/R(T)  c(i  —  \/abz)'  =  \{x,  k)  {\  -^  a z  j-\^i  ^  b z)-{\  —  </âbz), 
je  multiplie  meuihre  à  membre  avec  la  suivante  : 

1  —  /.  - ./  — —  J 

{i  —  az){^\-r-bz) 

ce  qui  donne,  en  sinq)Iifiant. 

/rTT)  c(i  -  k'-.r)  =  A(a-,  k)  (i  ^  az j  n  —  bz)  {i  —  /âbz). 

On  introduit  ainsi,  dans  le  second  membre,  la  quantité 

-]—  =  (\~  az)(i-{-  bz), 
ax 


KKDI  <:ri()V    I)  IMK(.l<\l.h:s   AUki.lK.N.NES   AIX    l-ON(.ll()NS    Kl.l.ll' I  IQl'Kâ.      •jj'i 
CI-    Il  III    I  Ml  llicl    (I    i-iTI  II- 

,  (M> 

V  l<(  J  )»•(  I  —  Â-*.r)  —  Al  ./•.  /.  )(  I  —  \  aùz)  -^-  • 

■    i/r 

<  )r.  il  \  nul   m  ililli'i  i-iili;iiil   I  i'-i|ii,i  I  nui   *l>(  ^  I  —  :  (>  : 

-j-ilz  — j-  tir. 

•  'I  roi)  l'iiinliil  l.irilriiK'iil .  en  ili\i<;inl  iiiriiihn'  ;i  iiii-inliii'. 


dz 


-  /:^.r)di 


ni      -  /■  •  ./•  »  a  I 


mis 


V  K I  c  I        y\  ahz  —  I )  <!»' {z  )  1{  X.  k) 


flz  r(\        /r-.r)(/.r 


{  z  —  A"-  t  \   \{i  z  )         (  \  tff)  z      ■  ])  (  Z  —  .^'-^  '1>7  c  )  A(  ./■,  /  ) 

.^ii|>|»<)>iiiil    iiiiimlciiii  ni    :■  :=:  Xo'    puis    z  =  X,    ft   a|oiihiiil    iiiciiihii' 
à  MK-iiilirc.  lin  c.sl  comliiil  à  cjilriilrr  l;i  loiiclioii  s  vim'-l  in|  ne 


( y/rt7> .r„  —  ! )  ( .r„  —  i-  )  <l>' (  x„  }        {^  abxi  —  i  >  (  .ri  —  ir  >  '!>' (  .r^  ) 

ilrs  rjiciiit's  (Ir  I  r'(|ii:it nia  *!*(  ;)==:(),  (ju'il  esl  aisé  d"ol)t(Miii-.   !'!cii- 
\  uns.  en  cU'el, 


[^a/,z-i){z-^S')        W(il' 


>  i:  —  I 


_yoth_   \ 
\  al)  z  —  I  / 


fl  hi  \aliMir  riH'iclu't'   résullcra  de  la  lorinnlc  élcnicnlaire 


<I>(.r)        {X  —  ./■„)'!>'(  .r,,  )        (X  —  Xx\'\>'{Xx) 

r\\  faisant  successivement  x=^ij[  el  x--=  ——=.-  Ce  calcul,  foil  simple, 

\  ab 

conduit  à  joindre  à  la  constante  g  une  autre  A,  qui  en  dépend  par 

la  relation 


de  sorte  qu'on  a 


(  I  -t-  kl;  I  {  I  -t-  bg ) 


v/RÛ]  =  A(A,/,ii-^i^^l!i;^M 


ni  —  y,  a 


^A-) 
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De  celle  manière  on  obtienl 


(  x^  —  g)  v/R(.ro)    '    (  :^-i  —  g)  \J^(x,)  ~         '"<  '  —  ''A"  '  <  i  —  bg)     \{x,  k) 

Mh.k)  dx 

^'WiJF)  { X  ~  Il }  -^(--^-/o' 

et,  par  conséquent, 

/dX(,  r  dxx  _       (I  -^l}-\-y  ab-^al>g     r     dx 

(x^  —  g)^'^^)  ^ J   ( .r I  —  g) v  HTTTT  ^       vu     -  ag)(\-^bg)J  ù,{x,k) 

1{  h,  k  )    i'  dx 

^   v/RT7)  •  '    <•'■-  k)^{x.  /.  >  ■ 

lùilin,  SI  1  on  met  la  variable  r  au  lieu  de  .r.  cl  (ju On  chani^e  If 
sii;ne  du  radical  \  cib,  on  aura  la  rétluclion  aux  lonclions  ellip- 
tiques de  la  seconde  somme  dinlégrales,  à  savoir 

/" dy^ r dy\ _       (i  —  b  —  ^^iab  —  tibg    Ç     dy 

J  (j-o-..?)v"Hô^    J  iyi~,^)\/Wy7)  ^~ c(i - ,ig )  M  - bg)J  A(j'./i 

_^Ai//,/)     /•  dr 

~^V  HÛôJ    <J--/')A(J.  /)■ 

Les  qnanlilés  X  el  \,  qui  <>iil  vlv  ohlrnues  par  renq)loi  t\y\ 
lliéorème  d'Abel,  onl  donc  le  rôle  que  nous  avons  annoncé,  el  If 
résultai  auquel  nous  venons  de  par\enir  s'accorde  l)ien  avec  la 
nature  logarithmique  des  intégrales  abéliennes  de  troisième 
espèce,  car,  en  multipliant  par  le  facteur  y/ R(i,'),  on  obtienl  cette 
formule 

r    /ïûj)  dx     ^  r  s/ruT)  d\ 

''  F(i.)_  /R(  -)  ./  A(^,  /.■  )  J  A(j'.  /) 

r      \(Ji,k)dx  r       \{l,.l)dy 

~J  {x  —  /i)^{x,k)      J  ^y  —  h)  ^{y,  l 

OÙ  les  constantes  A  et  B  ont  pour  \aleurs 

a -\- b -^  Jab  ^  ab:^    /— 

cil  -i-  ag){  I  —  bg)    ^      ^'    " 

a  -^  b  —  y'ab  -^  abg    ,- 

B     = ; J\\[    g). 

c  (  I  -i-  ag  M  I  -^  bg  ) 


-  5 

) 
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Je  lie  elierclierai  pas  ici  à  la  rapprocher  des  expressions  données 
par  M.  \\  eierstrass,  el  <|in  sont  l'une  des  plus  Ix-lles  dccouverles 
de  I  illii.slre  g«'Oinèlre;  je  me  Ixtrncrai  à  rcinar(|ii(T  (piil  est  facile 
d'en  conclure  la  i<''i|ii<|ioii  aux  fonclions  cllipli<jues  des  inl('f;rales 
plu-^  i;<''nérales 


J    V  «(X)       J    v/R(Y> 


Rllectivement.  toute  fonction  rationnelle /(x)  s'exprime  linéaire- 

MUMit.  d  une  part,  au  moven  des  nuantilcs >  de  leurs  dérivées 

par  rapport  à  ^'  et  de  l'autre  par  les  puissances  entières  de  la 
variable.  Or,  on  obtiendra  ces  dernières  intégrales  qui  appar- 
tiennent à  la  catégorie  des  fonctions  de  première  et  de  seconde 
espèce,  en  égalant  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  leurs 
développements  suivant  les  puissances  décroissantes  de  /i.  C'est  le 
calcul  que  je  vais  faire  afin  de  parvenir  aux  valeurs  des  fonctions 
inverses  de  nos  intégrales  abéliennes,  exprimées  par  des  fonctions 
algébriques  de  sinus  d'am[)litude. 


IlL 


Considérons  d'abord  le  terme 


ciue  I  écrirai  ainsi 


quej 


log 


v/K( 


I^"  (  A-  ) 


1  — 


Nous  avons  dit  précédemment  que  F(^)  est  du  troisième  degré 
en  g,  et,  comme  K(  »■)  est  du  cinquième,  on  voit  qu'elle  s'évanouit 
pour  j^'  infini.  Passons  ensuite  aux  intégrales 

r      \{h,k)dx  r       \(h,l)dv 

J  {x-h)Mx,/i)'      J   (y~l)\{y,l)' 


la   formule  h  := 


c-, 


(1 


ag){\^bg) 


»  donnant  h = 


ab 


7J,  P«"'-  g  ' 


nfini. 


11. 


III. 
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fait   voir  que  ces   quanlilés  sonl  dans  celte   supposition  l'une  et 
l'autre  finies.   De  la  relation  proposée,   résulte  donc,   après  avoir 

divisé  les  deux  membres  par  \/R(  «),  que  les  termes  en  -  et  en  — 

8  S' 

sont  les  mêmes,  dans  les  développements  des  quantités 


f — ^^^^=^r — '- 


)v/R(V) 


et 

c{i^ag-){\-^bg-)J  A(.r,  k)  "^  c(  i -l- rt.^)  (  n-  bff)J  A(jk,  O' 


a  -h  6  -I-  \/ab         r     dx  a  -^  h  —  \/ ah         C     dy 

>i'-  )J  A(.r,  k)        c(  1  -1-  ag)  {i-^  bg)J  il 


=  u, 


suivant  les  puissances   descendantes  de  g.    On  obtient  ainsi  les 
relations  auxquelles  nous  voulions  parvenir,  à  savoir  : 

r  dx  r  d\     _  _     I       r   dx     _     _i^      r  dy 

r  Xdx        r  Y  dY    _         I       r  dx     ^      i      r  dy 

J  /hTx]  ^J  v'HTv")  "        cy/^^/  A(.r, /.)        c/^J  ^7^^)' 

Qu'on  définisse  donc  les  fonctions  inverses  de  nos  intégrales 
abéliennes,  en  posant  les  équations 

r  c(i  +  v/^X)t/X  r  c(i^v/^Y )  dY 

J  2v/ÏÏ7X)  V  ^VW^ 

r  c{\  —  ^\)  d\         /"c(i  — v'^ï 

On  voit  qu'on  aura 

/dx  _        r     dy 

Par  conséquent,  les  quantités  X  et  Y,  fonctions  algébriques  de  x 
et  y,  s'expriment  en  k  et  v  par  des  fonctions  algébriques  de 
sinam(?/,  k)  et  de  sinam(i',  /). 

Cette  conclusion  donne  beaucoup  d'intérêt  au  calcul  des  valeurs 
de  X  et  Y,  et  je  terminerai  cette  Note  en  indiquant  succinctement 
la  marche  que  j'ai  suivie  pour  l'effectuer. 

Revenons,  à  cet  effet,  à  l'équation 

F2(z)-R(z)  =  o, 


') 
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et  à  la  déterininallon  île  F(z)  par  les  coaditions  posées  au  para- 
graphe 1.  Ce  polynôme  étant  du  troisième  degré,  je  lui  donnerai 
la  forme  suivante,  où  P,  (),  K,  S  sont  (piatre  coefli(nenls  arbi- 
traires 

F(z)=  '-i-±-^iiiiLil^f|»a6i4-P(rt-4-6)-HQ]4-c(R5-f-S). 

Cela  posé,  ces  coefficients  devront  être  déterminés  de  manière 
à  avoir 


F(5)  =  v/kT^, 

en  prenant  pour  3,  dabord  les  racines  de  Téquation 

x(i  -h  az)(i  -^-  bz)  —  c- 3  —  o, 
avec  la  condition 

V/R(5)  =  \{x,A) -= , 

c{i  —  \/  au  z) 

quV)n  transforme  facilement  ainsi 

/— ,       ,    c z\\  —  J ab  z ) 

puis  en  second  lieu,  les  racines  de  l'équation 

y{i-r-az){\  +  bz)  —  c'^z  =  o, 

avec  la  condition  correspondante 

/■g _       ,    {\^  azy- {i~  bzf- 

cil  -h  y'abz) 
ou  plutôt 

r\                     1          .  ]         I               •                1        {\  -^  az){i-^  bz)  cz 

Ur,  en  remplaçant  dans  le  premier  membre ■ par  — , 

et  z-  dans  le  second  membre  par 


X 


on  obtient  une  équation  en  z  du  premier  degré,  qui  doit  être  par 


l6o  OEUVRES    DK    CIIAUIES    IlERMITE. 

conséquent  identique,  et  donne  les  égalités 

S.-P  =  -^'"'''> 


R:r+Q  +  c2S  = 


(a  -h  b  -h  sfâb)  A f .r ,  k) 
s/7J){\  —  k^-x) 


En  opérant  d'une  manière  semblable,  avec  les  conditions  con- 
cernant le  second  facteur,  avec  la  variable  j>^,  on  trouve 

S7-P=--    ''■'''" 


Rj'-hQ-f-c^S  =  — 


(aA-b  —  sfâb)  \(y,  /) 


Ces  équations  entre  les  coelfîcients  P,  Q,  R,  S,  sont  simples  et 
donnent  aisément  les  valeurs  suivantes,  ou  j'écris  pour  abréger  : 

A(.r,  Â")  =  A,  a  =  a -T- 6  +  v/â7>, 

A(jK,  /)  =  Ai,  [î  =  « -t- 6  —  </âb  , 


P  = 


Q  = 


yii  —  l\y)  A  -f-  a"(i  —  X-2^Ui 
^/âbd  —  k'^x){i—  l'^y){y  —  3e) 

( a  )-  -+-  c'-  )  (i  —  l\v  )A-h(;5a:  +  c^)(i  — A--^.r)  Al 


R  =  — 


v^d  — A-2a7)(i—  l'^y){y  -  x) 

-^ '• 1 

\/ab{  I  —  k'^x)  (i  —  i'^ y)  {y  —  •^) 


g  ^  __         (i  — /^>)A-^(i-/r^r)A,        , 
V/V//>(i  — /:2^)  (i  —  Z^j^)  (  j  —  :r)' 

le  polynôme  F(c)  étant  connu,  j'emploierai  l'identité 

F2(-;  —  R(-)  =  G[a7(i-f-as)(i-h6j)  — c'2^] 
X  [y {\  -+-  a z )  {\  ^  b z )  —  c- z] 
x[(^-X)(^-Y)J, 

où  l'on  trouve  que  le  facteur  constant  C  a  pour  valeur 


T    fPab\ 

xy 


et  je  ferai   successivement  z  égal  aux  diverses  racines   du   polj- 
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nome  Rfc),  (\p  inaniôrr  à  oblonir  les  conihinaisons  des  ([iianlilés  X. 
el  ^  ([lie  M.  Weierslrass,  en  les  considtTanl  comin»^  fonctions  des 
varialjlts  //  et  \\  représente  par  alf//,  c),,,  avec   un  indice  unique. 
Ce  calcul  m'a  donné  pour  résultat  les  formules  suivantes  : 


^abW  = 


,y(i  —  /'y)^ 


jr(  I 


A- J-  )  A| 


v/rtôd-Xxi-Y) 

_  (i  — v/âÂ)(i— .r)(i  —  /-.D  A  — (i-H\^^)(i  —  x)(i  —  /r-x\li 


j(i—  l^y)  A  -f-  J7(  I  —  k^x)  A, 


\'^y 


\/(«  —  ■p){^—y) 


\/{  1  —  ab\)  (\  —  ab  Y  ) 

_  (i  — v/«^)ri— .rOd  —  Z^)!  A-^d  -f-  V  'âT>){\. 


.rjCi  — A-2t)  A, 


^(i  —  /^î^j  A  -+-./•(!  —  k^-x)  A, 


X 


v^ 


v/(i  -.r)(i— j-; 


y/6(  I  —  f?  \  )  (  I  —  a  Y  ) 

^  (  y/rt  -r-  y/Â  )  (  I  —  /^K  )  A  —  (  y/â  —  y  ^7^  )  Il  —  k^-x)  A, 
/(  I  —  /"-_/)  A  -f-  J-(  (  —  /.-a")  A, 


v/a(i  — 6X)(i  —  bX) 

_  ( y/a  -H  v^^)  <  I  —  /-.•»')  -^  -^-  (  \'^  —  \'^ )  (' I  —  A'-  .T"  )  A, 
/(  i  —  ["-y)  A  4-37(1  —  k-x)  A, 


/^. 


y/^. 


Elles  ouvrent  la  voie  à  des  recherches  sur  lesquelles  je  nie  propose 
de  revenir  dans  une  autre  occasion. 


NOTE 

SUR  UNE  FORMULE  DE  JACOBl. 


Mémoires  de  la  Société  royale  des  Sciences  de  Liège, 

•>/  série,   t.  VI,    187g,   p.    1-7, 

et  Matheinatische  Annalen,  t.  X,   1877. 


Les  belles  recherches  de  M.  Tchebichef  et  de  M.  Heine  sur  Tin- 
"  -dz  ont  montré  dans  les  parties  élevées  de  FAna- 


tégrale    /     — 
•^0    ^ 


Ijse  le  rôle  et  l'importance  de  la  théorie  élémentaire  des  fractions 
continues  algébriques.  C'est  une  nouvelle  application  de  cette 
théorie  que  j'ai  l'honneur  de  présenter  à  la  Société,  et  qui  aura 
pour  objet  la  relation  importante  dont  Jacobi  a  fait  la  découverte, 

à  savoir 

1 


dx" 


=  C  sin  [(«  -h  i)  arc  cosar]. 


C  désignant  une  constante. 

Je  rappellerai,  d'abord,  qu'étant  proposée  une  fonction  /{oc)-, 
développable  en  série  infinie  de  la  forme 

toute  réduite,  ou  fraction  convergente   „;   /  ?  dont  le  dénomina- 

teur   est   un  polynôme  de  degré  ii  en  a",   s'obtient   directement 
comme  il  suit. 

On  détermine  en  premier  lieu  ce  dénominateur  par  la  condition 
que  le  produit  y(;r)  F(x),  étant  ordonné  suivant  les  puissances 
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clécroiss;ml('s  <!»•  la  varialilc  iiiaïKiiK'  des  lerint-s  en—.  — - ,  •••,  — ; 

cela  fail.  Il'  iiiinuialciir  l,  (^^r)  esl  (loiiiii'-  par  la  [)aiiio  cnlièrc  fin 
iiu'ine  j)i(»(liiiL  <|iii  r-l  i'\  idciiiiiiciil  du  degré  //  —  i.  On  \nil,  eu 
cilel,    (III  avaiil    aillai   la   irhilioii 


J  ^  '  j;,/-Hl  ^n 

el.  par  consécpiiiit . 

•'^    '       F(x)    '    F(x)\x"-*-i 


lt-t-2 


les  développements  siii\ani  les  puissances  décroissantes  de  la  fonc- 

¥  (  r) 

lion  f(x)  et  de  la  fraction  rationnelle -7^'— — coïncideront  jusqu'au 

^  \     /  r  (  X  )  j       1 

ternie  en  ,  le  dé\eloi)neinent  de  7^^ — -  commençant  par  un 

./-"H-  I  '    '  b  (X)  '  ' 

terme  en  —  ■  De  plus,  les  polyuoiiics  I*  (j")  et  F,(jc),  sauf"  un  fac- 
teur constant  coniiniin.  seront  détcnnincs  d'une  manière  unique. 
Gela  posé,  soit,  en  particulier, 

-,    ,  I  I         1     I  1.3    1 

/(a7l  =  -^=^=  = 1 -i —  +.  . .; 

yj;2  _  ,         X        -2  x>        2.4  X» 

il  sera  aisé,  dans  ce  cas,  de  former  F(ic)  et  F,  (x)  pour  toute  valeur 
de  n.  Soit,  pour  cela, 

{x-^y'j--'-  ij"=  F(x)-h^x---i  Vi(x), 

c'est-à-dire 

F(x)   :=  cos/i( arc  cosa?), 
Fi(a?)=:  sin /i(arc  cosa"); 

je  dis  que  ces  polynômes  entiers  de  degrés  n  et  n  —  i    donnent 
précisément  les  deux  ternies  des  réduites.  On  a,  en  effet, 


X 

X 

d'où 


l'équation  proposée,  si  l'on  y  change  le  signe  du  radical,  donne,  par 
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conséquenl, 


I 

X 


II 


....=  Frr)  — v/.r-^-i  Fj(.r), 


et;  enfin, 


=  F,  ix)  +     ,  —  ^  .  . .     =  F,  (  a- ) 


v/37- 1  \J  X-  - 


X"  /  '  x"^' 


La  condition  posée,  comme  définition  des  réduites,  se  trouve 
ainsi  complètement  remplie.  Or,  on  j)eut  encore  la  réaliser  d'une 
autre  manière,  comme  on  va  voir.  Formons  la  dérivée  d'ordre  /i  de 

l'expression 

1 

P 

il  est  aisé  de  voir  d'abord  qu'elle  sera  de  la  forme    ^  P  étant 

v/j;2  —  I 

un  polynôme  entier  en  x  de  degré  /?.  Soit  ensuite,  en  développant 
suivant  les  puissances  décroissantes  de  la  variable 

1 

n c  £ 

ix-—  1)       -=  .r2«-'-i-  «:r2"-3-î-. ,  .-!_  /.:r  H ! -\- . .  .-, 

X        x'^ 

je  remarquerai  qu'en  prenant  la  dérivée  d'ordre  /?,  la  partie  en- 
tière du  second  membre  conduira  à  un  polynôme  P,  de  degré 
n  —  I ,  tandis  que  la  partie  contenant  les  puissances  négatives  de  la 
variable   donnera    une    série    infinie   commençant    par    un    terme 

I 
en 


X 


/i-Hl 


Nous  trouvons  donc  encore  la  relation 
P 


=  Pi  + 


yx-  —  i  X        -     X 

qui  détermine,  sauf  un  facteur  commun  constant,  comme  nous 
lavons  dit,  les  polynômes  entiers  qui  y  entrent.  On  en  conclut, 
en  désignant  par  N  une  constante  numérique, 

P  =  \  cosn(arc  cosr), 

et,  par  conséquent, 

1 

n 

d"(x^ — i)       -        N  C05 /n  arc  cos.r  ) 
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Or  le  coefficieiil  tic  j"    '  ilaii^  If  |nfmi(i-  iiiiiiilii  c  a  pouc  valciw 
n(  n  ^  \)  (  n  -^  -X)  ...  i>  n  —  i  )  ; 

el  comme  on  ;i 

cosnCarc  cosa^)  =  ?."   'a:"-t-. . ., 

celle  conslanl(*  se  trouve  (N'ieiimiicf  |)ai  la  eondilloii 

n  {  n  -^  \)(  n  -r-  /  )  ...  ('.n  —  i  )  =  >.  "-  '  N  ; 

d'où  I  on  lire 

ni  n  -^  \)  i  n  -^  •>)...  (f.n  —  i)  \  .i.\ .  .  .\  xn  —  n 


N  = 


■;!"-'  I  .V. .3.  .  .(  «  —  I) 

OU  encore 

\  .■)..!,.  ..(-y  n  —  \)  , 

\  =  : =  1 . 3 .  j . . .  (^ -i  /<  —  I  ). 

'2.  4  .()...(  2/J  —  1) 

\a\  formule  de  .lacohi  que  nous  avions  en  vue  d'établir  est  une 
conséquence  immédiate  de  ce  résultat;  car  en  meltanl  la  relation 
obtenue  sous  la  forme  suivante  : 

t 

n  -    - 

tP'(\  —  .?•- I        -                     ,.  C(is/i  (  arc  ros.r  ) 
;-:  (  —  I  )"  .>  ^= 

'' '"'  s/'  I  —  ^'' 

d  arc  cosT 


=  ( —  I  )"-'  N  rosn('arc  cosar) 


(l.r 
on  en  conclu I,  en  intéi^ranl  par  rapport  à  x, 


1 


dr"    1  II 


sin  n(svc  cosa:). 


Nous  n'ajoutons  point  de  constante,  attendu  que  les  deux 
membres  s'évanouissent  quand  on  suppose  .r  =r  i  ;  cela  étant,  il 
suffit,  comme  on  voit,  de  changer  ii  en  n -{- \ ,  pour  arriver  au 
théorème  proposé,  la  valeur  de  la  constante  C  étant 

G:^(-.r'-'-"--'^"'^'^- 

^  /t  -H  I 

Paris,  août  187.3. 


SUR  QUELQUES  APPLICATIONS 

DES 

FONCTIONS   ELLIPTIOUES. 


Comptes  rendus  de  l' Académie  des  Sciences,  t.  LXXXV,  1877, 
p.  689,  728,  821.  870,  984,  io85,  ii85;  t.  LXXXVI,  1878,  p.  271, 
422,  622,  777,  85o;  t.  LXXX[X,  1879,  p.  looi,  1092;  t.  XC,  1880, 
p.  106.  201,  478,  643,  761:  t.  XGIII,  1881 ,  p.  920,  1098  ;  t.  XGIV, 
1882,  p.  186,  372,  477,  594,  753. 


La  théorie  analytique  de  la  chaleur  donne  pour  limportante 
question  de  l'équilihre  des  températures  dun  corps  solide  homo- 
gène, soumis  à  des  sources  calorifiques  constantes,  une  équation 
aux  différences  partielles  dont  l'intégration,  dans  le  cas  de  Tellip- 
soïde,  a  été  l'une  des  belles  découvertes  auxquelles  est  attaché  le 
nom  de  Lamé.  Les  résultats  obtenus  par  Tillustre  géomètre  décou- 
lent principalement  de  l'étude  approfondie  d'une  équation  ditle- 
rentielle  linéaire  du  second  ordre,  que  j'écrirai  avec  les  notations 
de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  sous  la  forme  suivante  : 

d'^y 


dx'^ 


[n(n  -î-  i)/i2  sii2.r-^  h]y, 


k  étant  le  module,  ti  un  nombre  entier  et  h  une  constante.  Lamé 
a  montré  que,  pour  des  valeurs  convenables  de  cette  constante, 
on  j  satisfait  par  des  polynômes  entiers  en  sn^r 

y  =  sn'^ X  -+-  h\  %n"--x  -H  hi  %n'^^'* x  -H.  .  . , 

dont  les  termes  sont  de  même  parité,  puis  encore  par  ces  expres- 
sions : 

y  =  (sn«-i  j"  -:-  h\  sn"~^r  -f-  /«',  sn"—'x  -h . .  .)cnx, 

y  =  (sn''-i.r  -^  h'[  sn"-^x  -^-  hl  %n" -'"> x  -^  . .  .) an x ^ 

y  =  {sn"'-x  ^  h"^  '^n"-^x  -^  h"^  sn"^'^x  ^-.  .  .)cnx  (\nx. 
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M.  I  .ii>ii\  illf  ;i  cii-^iiile  inlrttdiiil,  iLni-'  l:i  ([ueslion  plivsi(|iie,  la 
conslcK'ration  de  la  seconde  soliitmii  di'  r«Mjualif)ii  dillérentielle, 
d'où  il  a  tilt'  des  tlR'or«"iiic^  du  |iliis  f;riiiid  iiih-rèt  (' ).  C'est  é{jale- 
meiil  celte  seconde  solnlinn,  dont  l.i  nature  et  les  propriétés  ont 
été  approfondies  par  M.  liciiie,  <pii  a  inoutn'  I  analo}j;ie  de  ces  deux 
genres  de  fonctions  de  I^aniéavec  les  lonclions  spliéricpies,  et  leurs 
rapports  avec  la  tln-oiie  des  fractions  conliiuies  alyéhricpics.  On 
doit  de  plus  à  réininenl  géomètre  une  extension  de  ses  j)rofondes 
recherches  à  des  é(|uations  diflérentielles  linéaires  du  second  ortire 
i)eaucoup  plus  gt-nérales,  qui  se  rattachent  aux  intégrales  abé- 
liennes,  comme  celle  de  I^amé  aux  fonctions  ellipli(|ues  (-). 

Je  me  suis  placé  à  un  autre  point  de  vue  en  me  proposant  d'oh- 
tciiir.  (piel  (jue  soit  h,  l'intégrale  générale  de  cette  équation,  el 
c'est  l'ohjet  principal  des  recherches  qu'on  va  lire.  On  \erra  (pie 
1.1  solution  est  toujours,  comme  dans  les  cas  particuliers  considérés 
par  Lamé,  une  fonction  uniforme  de  la  variahie,  mais  (jui  n'est 
plus  doublement  périodique.  Elle  est,  en  ellel,  donnée  par  la  for- 
mule 

y  =  CV(x)-hC'V(—x), 

où  la  fonction  ¥[x)^  (jui  satisfait  à  ces  deux  conditions 

¥(x  ^  1   K  )  =  a  V{x), 

dans  lescpielles  les  facteurs  [i  et  ^'  sont  des  constantes,   s'exprime 
comme  il  suit.  Soit,  pour  un  moment, 

nous  aurons 

F(.r)  =  DJ-'  <ï>(.r)  — A,D,'J-M>Ca7)-f- A-jDT^  *(rr)— ...; 

(')  Comptes  rendus,  i"  seni.  i8'|.'),  p  l'iHG  el  idog;  Journal  de  Mathématiques, 
t.  XI,  p.  217  el  a6i . 

(■)  Journal  de  Crelle  {Heitrag  zur  Théorie  des  Anziehung und  der  Warnie 
t.  29);  Journal  de  M.  Borchardt  {L'eber  die  Lameschen  Functionen ;  Einige 
Eigenschaflen  der  Lameschen  Functionen  dans  le  Tome  5G,  et  Die 
Lameschen  Functionen  verchiedener  Ord/ningen,  t.  57).  Le  premier  rie  ces 
Mémoires,  paru  en  i8)5,  mais  daté  du  19  avril  i844>  conlient  une  application  de  la 
seconde  solution  de  iéquation  de  Lamé,  qui  a  été  par  conséquent  découverte 
par  M.  Heine,  indépendamment  des  travaux  de  M.  Liduville,  et  à  la  même 
époque. 
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les  quantités  sn-  w  etl^  sont  des  fonctions  rationnelles  du  module 
et  de  A,  et  les  coefficients  A,,  A^,  . . .  ,  des  fonctions  entières.  On 
a,  par  exemple, 


(  /i.  —  i)  (n  —  9.  ) 


\h  -4-  "<"  -M)(l  +  A-^)1 


A, 


2  {■i/l  —  I  ) 

(  /t  —  i)(  n  —  ■>.)  (  n  —  3)  (  n  —  4  ) 
^(■j.n  —  i)  {■j.n  —  3  ) 

X      //  -  H h  H (  I  +  /i2  )' 

l.  j  9 

■2n(  n  ^i)(9.n  —  i)  "1 
-. (.  -  A-+  A^)J, 


Je  m'occuperai,  avant  de  traiter  le  cas  général  où  le  nombre  // 
est  quelconque,  des  cas  particuliers  de/?  r=:  i  et  n  =  o..  Le  premier 
s'applique  à  la  rotation  d'un  corps  solide  autour  d'un  point  fixe, 
lorsqu'il  n'y  a  point  de  forces  accélératrices,  et  nous  conduira  aux 
formules  données  par  Jacobi  dans  son  admirable  Mémoire  sur 
cette  question  [Œuvres  complètes,  t.  11,  p.  iSq,  et  Comptes 
tendus,  3o  juillet  1849).  .l'y  rattacherai  encore  la  détermination 
de  la  ligure  d'équilibre  d'un  ressort,  qui  a  été  le  sujet  de  travaux 
de  Binet  et  de  Wantzel  [Comptes  rendus,  x"'  sem.  1844?  p-  11 13 
et  1197)-  Le  second  se  rapportant  au  j^endule  spliérique,  j'aurai 
ainsi  réuni  quelques-unes  des  plus  importantes  applications  qui 
aient  été  faites  jusqu'ici  de  la  théorie  des  fonctions  elliptiques. 

L 

La  méthode  que  je  vais  exposer,  j)our  intégrer  l'équation  de 
Lamé,  repose  principalement  sur  des  expressions,  par  les  quantités 
^[x),  W[x),  ...,  des  fonctions  ¥[x),  satisfaisant  aux  conditions 
énoncées  tout  à  l'heure 

F  (  a:  -(-  2  K  )     =  jj.  F  (  a?  ) , 

F(37-i-2tK')   =   |JL'F(a^), 

qui  s'obtiennent  ainsi  : 

Soit,  en  désignant  par  A  un  facteur  constant, 


SLR  (jrELyiKs  Ai'i'i.it :\Ti().\s  iu:s  fonctions  liLLii'TiyiES.  1G9 

\os  relations  fondamentales 


H(J"-H7.K/      =—U{x), 
H(a:-4-2rK')=— H(jr)e     *^ 

flonneront  celles-ci  : 

/(.r-t-jtK)     =/0)eî'K, 


rr-  l.l-«-/K'l 


Disposant  donc  de  (•)  et  A  de  inanirre  à  avoir 


a  ^  e'-"^, 


F  (  x) 
on  voit  (lue  le  quotient est  ramené  aux  fonctions  doublement 

périodiques,  d'où  celte  première   forme  {générale    et  dont  il   sera 
souvent  fait  usage  : 

la  fonction  $  (x)  n'étant  assujettie  qu'aux  conditions 

<ï>(a: -f- 2K)  =  <ï>(a:),         ^(x -h 'i.iK')  =  ^(x). 

En  voici  une  seconde,  qui  est  fondamentale  pour  notre  objet.  Je 
remarque  que  les  relations 

/(x-^-zK)    ^ixfix), 
f{x-^  liK')  =  \J.'f{x), 

ont  pour  conséquence  celles-ci  : 

/{x  —  iK)    =  -^/C^), 

f{x-2iK')=  ^A^), 

(le  sorte  que  le  produit 

<^(z)  =  F{z)/{x-z) 

sera,  quel  que  soit  x,   une  fonction  doublement  périodique  de  z. 
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Cela  étant,  nous  allons  calculer  les  résidus  <ï>(5),  pour  les  diverses 
valeurs  de  rargument  qui  la  rendent  infinie,  dans  l'intérieur  du 
rectangle  des  périodes  ;  et,  en  égalant  leur  somme  à  zéro,  nous 
obtiendrons  immédiatement  l'expression  cherchée.  Remarquons  à 
cet  effet  que/(^)  ne  devient  infinie  qu'une  fois  pour  j?  :=  o,  et 
que,  son  résidu  ayant  pour  valeur 

AU  (  oj  ) 


H'(o) 


on  peut  disposer  de  A,  de  manière  à  le  faire  égal  à  l'unité.  Posant 
donc,  en  adoptant  cette  détermination, 

on  voit  que  le  résidu  correspondant  à  la  valeur  z  ^^  x  àe  ^{z)  sera 
—  ¥{x).  Ceux  qui  proviennent  des  pôles  de  F(s)  s'obtiennent 
ensuite  sous  la  forme  suivante.  Soit  z  =  a  l'un  d'eux,  et  posons  en 
conséquence,  pour  s  infiniment  petit, 

F(a  +  £;  =  As-i-f- A,D=£-i+ A,D|£-'-i-... 

-I-  Aa  D j  £-'  -f-  âfg  H-  a I  £  -i-  «2  E- -i- .  .  . , 

f(^x  —  a-i)  =  f{x  —  a  )  —  -T>,,  fix  —  a) 

-4-  — Dl-/(^-a)-...-y- \ylfix-a)-^-..., 

le  coefficient  du  terme  en  -  dans  le  produit  des  seconds  membres, 

qui  est  la  quantité  cherchée,  se  trouve  immédiatement,  en  remar- 
quant que 

"^  ^  £«-1-1 

et  a  pour  expression 

A /(  :r- a) -- A,  D^/(.r  -  a)  4- A,Dl/(a7  -  «) +. .  .^  AaDÎ/(.r  -  a). 

La  somme  des  résidus  de  la  fonction  *I'(-^),  égalée  à  zéro,  nous  con- 
duit ainsi  à  la  relation 

F(:r)  =  5:[A/(r-«)  +  AiD^/(a:  — a)-t-...-i- AaD*/(a7  —  «)], 

où  le  signe  S  se  rapporte,  comme  il  a  été  dit,  à  tous  les  pôles  de 
F(^)  qui  sont  à  l'intérieur  du  rectangle  des  périodes. 


SI  n    Qt  EI.QUKS    APPLICATIONS    DKS    K()N<  TIONS    KI.I.II'TIUl  KS. 


il. 

I.a  fonclion  F(^)  corn|)ren(l  \r^  l'onclions  (loiihlt'imnt  |»éii()- 
di(|iies;en  supposaiU  égaux  à  runilé  les  iiuilli|ili(aleurs  u  el  [J-,  je 
vais  immédialeiiunt  roclierclier  ce  (jiie  l'on  lire,  dans  celle  liv|)n- 
lliiM'.  ilii  icsiillat  aïKjuel  nous  venons  de  parvenir,  l'oul  d'ahord 
les  relations 

H2//.k' 

donnant  nécessairement  À  =  o  el  w  =  xni  K.  ou,  ce  ([ui  revient  au 
même,  (.)  =  o,  le  nombre  m  étant  entier,  la  ([uanlité 


_  H'(o)H(a:-Hb>)    , 


X 


devient  inliiiie  et  la  for  mule  semble  inapplicable.  iMais  il  arrive 
seulement  (pTelle  sul)ii  un  elianf^emenl  de  forme  analytique,  qui 
s'obtient  de  la  manière  la  plus  facile,  comme  on  va  voir.  Sup- 
posons, en  ellet,  ).  =  o  el  o)  inlinimenl  petit;  on  aura,  en  dévelop- 
pant suivant  les  puissances  croissantes  de  to, 

H'(o)         I        /i-^/.-^         J 

■  10 


d'où 


OJ 


H(a))        co        \       (■)  xK 

HC:r-(-w)  \\'(t) 

=:   1  -:-   OJ 


D'autre  part,  observons  que  les  coefficients  A,  A|,  ...  doivent 
être  considérés  comme  dépendants  de  co,  et  qu'on  aura  en  parti- 
culier 

A  =  a  -i-  a'w  - 


•  1 


a,  a',  ...  désignant  les  valeurs  de  A  et  de  ses  dérivées  par  rapport 
à  0)  pour  (.)  =  o.  Nous  obtenons  donc,  en  n'écrivant  point  les 
termes  qui  contiennent  m  en  facteur, 

a         ,         \\'(x  —  a) 

A  f{x  —  a)=  -  -ha  -+-a-— -+-... 

O)  n{x  —  a) 
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et,  par  conséquent, 

,    ^  1  ,  H'  (x  —  a) 

SA/(:r  — a)=-Sa-T-i:a-+-  Sa-— -F.... 

•^  ^  ^        u>  H{x  —  a) 

Or  voit  que  le  coefficient  de  —  disparaît,   les    quantités  a  ayant 

une  somme  nulle  comme  résidus  d  une  fonction  doublement  pério- 
dique, et  la  différentiation  donnant  immédiatement,  pour  w  =  o, 

H'(':r)  H'(r) 

nous  parvenons  à  l'expression  suivante,   où  a,  ai,  ...,  a^  sont  les 
valeurs  de  A,  A , ,  . . . ,  A^  pour  m  =  o  : 

r    }i'(x  —  a)  ^    H'(x  —  a)  ^„H'(x  —  a)'] 

F(,r)  =  Ia'^-S     a-i .'^a,D., i +.  .  .^a«D« -^^4 • 

L     H(a7  — a;  H(.r  —  a)  U(x  —  a)} 

C'est  la  formule  que  j'ai  établie  directement,  pour  les  fonctions 
doublement  périodiques,  dans  une  iVole  sur  la  théorie  des  fonc- 
tions elliptiques^  ajoutée  à  la  sixième  édition  du  Traité  de  Calcul 
différentiel  et  de  Calcul  intégral  àe  Lacroix  (Hermite,  Œuvres^ 

t.   II,   p.    125). 

m. 

Revenant  au  cas  général  pour  donner  des  exemples  de  la  déter- 
mination de  la  fonction  f{x)^  qui  joue  le  rôle  d'élément  simple, 
et  du  calcul  des  coefficients  A,  A,,  A2,  ...,  je  considérerai  ces 
deux  expressions  : 

0  (  ^  -4-  a  )  e  (./■--/;  I ...  B  (  .r  -t-  /  )  e'-^ 


¥{x)    = 
F,(:r)  = 


^'\x) 
}\{x^a)W(x-^b)...\\{x^  I)e>^^ 


où  «,   6,  . . . ,    /  sont  des  constantes  au  nombre  de  n.  On  trouve 
d'abord  aisément  leurs  multiplicateurs,  au  moyen  des  relations 

ei{x  —     iK)  =^-  Q{x), 
}\{x^     2K)=_H(:r), 

î^  (.r-i-/h') 

e(57-^-  2tK')  =—   0(x)e        '*  , 

'71 

H(:r  +  2fK')  =— H(:r)e     ^ 
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i,ll('>  iiitiiili'citt  (|u  en  |i<i>,iiil 

|uiis,  inimiif  |)rt'ct'iliimiicn(. 

/  —  '-      1 

~~k -"'' 

un  aiii'ii 

\'{jr  -+■  ?.    K  )  =  ;jL  F(.r ),         Fi  (x  -H    •>.  !<;  =  (' —  1  /'  [i  F|  (a:), 
P(x  ■+-  a/K'  )  =  ■/  F(j-),         FiCa;  --  './K'  )  =  •/  Pi(x). 

Il  eu  rcsiilk'  ijuc.  (jUiiiul  //  <>l  |».iii',  la  loïK-liou 
^      ,        1 1  '  (  o  )  1 1  (  a"  -4-  (.)  I  A-^- 

ayant  (H's  (jii,iiilil(''>  y.  (i  u.    piuir  niiilli|>li(iik'iirs,  pciil   .scivir  il  ('h'- 

iiicul  Miii|ilt'  |Mpni'  nos  (leii\  cx()ressi(iii>  :   \)\,\\>  il  u  en  est  plus  de 

inèiiic  relaii\  eiiienl  à  la  seconde  F|  (;r),  dans  le  cas  <»i"i /t  esl  impair: 

on  \(iii  aisénjenl  (pi  il  laiil   |>rendre  alois  pmir  (''léinenl   simple  la 

lonelioii 

\l'(o)  *-)(.!■  -  -  (.))  r'-K 


/i(>) 


e((o)ii(./-j 


alin  de  cliani;er  le  sij;ne  du  premier  multipliealeur,  le  résidu  corres- 
pondant à  x  =  o  étant  d'ailleurs  égal  à  riinil(''.  Cela  posé,  comnu' 
F(x)  et  l*'i(>r)  ne  deviennent  infinies  <pie  pour-  x=iK',  ce  sont 
les  (piantilés  /"('j:  —  /K")  elj\  [x —  iK  )  (pii  lij^ureront  dans  notre 
lurmule.  Il  conxient  de  leur  attribuer  une  désij^nation  particulière, 
el  nous  représenterons  dorénavant  la  première  par  '^{x)  et  la 
seconde  par  •/(./-).  en  observant  (pie  les  relations 


Î.r  +  /K') 


ki{x  -^  ili'  )  =  i\{{.i:)C     * '' 

—  —T.    2.r-(-/k') 


donnent  facilement,  après  y  avoir  cliani;é  x  en  —  x,  ces  valeurs 

H'('o)  e  Cr -î- o)  )  e"'"»^ 

<o  {x)  =  := , 


/,(^) 


v/|x'll(o>)e('.r) 
\V(o)U(x  -+-  M)p'tX 


v/[i.' W ((-))«(. rj 
H.  —  lit.  iS 
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Nous  avons  iiiaiuLenanl  à  calculer  dans  les  dc\  ciopjjcnienls  de 
F(/'K'  -\- t)  et  F)(/K-hî),  suivant  les  puissances  croissantes  de  3. 
la  partie  qui  renferme  les  puissances  négatives  de  cette  quanlili'-. 
et  cju'on  pourrait,  jiour  abréger,  ncunmei-  la  partie  principale.  A 
cet  eflel,  je  reniarcpie  qu'eu  laisanl.  poui-  nu  luoiuent. 


on  aura 


F(^) 


F(iK'H-£)  = 


^    n(.r) 

~    &"{X)'' 
Il"(£j       ' 


11,(3") 

l  ,1  x)  =  -, > 


F,(av' 


\  ;jl'  tl(  ;) 

H''(£) 


Nous   d«^-\elo[)peruns    donc    IJ  i  s  i    et    ri,(S).   par   la   l'ornude    de 
Maclaurin,  jusqu'aux  termes  en  s"',  et  nous  multiplierons  par  la 

partie  principale  de  i  qui  s'obtient,    comme  on   va    voir,   au 

moyen  de  la  fonction  de  M.  W  cierstrass  : 


A\(x)i  =  .r 


I  -^  /.  -^ 


^•■'  -^ 


4/;-2  -  A' 


X'  — . 


I  •>(  I 


On  a  en  elîel,  d'après  la  d('linilion  même  de  l'illustre  analyste. 


.1  >- 


H(.r)  r=  n'(o)r'-"^  Air.r 


et  l'on  en  déduit 


Lh(o  r 


I  —  /,  - 


I  —  1 


i  /s  ^  /  ; 


1  v.o 


■] 


n  .1  c- 


[s"  (')  £"-■-  '  "  *J 

l                   /  1  -4-  /.  - 
r-  /i  (   : 


2  K  /  t"-' 


l\ 


Je  vais  appliquer  ce  qui  précède  au  cas  le  plus  simple,  en  sup- 
posant «  ^  2  et  A  ^  o.  ce  qui  donnera 

P'^>  = ^H^> ' 

F,  (.)=■"■'--'■>"<-'-'", 


s»  Il    01  i:i.yi  KS     \IM'I.I(    Vl|n\>    1,1  >    lONCTKlVS    II.I.II'TIOIKS.  7-'} 

<•!.  |tar  rdnsi-ijiK'ul. 

Il   (t}=   H(rt;  H(/>)--  I  H(,M  H'(/M-f-   ^'  //)»■(  a  )]■-- 

lliCî)  -^  Il(«)  n(A)--|II(„,||  ,A,.;.  H/,  ,11  ,„^|.^ 


M;illllrll;,„|.   I..    p.Mlif    |.lil,.   i|,i,|,.   ,1,.  '_       „,.   .nMl.'in.lll    .ll.r    I 


...,  -       lie  <(>iM<'li:illl    (jlir    le    seul 


''"'""'  irT; — ;  ~'  ""  •'  "iiint'ili.ilciiiiiil 
Il  - (  o  )  î - 


"'""  i-  ,  ,  K_  £  )  ^  ll<n)ll,ù)    _  Hi.Mll-./.)   ,-  lli/.,|[',a  ) 


v;^ 


Il  î(o) 


\  :^ 


^K,  (/K-H£)=    ^<^^)   **<^)  H(Vt)    H./.)-^    H(/;)   l^'ir, 


ri.  |);ir  (itiistMjiiciil.  ((■>  «Iciix  ixlalioiis 
t((i  I  H(  j-f-  a  )  H  (  j7  —  ^  ; 


=  -H(</,iH{/y;9'(a")-:-[H(a)H'(6)-4-H(^^IJ'(a)|'^(,'/;, 


-I  ()tn('j'-f-r7)Hc.r  -f-  h  ) 

^^^.,^^^ =-  H(„;  H. />,-^'(a')+ [.-•(«;   H'(6)-|-   e(^,)  B'(a)|o(j-). 

Km  vrnnpIa.i.Mt    '^(^)  par  s.  valeur  »''"')  H  (.r  +  r^  +  Z, ,  ^  ^^  ^ 

ecni-,11  s,,ii>  la  loiiiic  simaïUc,  (|(ii  csl  plus  simple  : 

H'(')  )  Hi  (V  —  />  )   H  (  ./•  -u  ,/  )   H  {  .r  ~  h) 

^_j^    H(.r  +  ff.-i-^)         I  M^^  ir(6)  I  ef3--^(/-i-/7) 


r  w'i  ^/  )         H(  6  n 


On  en  tnc  d'aborcl,  i  r.-gaid  des  fonctions  (-),  celle  remarque  que, 
sous  la  condition 

a  -i-  0  —  c  —  d  =  o, 
on  a  l'égalité  (') 

H'(o;  U{a  ^  b)  \{{a  +  c)  H(7>  -  c)  =       e'(  «  ,  0(  6;  0,  c;  «(  ./) 

-+-e'(è)fci(c)e(i;)0(«) 
+  tt'(cje(û?)e(rt)wi  /v) 


(")  Klle  :.  élé    donnée    par   Jacohi,   Journal   de    Crelle   {Formubv    novœ   in 
llieona  transcendentium  ellipticarum  fundamealales,  t.  15,  p.   lyy). 
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Mais  c'est  une  autre  conséquence  que  j'ai  en  vue,  et  qu'on  ol>lient 
en  mettani  la  j>romirre,  par  exemple,  sous  la  forme 

.I.(.r)  ^  py—y, 
(ui  ^^ix')  (lesicne  le  ])remier  membre,  y   la  fonction 7 

,  ^       ,      \\'{n)     ,     W'ib) 

cl  I)  la  constante  -r-, H  ,,  ,  .  .  • 

Si  nous  multiplions  par  e"/''',  elle  devient,  en  effet, 

<l>(.r)e--/'''  =  —  D.r(jKe-/'^), 
tl  où 

/  ^(x)  e-i'^  dx  ——  y  C'i'^. 

Ce  résultat  appelle  latlenlion  sur  un  cas  particulier  des  fonc- 
tions '^(.r),  oîi,  par  suite  d'une  certaine  détermination  de  A,  elles 
ne  renferment  j)lus  qu'un  paramètre.  On  voit  qu'en  posant 


\//H(a)e(a7) 


o{x,a)=  — ^ -e     "> 


ce  <|ui  entraîne,  pour  le  multiplicateur  jj.',  la  valeur 


a  =  e 


-n 2/K'  - — 

K  H'r( 


î 


l'intégrale    |   'j(.r,rt)  cp(x,  b)  dx  s'obtient  sous  la  forme  finie  ex- 
plicite. Un  calcul  facile  conduit  en  effet  à  la  relation 

TcpCar.  «)ci(.r,  Z/)r/.r  =  -9f3^,  rt-^6)t'L»"  +  ''       THr      m/J'*     '    \ 

Faisons,  en  second  lieu, 

\\'(o)\l{x  +  a)    -^^■ 
7{x,a)=  '      '-e     t)""    , 

\/|jL'e(rt)0(a^) 
en  désignant  alors  par  a'  la  quantité 

et  nous  aurons  semblablement 

rH'fi-t-/')        0'iffl        ®''^''1m     -;K' 


SI  R    Of  :i.Ol  ES    APPUCATIONS    I»KS    KONCTIONS    KM.IPTIQIKS.  f.--; 

(  )u  «:ii  (Ifiliiil  iiiMiUfiil  (jii  Cil  (lisi;4u;iiil  n  r{  h  dciiv  riicini'^,  tl  iilmitl 
de  r(-«|iiatinii  II'(j7)  =  o,  |)uis  (l(!  rct|ii;itinii  H'(.r)  =  o,  on  ;iiii;i, 
dans  Ir  premier  cas. 


.îK 


fl  dans  le  second, 


1        o(a:',  a  )  ©(a*,  ^  )  t/x  =  o; 


/       y{x,a)y(x,h)(fx  =  o, 


sous  la  condition  (jne  les  deux  l'acines  ne  soient  point  <''j;ales  el  <le 
signes  contraires.  Si  Ton  suppose  A=  —  a,  iimis  ohliendroiis 


,.'K 


•  Il  \  / 

Jf       / <  -T,  «)  /,(•'"'  —  "  )  ''^  =  '^  (  J  —  /.-'  K  «n-«). 
0 

On  \oil  les  recdierclies  aux(|uelles  ces  Ihéorèines  ouxrcnl  la  xoie  et 
tjuc  je  me  réserve  de  [loursuivre  plus  lard  ;  je  me  borne  à  les  imli- 
quer  succinclemenl,  afin  de  montrer  rim|)ortance  des  fonctions 
cp(x)  et  y  {x).  \  oici  maintenant  comment  on  parvient  à  les  délinir 
par  des  équations  dillV'rentielles. 


Nous  remarquerons,  en  premier  lieu,  que  les  fonctions  '^{oc)  el 
'/(jc)  peuvent  être  réduites  l'une  à  l'autre  ;  leurs  expressions,  si 
l'on  j  remplace  le  multiplicateur  a'  par  sa  valeur,  étant,  en  edet, 


ll'lfi)!  .  /  Ttd) 

/  h 


on  en  déduit  lacilcment  les  relations  suivantes 

^(x,  0)  -h  iK')  —  y  (x,  (o), 
yjx,  oj  -+-  iK' )  =  o(x,  m), 


>7^  oti  vai;s  di;  ciiaiu-es  uEiiMirn. 

«lonL  nous  ferons  souvent  usage.  Celte  propriété  élaljlie,  nous 
rechercherons  le  développement,  suivant  les  puissances  croissantes 
lie  z.  de  y  r^K'-i-î),  qui  jouera  plus  tard  un  rôle  important,  et 
dont  nous  allons,  comme  on  va  \<»ir.  tirer  l'équation  ddl'érenlielle 
([ue  nous  avons  en  vue.  Pour  le  former,  je  partirai  de  réi;aiit<'- 

^    ,  U'(.T-^t'j)     0\V)      e'(oj) 

•'       ''^-   ■  H(ir  — w;  HO}  H(  w  ) 

d  où  1  on  déduit 

(-)'(W-+^£l  H'(£)  e'(M} 


Dr  log7_(/K'— £)  = 


t)  (  <o  -T-  £  I       H  (  £  )       e  (  (o  ) 


Cela  posé,  nous  auron?  d'ahord 

&'(M-hZ)  _  &'(t'j)  _  ^  B'(m)  _  j^  ^,  9'(co) 

t)(tO-i-£j  «(OJJ    "~   "■       "'H(lOj       '       1.2       "^   e(w) 

mais,  léquation  de  Jacobi 

e'(.r)        .1 


donnant  en  i;énéral 


De— ^—  =  1^  —  /.2sn?^ 


ce  développement  prend  cette  nouvelle  forme 

—  =  £  I  —  —  A-  sn-(o 


H  (  w  -^  a  j  e  (  to  )  \  k 


^  I >,„/.-  ?n-(.) ^  D,',  A2  sii-2( 

I  .  >  1  .  ■>. .  } 


.loii;noiis-v  le  résultai  (|u'on  tire  de  iécpiation  de  M.  A\  eierslrass 

H(£;  =  II  (o)e^Al(£),, 
en  prenant  la  dérivt'e  loi;aritliiiii(|iie  des  deux  membres, 

H')£)    _         J^^    Al'(£), 

H(£)   ~'k    '     Al(£),  ' 
et  nous  aurons 

--  Ar(£)i 

D=  log/(/K'-+-  £  )  =  —  t/,-  sn-(-) ^  L)(,)/'-  ?n-oj  — .  .  . S77TT~  ' 


..^     '" Al(£) 


SI  »  yi:i:ioi  i:s   vi'i'i.icATioNs  iii:s  i-onctions  ki.liptiouks.  vjy 

il  iiù  .   |i,ii'  Cl  iii-M'iiiiriit , 


(  /K'-f-  e)  = 


AS  Mi'fi»      — l>,., X'sii' »i>  — . 

e    - ^^ 

AI(E., 


x.iiis    (lu'il     suit     ItrMUii    (I  I  lit  l'iiil  II  1 1  •'    iiii     liKiciir    i'niist;inl    ilaiis    le 
-(•(•(iikI   iiiriiihrc,   |iiiis(|iic   If    iiirinii'i     Iniuedc   smi   (|r\  rli)|)|tciiifiil 

«•si   -,  Cl  lin  Mit-  il   le   liilll  diilili's  |;i  ii;i  I  lire   de  l;i  Iniicl  loil  y  (./').  Celle 

liiniiiilr  diiiiiic  le  rtsiiltal  i  IhicIk'  |>;ir  nu  calcul  lacile  ;  elle  uuiuti'e 

illl   t\\    |)Os;iMl 


Or   <)    c2 


/(  i\\  £  1  =    -^    —    "    l>ç   _     ■    0,ç2_    :  Q,ç3_. 


nu  iinia 

1  -r-  /  -^ 


iî   =  /.^ 


-  Sll-(o 


3       ' 

iii  =  /.-  su  (.»  (Il  (•)  (In  (1), 

, .      ,         -i-i /.- -H  /.'•  )     ,         7  —  -^ V». /. - -+-;/- 

£>.,  =  •>  /,  '  s|l  '  (.) su-  0) 


4"' 


l'^u  VOICI   une  piriii  icir  ;i|»[)licaln)U. 


VJ 


Considérons,  pour  la  déeouiposer  en  éléments  simples,  la  fonc- 
tion /i- sn-^y  (\r),  cpii  a  les  mulliplieateurs  de  y  (x)  el  ne  devient, 
infinie  quepour  .r  ^  /K'.  On  fle\  ra,  à  eeteflet,  euposant^  =  f  K.'+3, 
lormer  la  partie  principale  de  son  dé-veloppement  suivant  les  puis- 
sances croissantes  Av  $,  cpic  nous  obtenons  immédiatement  en 
multipliant  membre  à  mendjre  les  deux  égalités 

■/(iK'-^z)  =  l--  'os-..., 

£  ■>. 
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11  vient  ainsi 

A2snV/Iv'-i-£;/(jK'-!-s)=  ^^  -^  T^^d -*-/'')  —  :^\  7  +••• 

cl  Ton  en  conclut  la  forniiilc  suivante 

/v2sn2^/_(.r)  =   '  T)':.y(.T)-\-  T  -  (  i -;- /^  )  —  ;^ /.^  sn^  w     /  (.r  ). 

Elle  montre  que,  en  posant  i"  ===  y  (.r),  nous  obtenons  une  solution 
de  l'éqnation  linéaire  du  second  ordre 

—^  =  (  ■>.  k^  su 2 .r  —  I  —  k"-  —  />  •■!  sn'- 10  )  y. 
dx-  -^ 

qui  est  celle  de  Lamé  dans  le  cas  le  plus  simple  où  l'on  suppose 
/i  =  I ,  la  constante  /?  = — 1  — /,- -p^ /.  -  sn- (o  étant  quelconque, 
pnisque  w  est  arbitraire;  et,  comme  cette  équation  ne  cliange  pa> 
lorsqn'on  cbange  x  en — .r,  la  solution  obtenue  en  donne  une 
seconde,  jK  =  y  ( — .r),  d'où,  par  suite,    l'intégrale  com|)lète  sous 

la  forme 

r  =  C/.(^)^G'x(-.T). 

A  ce  résultat  il  est  nécessaire  de  joindre  ceux  qu'on  '»blienl  quand 
on  remj)lace  successivement  m  ])ar  m  -\-  /K',  w  -|-  K,  co  +  K  +  iK', 
ce  qui  conduit  aux  équations 

^  =  ('i  k'-  sn2 x  —  \  —  k"-  -^     — !—    \  V, 

-TT  =     2 k^-  sn^ar  —  I  —  k^- -\ -— —     r, 

dx-         \  (In^to    /-^ 

■^   =  (  2  /. 2  sn2  jT  —  I  —  /  2  -i-     — —       V 


dx'^        \  '       cn"-(o 


La  première,    d"a|)rès   régalil(-  y  (x,  co -!- tK')  ^ '^  (x,  w),  a  pour 


intégrale 


j^  =  Co(x)  -\-  C  o( —  x); 
et,  en  introduisant  ces  nouvelles  fonctions,  à  savoir 


iyj(x,  M)  =  y(x,  w  -+-  K), 

/  Oj  (  .r,  0)  )  —  o(x,  M  ^-  K  ), 
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lUMis  aurons,   sous   nur   loiint'   s)-iiil)lal)l('.    |ioiii-   hi  ^ccoikIc   *'|    1,i 

lioisirnie, 

^  =  Cy,,(x)-+-C'/.,(-.r), 

^  =  C  «[(J-  )-+-  C  »,(— .r). 

I.«.'S  ox|)ression■^  lie  'i,  (./■  I  «.'l  y ,  (j:)  s'ohlicmniil  inx'iiinjl  i"i  I  iinlr 
«les  Idiicllnii^  H,  (  j?)  ^  H  (j"+K),  IIi  (x  )  =  II  (^.r  +  K  »:  (III  Iniuvc 
iilIlM 

Il  '  t  i      .  Il  I  ifiH  ....  (  ■ 

I    (  O  I    H,(  3"  -r-  tO  )      -    u   .....  I'— 'KH- 

I ,  (  (i>  I  H  (  ./•  ) 


0|(a-,  tu)  = ! e     "i*"»'  «■*  ' 


Nous  allons  en  \nii-  un  prciiiicr  usai;e  dans  la  rccherclie  des  solu- 
iioiis  de  1  tMjuation  de  Lain»'  |>ar  des  fonctions  douhlcnicnt  pério- 
diques. 

Mi. 

Nous  supposons  à  cet  ellel  co  =  o  dans  les  équations  précc-dcntes, 

en  exceptant  toutefois  celle  où  se  trouve  le  terme  — —  qui  devien- 

'  su- eu    '■ 

drail  infini.  On  obtient  ainsi,  pour  la  constante  h,  les  délennina- 
lions  suivantes  : 

/t  =  —  I  —  />■-,  //  =  —  I ,  h  =  —  /.  -. 

Ce  sont  |)ré(Mséinent  les  quantités  (pTon  trouve  eu  a|)|)liqiianl  la 
inétiiode  de  Lamé  ;  et  en  même  lemjis  nous  tirons  des  valeurs  des 
fonctions  y  (x),  y,  (x),  'Sf  (x),  pour  lo  =  o,  les  solutions  auxquel- 
les conduit  son  analyse 

/7H(3-)  H,  (37)  ,7ie.(-r) 


ou,  plus  simplement,  puiscpion  peut  les  mulliplier  par  des  fadeurs 

constants, 

^  =  sna:,         j' =  cna",         y^^Anx. 

Mais  nne  circonstance  se  présente  maintenant,  qui  demande  un 
<'xanien  attentif.  On  ne  |)eut  plus,  en  eflet,  déduire  de  ces  expres- 
sions d'autres  qui  en  soient  distinctes  par  le  changement  de  signe 
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de  la  variable,  el  11  faut,  par  suite,  employer  une  nouvelle  méthode 
pour  obtenir  Fintégrale  complète.  Représentons,  dans  ce  but,  la 
solution  générale  de  lune  quelconque  de  nos  trois  é-fpinlions,  en 
laissant  o)  indéterminé,  par  la  formule 

y  ^  G  F  (  x.  to  )  -f-  G'  F  ( —  .r ,  o)  ). 

Je  la  meltnii  dnbord  sous  celle  forme  étpilvalt'iite 

y  =  G  F  (  a^,  co  )  -H  G'  F  (  a-,  —  w  )  ; 

puis,  en  développant  suivant  les  |)uissances  croissantes  de  (o,  je 
ferai 

F  (a-,  co  )  =  Foi'.r)  -h  w  F]  (.r  )  -{-  w-  F.2(:r)  -f- . .  . , 

ce  qui  permettra  d'écrire 

^  =  (C  +  G')  For:r)  +  to(G  -  G')  F,(;r) -+- to^G-f- G')  F,(a7)  ^. . ., 

ou  encore 

y  =  Gu  Fo(cc)-{-  G,  F,(.r)-hojGoF,(.r)-^..., 

en  posant,  d'après  la  méthode  de  d   Vlembert, 

Go  =  G -4- G',  Gi=w(G  — G'). 

Si  l'on  suppose  maintenant  o)  =  o,  on  par\  ieut  à  la  formule 

j^=GoFo(a')^G,  F,(>-), 

qu'il  faudra  applicpier  en  faisant  successivement 

F(j!:,to)  =  y(x),         l'(:r,to)  =  yi{x}.         F(:r,  w)  =  o, (a?) ; 

mais  le  calcul  sera  plus  simple  si  Ion  prend 

B '1(1)1 

F(.r,  w j  =   — ! — ; e     ".'wi    , 


SI  II  (,»ii;i.yr»:s  applications  m  ■>  i nxcnoxs  i;i.i.ii'iiQri:s.  9S3 

«es    (jUilIlllIi-s    lif    illIlt'-IMIll     i|i>     |ii<(ii|iMilr>    (jiif    |i.i|-    i\i'-    r.iclcilis 
I  uiislaiil.s.  (  )l)Sfr\  .ml  iIihk    (imc.  iKiiir  <•)  i=i^  o,  un  a 


D, 


e'(..»)  _   J 


H,M.,  I  _    j 


/.'.       n, 


ir,(bj)  _  J 

H 1  (  tu  ;  ~  K 


I, 


MOUS  ohloiions  imiiu'-dliiltiiKiil  le-.  \iil«Mii  >  <|iic  inciuicnl  Imi-.  <I<'ri- 
\  ('('S  |)ar  rappoil  .1  '•),  •l.iii-'  <  d  tf  li  \  pollirse  de  (>>  =  o 


l ,(  .r)  = .7-, 

11,(0:)        (J       /r-K)  Uiix 
l',(.r)=: 


H(  J") 


K  H(  a;) 


a'. 


!•'  1  (  .r  )  = 


H',(.ri         (  .1  —  K  iHi^r) 


H(.r; 


K  b  (,  X  ; 


.r. 


La  solution  i;('n«  r;ilc  de  ri'(|ualion  de  Lanu',  dans  les  cas  parli- 
tuli«'rs  (|iic  ni>ii-<  venons  de  considiMcr.  pciil  donc  se  i-eprésenlcr 
nar  les  formules  Miivantc>  : 


H'(x) 


-^  \    II  (.ri 

[II,../,        .!-/. 

[H,  (37)  K 


:  ^l 


I, 


A  =  — /.^ 


y  =:  C  dii.r  ~  c  (In,/-     — !— ^ 


I  —  /.  2  K 


37     , 


.1  —  K 


VIII. 


l  11  dernier  point  me  reste  à  traiter  avant  d'ahorder,  au  moyeu 
des  résultats  qui  viennent  d'être  obtenus,  le  problème  de  la  rota- 
lion  d'un  corps  autour  d'un  point  fixe,  dans  le  cas  oùil  n'y  a  point 
de  forces  accélératrices.  On  a  mi  (|ue  les  quantités  'f  (^),  '/(x), 
ç.,  (x),  y,  (x)  sont  les  produits  d'une  exponentielle  par  les  fonc- 
lions  périodiques 

H'(o)ei:r-4-co)        H'(OiHCr-f-w)         H'(o)  H,  (.r -h  co  )         H'(o)  II,  Cr -f- to  ) 
\\{o))e(x)      '  H  ((0  1  H  (.ri       '  II,  (oj)  (:)(  j-j      '  t),  (  oj  )  l-J(  .r  ; 

<l<''\eloppal)les  par  consétpient  en  séries  simples  de  sinus  et  cosinus 
de  multiples  entiers  de  -^-  Ces  séries  ont  été  données  pour  la  pre- 
mière fois  par  .lacobi,  à  roccasion  même  de  ses  recherches  sur  la 
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rolalion;  el,  comme  l'observe  l'illuslre  aiiLeur,  elles  sont  d'une 
Jurande  importance  dans  la  lh(''oriedes  fonctions  elliptiques,  .levais 
montrer  comment  on  peul  v  parvenir  an  moven  de  Tf'quation  sui- 
vante 

I        V(ûro-^  cr)  dx  -i-   /  V  (  .ry  -h  x  K  h-  x )  dx 

F ( OTy  ^-  2 1  K' -f-  X )  dx  —  /  V ( Xq-t-  X)  dx  =  a  /- S , 


-X 


où,  les  (piatre  intc-grales  étant  reclilignes,  S  représente  la  somme 
des  résidus  de  la  fonction  F(:c)  qui  correspondent  aux  pôles  situés 
à  l'intérieur  du  rectangle  dont  les  sommets  ont  pour  affixes  les 
quantités  j^o,  -^o  +  aK,  .r„  +  2  K  +  2/R',  .r^  -j-  2/Iv'.  Supposons  A 
cet  effet  qu'on  ail 

.     Y{x  —     ■).\k)  =  \x  V{x), 
F(a:-i-->,jK')  =  xxY{x)\ 

on  obtiendra  la  relation 

( I  —  ;jl' )  /        V  {X(i^  x)  dx  —  (  I  —  a  I   /  F (\r(, -h  x )  dx  =  o  i r  S, 

•^  0  '0 

et,  si  Ton  admet  en  outre  que  le  midtiplicateur  a  soit  égal  à  l'unité, 
on  en  conclura  le  résultat  sui\anl: 

I        V  (  .ro  -t-  X  }  dx  =  ;  • 

J,  '  -  :-^ 

Cela  j)osé,  soit,  en  désignant  par  n  un  nombre  entier  quelconque, 

H,  ,         ,.  ■                                /Tl/ir 
,.,      ,  (  0  )  (-)  (  .r  —  W  ) r— 

V  ix)  = C         ^     : 

on  aura 

/TV 

[a  =  I ,  yx  =c      ^ 

et,  en  prenant  la  constante  x^  dans  des  limites  telles  que  le  pôle 
unique  de  F(j:;)  qui  est  à  l'intérieur  du  rectangle  soit  .r  = /K'. 
nous  obtiendrons  pour  le  résidu  correspondant,  et  par  conséquent 

pour  S,  la  valeur 

'  ''  •  •-, 

— -  l'i)  +  21/  h  I 


S  =  e 


■l  K 
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De  là  rt'Siilli-,  jmiir  I  inlt'-gralc  (Itlim»',  I  expression  sui\anle, 


•  -  **  •  *  K 


/         l'  i .'  0   •-  ■'  '  ff''  = 


'        '  '  K 


«■t  l'un  \oil  (pi  en  |ii)Sdiit  I  ('-(iiialKni 


/ ~ « i  I „—  I . 


Il  I  <IJ  )  H(  J-y-f-  X  I  ^ 


L„  e 


on  en  (U'-duil  iininédialeniciit  l.i  (IcUiunnalioii  île  A,,.  Nous  avons, 
en  fUel, 

>  k  \„=  I        r  (  ./•„  -i-  .r  )  clx, 


cl,  par  cons('(piriii, 


sin  -^  (  «o  -T-  >  /i«  K'  ; 


Ija  conslanl<'  ./ <,  (pie  j  ai  inlrodiiilc  pour  plus  de  j.;énéralilé,  et 
aussi  pour  éviter  qu'un  pôle  de  F  (a?)  se  trouve  sur  le  contour 
dintégralion,  peut  maintenant  sans  difficulté  être  supposée  nulle. 
Nous  parvenons  ainsi  à  une  première  formule  de  développement 


K    \l  I  o  )  B( X  -+-  IV  )       v^  e    ** 


;  7t  n  .V 


T.  1 1  I  (O  I  W  (  J-  )  ^^      .  .,., 

SI  11  — r-  '  nj  -1-  -2/11  K   ) 
•2  h. 

(lonl  les  trois  autres  résullenl.  connue  on  va  le  voir.  Qu'on  cliange, 
en  effet,  (o  en  o)  -f-  f'K',  on  en  conclura  d'abord 


îK  H'(  o  )  H(  j- -i- oj  )    — TïT     \7                   « 
—  e      -  =  ^  

t:  W  (Cj  I  B  (  .r  ; 


k 


^i  n   ^—  [  CO  -r-  (  ■-'.  //   —  I  )  <  K'  ] 

puis  en  inulliplianl  les  deux  memhres  pai  1  exponenlielle.  et  posant 
/n=  2«  +  I , 


e    '^ 


■iK  W i  o )  U  ( X  -\-  oi }  _ -^ 

sin  — TT  (  o> -7- //iik  ) 
•ik 


■.>.!S6 
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iMe lions  ciilin,  dans  les  deux  loi'iniilcs  que  nous  venons  délahlir, 
(o+K  à  Kl  place  de  K.,  et  I  on  ohllendra  les  sui\anles,  (|ui  nous 
restaient  à  troiivei"  : 


■>.K  ll'(  (>  I  (-)|  (  .r  ^-  (>j  ) 
-  1 1 1  (  (o  )  t)  (  .r  ) 


I  71  ti   \- 


cos  — —  (  w  -+-  ■•_  liiK.'  ) 
■>.  K 


K  U  '  I  o  I  H ,  (  a"  -+-  (0  1  _  '^ 
■n  0,(to,)0(.ri        ~  jm^ 


2lv 


COS  — —  (  tu  -T-  mi  K'  ) 
.>.  K 


V^oici  à  leur  sujet  quelques  remarques. 


IX. 


Elles  sont  d'nne  forme  dillV'rente  de  celles  de  .lacobi  et  l'onpeul 
s'en  servir  utilement  dans  beaucoup  de  questions  que  je  ne  puis 
aborder  en  ce  moment.  .le  me  conlenterai,  sans  en  faire  l'étude, 
<.rindiquer  succinctement  comment  on  en  lue  les  sommes  des 
séries  suivantes 


où  fiz)  est  une  fonction  rationnelle  de  sin  '^  et  cos  '-^ ,  sans  partie 
•'  ^    ^  x  K  •>,  K  ' 

entière  et  assujettie  à  la  condition /(:;  -f-  5tK)  =  — -f{z).   Il  suflit. 

en  ellVl,  d'employer  la  déconq^ositionchî  cette  fonction  en  élémenls 

simples,   c  est-à-dire    en   termes    tels  cpie    1J.| -,  \ 


)OUI' 


■m  — —  {z-^  (M) 


obtenir  immédiatement  la  valeur  des  séries  proposées,  au  moyen  de 
ces  deux  expressions 


_,      (  71  «  r 


Xl>?, 


ID 


jj  'iK  H'(  o)  0(.r  —  (o) 


•>K  ir(o)nr.r-^  to) 


J'ajouterai  encore  qu'on  retrouve  les  résultais  de  Jacobi,  si  Ion 
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If  II  m  t  1rs  Ici  iiics  II  m  (•(iiit'-.|i(>Mi|(iii  ;i  (Ic-N  \  ;i  le  m  ^  i  le  I  iniiice  éf^ales 
ri  (If  Ni^iU's  ronlraircs.  Il  \iciil  .llll•^l.  m  cllcl.  en  (|i-<ii;ii:iiit  p. 11  m 
lia  iioiiibir  i|ii  i)ii  li'iM  -«iM'rrssiv  riiii'iit  |i.iii-  cl   itii|i:iir. 

i-Kini  i-iiii  111  ~.r  ll>T.l\\  TAU 

"iiT  mT"  ■* '^'•** — I      '""*     -  1: —  siii— - 


—  («o  -i-  iniK'  )         -in  — ^  ioj  —  niiK'  )  <iii  — —  <  »•)  -;-  ini\\  )  *in  — —  i  <o  —  ////  K'  > 
K                                       '  K  *  K  '  l\ 

/il  T.  r         /iir:iK'         —eu 

•>.  <m       .       SIM p — cos  — — 

•'.  K                >.  K              V.  K 
—  / 

si  11  —7-  (  (•>  ---  ////k'  I  -in  -4-  (tu  —  ////  K  i 
•>.  K  ■>  K 

«•miiNnons   «Misiiitc   li"^  é(Hi;ilifms   ilii    |);ir;ii;i;i|)lif  35  des   l'ittithi- 

iiiriild.  (|iii  tlitiiiitiil 

/n-/ 1\  I  -^  7'" 

cos  jT —   = « 

•}.  K  ■'  \  7  '" 

.     ///  —  / 1\  .1     -  (/'" 

Sin  1": =  l  =i=r  > 

I  —    17'"  cos  ^    -r-  </■-'" 

sin  — i-  I  f'j  —  ///f  K'  )  jin  — —  1  '•'  —  ""  '^   )  =  : » 

V.  K  >.\\  i'/'" 

cl  iKHis  |)iu\  iciidiuus  à  ccllo  ii(ni\(_ll('  Idiiiic 

H ^       cos 


Il  -^  (  OJ  -r-  />«' K'  )  sin  -^  I  (»  —  /»f  K' j  1  —  •>,  7'"  l'OS  -^j-r r-  7-'" 

77  OJ 

4  \  y"'(  I  —  7'")  cos— 57 
sin  — -— . 

770i  „  VI  K 

I  —  9.7'"  COS  — ■-  72"» 

'  K         ■' 

C'est   celle   fju'on  voil  dans  la   lettre  adiessée  à   rAcadémie  des 
Sciences  et  publiée  dans  les  Comptes  lendus  du  3o  juillet   1849; 

car,  en  introduisant  la  constante  w=  —  ,  on  jieut  écrire 


.      77(0  7-      —  7       - 

Sin— 7T    = r —  ) 

■2  K  11 

-Il  Il 

-(M         q-    -+-  7     - 

co?  —   ' 


J.K  2 
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et 

I  —  ?.  q>"  cos  -^  -f-  cj-'"  =  (I  —  (j"'^i>  )  f  1  —  q"^-''). 

IMais  une  faute  crimpression,  reproduite  dans  les  OEuvres  com- 
plètes, l.  Il,  p.  1  p,  et  dans  le  Journal  de  d'elle,  t.  XXXIX, 
p.  297,  s'est  glissée  dans  ces  formules.  Les  équations  (3),  (4),  (0), 
(6)  renferment  en  ellel  les  quantités 

\/q{\-'r-q),     \/'7^i  i-H</*j,      •••        et        v/^d  — </),      v/*/'^ <•  —  '?'' ':      •••' 

qui  doivent  être  remplacées  par 

>Jq{\-^q),     sJq'Hy-^  q^\      ...  et  \Jq\\  —  q\,     \/  q-^^y  —  q^  },      

On  peut  d'ailleurs  parvenir  par  d'autres  métliodes  à  ces  résultats 
importants.  M.  Somodles  obtient  en  décomposant  la  quantité 

(l  —  q  K^  z)  (l  —  q'^vz)  {\  —  q'^i-  Z).  .  .{\  —  ^f-'^^'  )  d  —  '/^t'    '  i    '  )  (  I  —  q-' v-^  z-'^  ) .  . 
(^  —  I)  (  I  —  q-Z){i^  q*  z).  .  .{i  —  q'^z-^  ){  1  —  q*  z-^  ) .  .  . 

en  fractions  simples 

Aq     ^"^        A„,        _   -^       B,„ 

Z  —  \         mmd\  —  q-^'»Z        ^UZ  —  q-^'"' 

Le  P.  .loubert  ma  communiqué  la  remarque  qu'on  peut,  en  sui- 
vant la  même  marche,  partir  de  ces  expressions  finies 

z(  z  —  q^~l>\  (z  —  q"^-'').  .  .(3  —  q'^"-'^-'>){\  —  q^^'>  z  1  1  \  —  q^+'>z).  .  .(i—  q''-"-'^+'' z) 
[  z  —  q  )  {  z  —  q'-^  \.  .  A  z  —  q'-"^^  )  (  I  —  q  z  }  t  i  —  q^z).  .  .il  —  q'^"-*-^  z  1 

ziz  —  q"--''  H  Z  —  g'*-''  ).  ..[  z  —  q^-"-'>){i—q^--^''z){  i  —  q*+''z).  ..(i—  q'^"-+'>z) 
i  z  —  q  \  {  z  —  q''^  ).  .  .{  z  —  q-"-^^  )  {l  —  q  z)  {i  —  q-^  z  ) .  .  .{i  —  ^2''+i  ;;  )  ' 

et  faire  grandir  indéfiniment  le  nombre  //. 

Enfin,  et  en  dernier  lieu,  je  remarque  qu'au  moyen  de  la  for- 


mule 

/  1  —  'j. 


2  K  •     c 

21-S 


qui  a  été  le  point  de  départ  de  mon  procédé,  nous  pouvons  très 
simplement  démontrer  les  relations  établies  au  paragraphe  IV, 
page  22;: 

-'"  e(J"-T-  a)  0(,r  -+-  b)    , 

cfx  =  o. 


X 


ëHx) 
U{x^a)Hix  -+-  b) 


0 

2K 

t-i  (  ir  —1—  /7  1  M  (  o™  -4—  /)  1 

dx  =  O, 

0  '^H-'p) 
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où  II  Cl  h  (lôsignrnl,  ilaiis  la  |trfmi<ii'.  di-nx  racines  <le  ré(jiialioa 
ir(j:)=o,  cl  (l.ins  la  sccoinle,  deux  racines  lUi  IVkjualioii 
B'(x):=o.  Si  Ton  preiitl.  en  ellri.  siiccessivenienl 

*Ht  ->r-  a)  ii(r-4-f>) 
l  {  X }  =  


F(^,)  = 


H  (  j-  -4-  a  )  H  (  r  —  A  ) 

ë»Tjr~) 


un  a  nia  ;-«•  =  i  el  y.'  dillcranl  de  I  iimli'\  sauf  la  sii[)|)o>iliun  (|iic 
nous  excluons  de  h  =  — a.  On  oblient  d'ailleurs,  dans  le  premier 

ras, 

II,  „  ,  Il  ,  A)—  lli  h  I  U  ia)   rn 

^  = Wh^) v^, 

et,  dans  le  second, 

H  (  ^7  )  H'  (  A  )  -i-  H  (  /n  H'  (  rM      — 

"^  = Xv^. ^>  ' 

de  sorte  que,  sous  les  conditions  admises,  les  deux  valeurs  de  S 
s'évanouissent.  Cela  étant,  nous  [)Ou\ons.  dans  la  rplati(jn  ainsi 
démontrée, 

F(a'y-i-  x)  dx  =  o, 


/■ 


supposer  j^o  =  o  ;  car  l'intégrale  est  une  fonction  continue 
de  ./"o,  non  seulement  dans  le  voisinage  de  cette  valeur  particulière, 
mais  dans  l'intervalle  des  deux  parallèles  à  l'axe  des  abscisses, 
menées  à  la  même  distance  K'  au-dessus  et  au-dessous  de  cet  axe. 


X. 


Dans  la  théorie  de  la  rotation  d  un  (;orps  autour  d'un  point  fixe 
O,  le  mouvement  d'un  point  quelconque  du  solide  se  détermine 
en  rapportant  ce  point  aux  axes  principaux  d'inertie  Oj?',  Oy\  Oz\ 
iinmobdes  dans  le  coips,  mais  entraînés  par  lui,  et  dont  on  donne 
la  position  ik  un  instant  quelconque  par  rapport  à  des  axes  fixes 
Ox,  Oj',  O:?,  le  plan  des  xy  étant  le  plan  invariable  et  l'axe  O:;  la 
perpendiculaire  de  ce  plan.  Soient  donc  x^y^  z  les  coordonnées 
d'un  point  du  corps  par  rapport  aux  axes  fixes,  et  ^,  •/),  X^  les  coor- 
H.  —  m.  lo 
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données  par  rapport  aux  axes  mobiles  ;  ces  quantités  seront  liées 
par  les  relations 

a:  =  rt  ç  -I-  />  r,  +  r  V, 


et  la  question  consiste  à  obtenir  en  fonction  du  temps  les  neuf 
coefficients  «,  />,<",  ....  Jacobi  le  premier  en  a  donné  une  solution 
complète  et  définitive,  qui  offre  l'une  des  plus  belles  applications 
de  calcul  à  la  Mécanique  et  ouvre  en  même  temps  des  voies  nou- 
velles dans  la  tliéorie  des  fonctions  elliptiques.  C'est  à  l'étude  des 
résultats  si  importants  découverts  par  rimmortel  géomètre  que  je 
dois  les  recherches  exposées  dans  ce  travail,  et  tout  d'abord  Tinté- 
gration  de  l'équation  de  Lamé,  dans  le  cas  dont  je  viens  de  m'oc- 
cuper,  où  l'on  suppose  /?  =  i  ;  on  va  voir  en  effet  comment  la 
théorie  de  la  rotation,  lorsc(u'il  n'y  a  point  de  force  accélératrice, 
se  trouve  étroitement  liée  à  cette  équation. 

Pour  cela  je  partirai  des  relations  suivantes,   données  dans  le 
Tome  II  du  Traité  de  Mécanique  de  Poisson,  page  i35  : 

cl  a  dd  ,  da"  , 

——  =^  0/-  —  cr/,  ——  =  6   r  —  c  q ,  — ;—  =^  h    r  —  c   q, 

dt  ^  dt  ^  dt  ^ 

dh  db'  ,  ,  db" 

—r-=cp  —  ar,  — ,-  =  en  —  a  r,  —r-  ^=  c  n  —  a   r, 

dt  '  d(  '  '  dt  ^ 

de  de'  ,  de"  „  „ 

^,=aq-bp.  —^aq-bp,  ~  =  a  q  -  b  p, 

dans  lesquelles  p,  q,  r  sont  les  composantes  rectangulaires  de  la 
vitesse  de  rotation,  par  rapport  aux  mobiles  Oj:\  Oj',  O z' .  Cela 
étant,  des  conditions  connues 

f/  0    7"  W 

p  =^  -xa  ,  q  =  iù  ,  /■  =  Y '^  5 

où  a,  [i,  Y  sont  des  constantes,  on  tire  immédiatement  les  équa- 
tions 

dont  une  première  intégrale  algébrique  est  donnée  par  l'égalité 

a"i^b"-^+c"-^  =  i, 
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Cl  une  sccuiulc  inlt-gralc  par  (.ellc-ci  : 

0  étant  une  constante  arbitraire.  Ces  (|iiarillt»''s  a,  [j,  v,  o  sont  liées 
aux  constantes  A.  I>,  C.  //.  /  «lu  Mémoire  île  Jacolji  par  les  rela- 
tions 


7.  = 


A'  ^=B'  "^=C'  '-/' 


elles  sont  donc  du  signe  de  /  (pii  peut  être  [)Ositil'ou  négatif,  comme 
représentant  le  moment  ilimpulsion  dans  le  plan  invariable.  Dans 
ces  deux  cas,  '^  sera  compris  entre  a  et  y,  puisqu'on  suppose  H 
coujpris  entre  A  et  C  ;  mais  j'admettrai,  pour  fixer  les  idées,  que  / 
soit  positif.  On  voit  de  plus  que,  ô  étant  une  moyenne  entre  a,  [3,  y, 
peut  être  plus  grand  ou  plus  petit  que  ^  :  la  première  hypothèse 
donne  BA  >• /-,  et  Jacobi  suppose  alors  A  >»  B>C;  dans  la 
seconde,  on  a  BA  <;  /^,  avec  A  <;B<^G;  ces  conditions  prendront, 
avec  nos  constantes,  la  forme  suivante  : 

M  )  a  <  Ji  <  0  <  V, 

(II)  a>P>5>Y, 

et  nous  allons  immédiatement  en  faire  usage  en  recherchant  les 
expressions  des  coefficients  a" ^  //',  c",  par  des  fonctions  ellip- 
tiques du  temps. 

XI. 

J'observe,  en  premier  lieu,  qu'on  obtient,  si  l'on  exprime  a"  et 
c"  au  moyen  de  b" ^  les  valeurs 

(v  — a;a"2  =  Y  — '^  —  'Y  —  P)^"S         (Y  —  x;c"2=  o  —  a  —  (p  —  a  )(^"2. 

Posons  maintenant 


a'2  =  ^ V^  b"i  =  ^ i  U2,  c"2  = WS 

V  -  ^  Y  -  [i  Y  -  « 


pu 


is 


^,^^f?-a,rY-o 


(j  ,  > 


(5-a;(Y-[i; 
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il  viendra  plus  simplement 

V2=I  —  112,  \V2=|  —  A2U2. 


Introduisons,  en  oulre,  la  quanlilé  n-  =  (o  —  a)  (y —  [i)  ;  Féqua- 
'di 


lion  -T-=  (a  —  y)  c" a"  prend  celle  forme  : 


— r-  =  /?  \  \\  . 
dt 

el  l  on  en  conclut,  en  désignant  par  ^„  une  constante  arbitraire, 

U  =  $n[n(J  —  t^),  k],        \  =  cn[/(f  /  — /o).  />],        Vs'  =  ân[n(t  —  to),  A]. 

J'ajoute  que  les  quantités  j-^ -' ,  ^^ >  -^^ — ->  (ù  —  a  )  (y  —  [i  ) 

sont  toutes  positives  el  cjue  /•-  est  positif  et  moindre  cjue  lunité, 
sous  les  conditions  (1)  et  (II).  A  l'égard  du  module  il  suffil  en  effet 
de  remarquer  que  Tidenlité 

(o-a)(Y-^;  =  (Y-a)(r:_p)-i-(_3-a}(Y-5) 

donne 

de  sorte  que  A-  et  A'-,  étant  évidemment  positifs,  sont  par  cela 
même  tous  deux  inférieurs  à  l'unilé.  Ce  point  établi,  désignous  par 
£,  s',  s"  des  facteurs  égaux  à  ±  i  ;  en  convenant  de  prendre  doré- 
navant les  racines  carrées  avec  le  signe  -f-,  nous  pourrons  écrire 


«-Vt^v,    .-.■/H^ii.    .-.^4E 


Tf 

-  W, 

a 


et  la  substitution  dans  les  équations 

^'=(V-?)i-o-,  §  =  (,_,).-<.■,  ^=,f_,,,.,.. 

donnera  les  conclusions  suivantes.  Admettons  d'abord  les  condi- 
tions (1)  :  les  trois  différences  [i—  y,  y.  —  y,  y.  —  [i  seront  négatives, 
et  Ton  trouvera 

mais  sous  les  conditions  (II),  ces  mêmes  quantités  étant  positives, 
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Mi)ii>  iiiiroiis 

6    -     -     t  -     -     -1  -      "i*     î 

ainsi,  en  faisant,  axcc  .lacohi,  £  =  —  i,  s' :=:-{-  i ,  on  \nit  qu'il 
faudra  prendre  î "  =:  -j-  i  dans  le  premier  cas  et  la  valeur  contraire 
i"  ■■=■  —  I  ilans  le  secontl.  Cela  posé,  et  en  convenant  toujours  que 
les  racines  carrées  soient  positive^,  p;  ili«.  (pi  on  peut  déterminer 
un  arj^iimenl  (■)  par  les  deux  coii(lilioii> 


«nto  =  l/ï ^,  diuu  =  l/ï ? 


d  où  nous  tuons 

fhuo  ^     /y  —  0  . 
en  tu       V    Y  —  ^' 


T-!i' 


ces  quantités  satisfont  en  efl'et  à  la  relation 

comme  on  le  vt-rilie  aisément.  Je  remarque,  en  outre,  que  cnoi  et 

diKo  étant  des  fonctions  paires,  on  peut  encore  à  volonté  disposer 

I       •           1            /-^                   sn-oj       a—  0  ^  .  , 

du  sijrne  de  w.  Ur,  ayant — -— = >  nous  iixerons  ce  sifrne  de 

manière  CI  ut.',  sui\  an  lies  conditions  (lion  (II),  -r ?  qui  est  une  fonc- 

•     ,      I  .              /o  —  a          ,              / 'î  —  at    ivi  /    • 

lion  impaire,  soit  ei;al  a  4-  l/ ou  a  —  4  / iNous  éviterons. 

'  '  V     Y  —  ^  V    Y  —  * 

en  délinissant  la  constante  to  comme  on  vient  de  le  faire,  les  dou- 
bles signes  qui  figurent  dans  les  relations  de  Jacohi  ;  ainsi,  à  l'égard 
de  «",  b" ^  c",  on  aura,  dans  tous  les  cas,  les  formules  suivantes,  où 
je  fais  pour  abréger  a  =  n  (t  —  1^)  : 

cnif  ,       flntosn^<  ,,       sinodn?/. 

a  = >  o  =  j  c  =  — -. • 

cil  (O  ciico  i  cnoj 

Enfin  il  est  facile  de  voir  que  co  =  /u,  u  étant  réel  ;  de  la  formule 

cn(rj,  A)  =  7T-'  on  conclut,  en  elVet,  cn(u,  /.')  =  {/- ■'' , 

^  cil  (  'j,  A-  j  '  '         V    ■       /         y/    Y  —  a 

valeur  qui  est  dans  les  deux  cas  non  seulement  réelle,  mais 
moindre  que  l'unité. 
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XII. 

J'aborde  maintenant  la  détermi nation  des  six  coefficients  a,  6, 
c,  a',  b\  c  en  introduisant  les  quantités 

A  =  a  -i-  ia\  B  =  6  -^  ih\  Ç,  ^=  c  -\-  ic', 

et  partant  des  relations  suivantes: 

Aa"+Bè"-+-Cc"=o, 
z'A  — Bc"^  Cb"=  o, 

qu'il  est  facile  de  démontrer.  La  première  est  une  suite  des  éga- 
lités 

aa"+bb"-^cc"=o,  a' a" -^  b' b" ^  c' c"  =  o, 

et  la  seconde  résulte  de  celles-ci  : 

a  =  b' c" — c'b",  a'=b"c  —  c"b,  a"  =  bc' — cb',  .... 

Qu'on  prenne,  en  eflet,  les  valeurs  de  a  et  a,  on  en  déduira 

a  -^  ia'  =  ( b'  —  ib)c"  —  b" (c  —  ic), 

ce  qui  revient  bien  à  la  relation  énoncée.  Cela  posé,  je  fais  usage 
des  équations  de  Poisson  rappelées  plus  haut,  et  qui  donnent 

DtX=Br—Cg,  DfB  =  C/>  — A/-,  DtC  =  Xg  —  Bp, 

puis,  en  remplaçant yo,  rj,  r  par  aa",  |3^'',  yc", 

D^A  =  Bc"y  — C6"!3,  D,B  =  Ga"a  — Ac"y,  D,C  =  A  6"^— Baa. 

Mettons  maintenant  dans  la  première  les  expressions  de  B  et  C 
en  A,  qu'on  tire  de  nos  deux  relations,  à  savoir 

„        a  b  —  ic    .  ^        a  c  -^  ib    ^ 

B  =  — TT. A,  c  =  • — A  ; 

a  '^  —  I  a  - —  1 

on  obtiendra  aisément 

DfA  _  (y  —  pja'^^V  —  ii'ic'-^—  3//M 
A     ~  a"2— I 

OU  bien  encore 

D,  A  _  a"  \)t  Cl"  —iiy.  a"-  —  ^>  ) 
"Â"  "~  rt"^— I  ' 
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et,  par  un  miii|)Ic  clKin};t,'iuciiL  tlf  IcUrcs,  uu  ou  coiulut,  sans  nou- 
veau calcul, 

D<C  _  r'Dfc'-4-tÏY^'*— 5) 

(les  formules  seront  |ilu>  Muiplcs  si  l'on  fait 

A  =  a  t"*',  15  =  I)  (■'■?',  C  =  c  C'Y'  ; 

car  il  \  ienl  ainsi 


a                     a"^—\ 

n,b      //'r),A"^/([î 

-0) 

b     ~             b"''—i 

D,c  _  c'D,  (■"-¥-  i('; 

—  S) 

(lela    étant,    j'envisage  la   première,   et  pour   un    instant  je  pose 
a"'-  —  I  =  rt-,  ce  qui  donnera 

T)ta  _  iiD/i  -^  i(  'X  —  o  )        D/  u        .a  —  o 
a  tt-  a      '         a'^ 

On  en  conclut  ensuite,  en  difîérentiant, 

a  \    a    J   ~     a  \    u    /  a^  * 

D,a 


puis  encore,  par  réliminalion  de 


—  > 
a 


a  a  u*       ' 

mais,  comme  conséquence  de  l'équation  dilTérentielle, 

(D,a")2=  (y  -  ^)!6"2c"2=  [0  _  3  -(a  -  .3ja"2]  | -;  -  o  -  (y  -  a)a'2], 

on  a  la  suivante  : 

-^  (  D,  ar-  =  -  (ô  -  a;2_  ^ô  _  «^  (  o  _^  V  _  ■2-/)a2-  (  ^  _  a  j  (  y  -  a)aS 
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qui  peut  s'écrire 

=  — (o  —  a)2  — (S  —  a)(  3  +  Y  —  aa)  (i  +  an  —  (  3  —  x)  (y  —  a)  (aî  +  a*). 

Or  on  en  lire,  en  diflérentiant  et  di\isanl  ensuite  les  deux  mem- 
lires  par  i  ttD^rt, 

D;  Il  _  (o  — a)-i 
a  a* 

=  —  [(ô  —  a  )  (ji  -+-  Y  — '2a)  -H  ([î  —  a;(Y  —  o:)]  —  2(  i  —  a;(Y  — a)a--. 

JNous  avons  donc,  après  avoir  remplacé  rt-  par  a-  —  i , 

^=(,3-a)(Y-ô)-(ô-a)(Y-a)-2(,2-a)(Y-a)a"'-; 

c  est  le  résultat  que  j'avais  en  vue  d'obtenir. 


Xlll. 

Deux  voies  s'ouvrent  maintenant  pour  parvenir  aux  expressions 
de  A,  B,  C;  voici  d'abord  la  plus  élémentaire.  Revenant  aux  for- 
mules 

B  =  — -, A,  C=  — ^^ A, 

a  -  —  I  a  -  —  I 

je  remplace  a",  //',  c"  par  les  valeurs  obtenues  au  paragraphe  XI. 

page  293  : 

„  en  u  (Inwsiw/  „       ?n(-jiln?/ 

a  = i  b  =  j  c  =  — : -, 

cno)  eu  (JL)  i  cuo) 

et,   au  moyen  des  relations  relatives  à  l'addition   des  arguments, 
j'obtiens  ces  résultats  : 

a" b" —  ir"        sn  u  en  u  dn  (o  -;-  sn  (o  en  co  dn  u  en  (  ii  —  w) 

a"'  —  I  sn-  u  —  sn- oj  sn (  ?^  —  10  ) 

a" c" -i-  ih"        sn  it  en  to  (ln(o  -^  sn  oj  en  11  tin  u  1 


a  2  —  I  f  (sn-  u  —  sn-oj  )  i  sn  (  u  —  co  J 

de  sorte  que  nous  pouvons  écrire 


sn  ^  »  —  oj  )  f  sn  (  »  —  w  ) 
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t>i'l;»  piiM-,  j  (■ii\i>ai;t'  I  l'i [irc>>it»u 


H  ■—  i  a -— \ 


cl  je  fais  !«'  iiii'iiif  ciilciil,  iÉprrs  .ixuir  reni|)lac(' y —  |j  cl  a  —  o  par 
li'-i  \al«Miis  Mii\  aiilr>  : 

rn  w  ^  sri  oj  lin  (•> 


Y  —  3  =  lit )  a  —  0  =  //< 


su  f"j  ilii  10  en  oj 

(jii  nii  lue  l.icilt'Miciii  des  tMjiialioiis  posées  paj^e  ?-()•') 


/"  —  a                               /■'  —  2                            .     /o  -  -  X 
.•1110  =  4/-' ^.  (lnco=l/-J 7-,  siuo  =  t»/  ^ 


•l(le//  =  v  (^  —  ^O  IV — [^)-  I-''ex[)ressi(Mi  a  laipielle  nous  parve- 


uoii^  ainsi, 


1  >,  a  su  II  (Il  //  lin  11  —  su  to  CiKo  iIikd 

—  n :, ; , 

a  su-  Il  —  sii-oj 

nous  (dire  une  loucliou  duuhlcnieul  |)L'noJi([iic,  diiuL  les  périodes 
sont  2K,  2fK ',  et  (jui  a  deux  pôles,  u  =  m,  u  =  /K'.  Les  résidus 
correspondant  à  ces  pôles  étant  -f-  i  et  —  i ,  la  décomposition  en 
éléments  simples  donne  immédiatement 

sn  ?/ en // lin  ff -- sn  (»  rn  to  (In  (o        \\'{a  —  to  )        HV^/) 

•in- u  —  sn-to  \\{a  —  u»)         'ô{u)     ' 

et  la  constante  se  détermine  en  faisant,  par  exemple,  /^  =  o  ;  on 
oljlient  de  celte  manière 

,,         W (m)        cno)  lin  (o         W'f'o  ) 

(,  ^^  : 1 

U  (  co  ;  sn  oj  fc)(  to  j 

Nous    pouvons    donc    écrire,    apr('*s   avoir    piis    pour    variable 

r)„a  _  117//,  —  to)     H'r«)      fc>'(oj) 

a  H  (  a  —  to  ;  <à(  Il  }  fc)  (  to  ) 

f'I,  si  l'on  désigne  par  Ne''^  une  nouvelle  constante  à  laquelle  nous 
donnons  cette  forme,  parce  qu'elle  doit  être,  en  gf'néral,  supposée 


imaginaire,  on  aura 


^,     .    11(  //  —  (o  )    7: — 

^iii) 
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De  celle  formule  résullc  ensuile 

OU  |)lus  simplement,  en  mellant  v  —  a/^  au  lieu  de  v, 

el  l'on  en  conclul  immédialemenl 

s  n  (  M  —  0)  )  W  (  "  ) 

r  /  a      0'(M)  1 

G  =   . '- A  =  v//^  N  .'V    ^iziiîi)  ,1  «  "  ©(..,  J". 

i  sn(  «  —  oj)  j  c)(  «) 

Des  deux  indélerminées  Nelv  quifigurenl  dans  ces  expressions,  la 
dernière  seule  subsistera  comme  quanlilé  arbitraire;  N,  qui  est 
réel  et  positif,  se  détermine  comme  nous  allons  le  montrer. 


XIV. 


Je  fais  à  cet  effet,  pour  plus  de  simplicité,  dans  les  expressions 
précédentes, 

iot        e'((o) 


n        6{(ji) 


lA, 


en  observant  que  cette  quanlilé  A  est  réelle,  car  on  a  w  =  i\j,  ainsi 
que  nous  l'avons  fait  voir  (p.  29.3).  Cela  étant,  nous  pouvons  écrire 

A=V^^— ^^— j sn(«-w), 

B  =  v'  A:  N ■ en  (  «  —  to  ), 

e(u) 

et  je  remarque  tout  d'abord  que  ces  formules  permettent  de  véri- 
fier facilement  les  conditions  auxquelles  doivent  satisfaire  les  neuf 
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coollicieiits  II,  h,  c Kn  picmicr  lien,  nous  en  ili'diiisctiis 

cnto  H(«) 
:<  [ —  en  H  sn(«  —  io)-t-  diuo  sn  u  c.ndt  —  tu)  —  snu)  du  //  |. 
Or  on  ;i 

CM  //  sn  i  II  —  (o  )  —  <lii  (o  sn  u  cn(  Il  —  w)  -f-  su  w  dn  it  ^=  o, 

celte  équation  étant  Tune  des  relations  fondamentales  pour  l'ad- 
dition des  arjjunients  [J\cobi,  Œuvres  complètes,  t.  Il,  p.  iy.), 
«'•qualion  (  i6)],  et  nous  obtenons  ainsi 

aa-^  bb'-^  cc'=  o,  aa"-r-  b' b" -i- c  c"  =  o. 

Je  remanjue  ensuite  que  la  somme  des  carrés  A^  +  B^  -h  C-  s'éva- 
nouit comme  contenant  en  facteur  sn'^^u — (.))-rcn-(M  —  w) — i, 
ol  nous  en  concluons 

a*-+-  6^-+-  cî=  a'î-H  6'2-r-  c'2,  aa'-+-  bb'  -i- ce'  -■  o. 

Ayant  d'ailleurs 

,„„        ,,         /cn«\-       /druosni<\-       /sniodn«\2 
\cna)/         \      cnto      /         \      cnw      / 

I  —  sn*«        (i  —  />' sn-(o  (sn-«        (i  —  /.'^  sn^  ;<)  sn-oj 
cn^oi  cn-(>j  cn-(o 

les  six  relations  que  nous  avons  en  vue  serontcomplètement  vérifiées 
dès  que  N  sera  déterminé  de  manière  à  obtenir  rz-  -\-  //-  -j- c-  =  i  (  '  ). 

(  '  )  Les  équations 

i\=Bc  -Cb",     iB=Crt"-Ac".     iC=  Ab"—Ba", 

dont  la  première  a  été  employée  précédemment,  page  .m)'|,  et  qui  contiennent  les 

suivantes  ; 

a—b'c" — c' b" ,        b=c'a" — a'c",        c—a'b" — b' à' , 
a  =  b"  c  —  c"  b,         b' =  c"  a —  a"c,        c' =  a"  b — b"a, 

se  vérifient  aussi  de  la  manière  la  plus  facile.  Les  relations  auxquelles  elles 
conduisent,  à  savoir  : 

en  w  =  cil  wcn(  w  —  w)  +  dnoisn  u  sn{u  —  w), 

en  w  =  cnwcn(  a  —  w)—  dn  wsna  sn  (  f/  —  w  ), 

dnusna  =  cnusn  (  «  —  w)  -f-  sn  wdn  «  cn(  m  —  u  ), 

figurent,  en  effet,  dans  le  Tableau   donné  par  Jacobi  sous  les   n"'   9,    10     et  11. 
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Formons  pour  cela  les  carit-s  tles  modules  de  A,  B,  C;  en  remar- 
quant que,  par  le  changement  de  /  en  —  /,  co  se  change  en-to,  on 
trouve  immédiatement 

o--\-u     —i..y  fc)i(,<) 

.     ,    @(u-\-lo)lr>(u  —  M  )  _ 

d'où,  en  ajoutant  membre  à  membre, 

2  —  /.!^-  e2(„)  i 


l<"ormons  enfin  les  trois  produits 

{b-ib'){c-^ic),     {c-ic')ia-i-ia),     {a-la)(b+ib'); 

nous  trouverons 

(  6  —  /A'  )  (  f  H-  'C  )  =  — llj(<.))0-(") 

0,(o)H,(o)(-)f»+, 0)11  («-,..) 
(  c  —  îc  )  (  rt  4-  /a  )  = 


{a  —  ia'){b-hib')  = 


0(o)0,(o)II  (?<-t-  o))ll,f  ?/  —  w) 


H  ; ( w  )  0- (  ^o 

or  les  relations  élémentaires 

0  (0)II,(o)H,(;/4-w)  0  (»  —  (.))  =  -H(oj)0i(w)  II  (»)«!  (")  +  Hi(w)  0  (oj)  0(w)II,(«), 
0,  (o)  H,  (o)  0  (£f  +  (o)  H  (f<  — w)  =—  II(w)  0  (o))  Hj(m)  0,  (»)  +  11,(0))  0,(0))  0(i/)  H  (//), 
0  (o)  0,(o)H(?<.  +  o))Hj(f/  — 0))=      0(0))  0,(0))  II  (f/)  11,(^0+ H  (o))H,(o))0(M)0,(») 

conduisent  facilement  à  ces  égalités 

{b—  ib'){c-^  ic')  =  —  b" c" -+-  in", 
(  c  —  ic'  )  (n  -+-  t'a')  =  —  c"  a"  —  ib\ 
{a—  ia'){b  -h  ib' )  =  —  a" b" -+-  ic" ; 

d'où  Ton  tire  ce  nouveau  système  de  conditions  : 

bc  +  b'c  --  b"c"  =  o,         bc'  —  ci'  =  a". 
ca  -ir  c' a  -\-  c"  a"  =  o,         ca'  —  <7c'  =  //', 
ab  -i-  a'  b'  -h  a"  b"  =  o,         ab'  —  ba'  =  c". 
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Or  les  toniiiiics  élciin-nLiii'es 

sn*  ti  —  sn*<o 
sn(M  4- tu)  sn(«  —  to)  =  j-; :; ; — » 

en'//  -T-  cn'to 

CIK  //  -r-  '•)  )  Cni  //   —  (U  I   =  —  I  -f- 


1   /  -  Ml-  U  Sir-(U 

«loiinciil 

«n  (  //  -^  (o  )  sn  (  M  —  to  )  -+-  en  (  M  -i-  tij  )  en  (  «  —  w  )  -h  i  =  r- ; 

'  I  —  A-  sn*a  sn*u> 

on  a  (I  iiillt'iirs 

H*  (  G  ^  H  (  //  -^  to  )  6  (  //  —  (■>  I 


=  I  —  A-  snî»  sn^w 


nous  ol)tciion>  dune 

,  ».    H'-f  ro  )  en-oj 
I  =  A  ->  ■-' ; > 

e^-(o) 

et  j)ar  conscquenl,  a|)rès  une  r(''du(tion  facile, 

,.       e,(oi 

i\    — • 


il,(,w; 


On  en  conclut  les  résultais  de  Jacobi,  que  nous  gardons  sous  la 
forme  sul\ante  : 

HiCo)  H  (  //  —  (o  )  e''>'"+''' 

a  ■+-  la  — , 

U  1 1  OJ  j  W  (,  Il  ) 

H  ('o  )  M,i  //  —  w )?''•''+■'' 

b  -^  10  — , 

11 1  (  10  )  «  (  u  ) 

n,(o)  Hf»  —  oj  )  p' >■«+''' 

^n '/ ' 


c  -\-  ic 


et  il  ne  nous  reste  plus  qu'à  y  joindre  les  expressions  des  vitesses 
de  rotation  autour  des  axes  fixes  O^,  O  )',  Oz. 

Ces  quantités,  que  je  désignerai  par  t^,  v\  v'\  ont  pour  valeurs 


i'  ^  a  p  -h  l>  <y  -\-  c  r, 
»•'  =  a' p  -r-  l>'  q  -r-  c'  r, 

v"  =  a' p  -\-  b" q  -+-  c" r, 


ou  encore,  en  remplaçant/?,  //,  /•,  par  a  a",  ^ph'\  yc", 

V  =    acî'-x-^   bb"^^   ce"-;, 
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Cela  posé,  soit  p  +  r/  =  V;  nous  pouvons  écrire 

Y  =  Xa"oL-hBb"^-^Cc"'i, 

et,  si  nous  employons  de  nouveau  les  égalités 
on  obtiendra  la  formule 

V  —  T- •  A  . 


Or,  au  moyen  des  relations 


.    sn  w  dn  oj  „         .         en  w 

a  =  —  m >  Y  —  (3  =  in 


en  to  t        r  su  u)  dn  w 

et  des  valeurs  de  a",  6",  c",  il  vient 

(o  —  a)rt"-i-  {{•;  —  ^i)b"c"  .    snoj  en»  diiio  +  sn  ?/  en  w  dn  u 

-, ■ ■ =  —  "« 1 :; 

a^ — I  S'Unit  —  sn-oj 

.    d n(  u  —  oj ) 
=z—  m ; 

s  n  (  a  —  oj  ) 

l'expression  précédente  de  A  nous  donne  donc  immédiatement 


V  =  —  in 


H,(w)e(Mj 


Voici  maintenant  la  seconde  méthode  que  j'ai  annoncée  pour 
parvenir  à  la  détermination  des  quantités  A,  B,  G. 


XV. 


Je  reprends  l'équation  différentielle  du  second  ordre,  obtenue 
au  paragraphe  XII,  page  296,  à  savoir: 

D|  a  =  [r  p  -  a)  (y  -  ô  ,  _  (5  _  a)  (Y  -  a)  -  •2(  p  -  a)  (y  -  a)«"2]a, 

et  j'y  joins  les  deux  suivantes,  qui  s'en  tirent  par  un  cliangement 
de  lettres 

D,^b  =  [(Y-P)(a-ô)-(S-î3)(a-?:)-2(Y-P)(a-P)è"2]b, 
D?  e  =  [ra  -  Y)  (3  -  ô)  -  (5  -  Y)  (  ?  -  y;  -  ^(a  -  y)  (  ?  -  y)  c"^  c. 
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Cela  posé,  au  moven  des  expressions  tic  rz", //',  c",  m  loin  Ikmi  de //, 
et  de  ces  fonnnles  (|ii"()ii  i'i;il)lit  s;im>  |)<'inc, 

,.         .     /-sniociKo  „         ^         .       X'-SIK» 

o  —  3  =  //< ; ,         a  —  0  =  /« i — , 

(tno)  c'iKo  iliioj 

,  .  SIM'jdtl'O  CIK» 

a  —  -y  =  ///       >  Y  —  p  =  t/t -  » 

en  tu  '         '  sn  lo  nu  oj 

CIKO  (llUO  ^  (llHo 

V  —  a  =  t/i      >  Y  —  0  =  //J  . 


biiu)  '  su  (o  cri  (o 


nous  ohlenons,  |i.ii   nu  caN  iil  facile, 

-  a)Cv  — oj  — (o  — a)(Y  — a)  — a(ri  — alfy  — a)«"2=/ri|  v./.2s,ri,/_i_/.2+ A2  sir-^oj  ] 
-3;(a-o;  — (0  — [i)(a-3»  — -2(7  — 3)(a  — &)6"»=/jî|w.2sii2h  — I  — r-^A»-^r^' 

1/  r  ■  vii/\  r/  ^  (In-to 

-  ■;)(  ?  -  0  )  — (  0  -  y;(  fj  -  Y/-  ■?.(a  — Y  )(  3  -  Y)  c"2=  «-  [•->-  /v-sn-^"  -  i  -  /.'-!- 

Prenant  donc  pour  variable  indépendanlo  ii  au  lieu  de  t,  on  aiir 
I);;a  =  [■}.  k"- sn"- Il  —  \ -^  L'- ^  h-^  sn-^oj  |a, 


SIl'IO 


[ 


I  >;^  I.  =    2  A-2  sn»  f/  —  I  -  /  2  -^  A 


en-  oj 


■"•■-'""    ...    ..         ...      ...     j^^^       M), 


•w 


D;i  c  =  r?.  A 2  sn"-  a  —  i  —  /, -^  -f-       — ^    c, 

el  nous  nous  trouvons,  par  conséquent,  amenés  à  trois  des  quatre 
formes  canoniques  de  l'équation  de  I^amé,  qui  ont  été  considérées 
au  paragraphe  VI,  page  280.  La  solution  générale  de  ces  équations 
nous  donne  donc,  en  désignant  les  constantes  arbitraires  par  P, 
Q,  R,  P',  Q',  R', 


A'ifDl  A '1(1)1 


a  =  P^ --^ (-  P 


0'ii(i)i  (-)'|ifi)) 

l>  =  Q -f-  <  ♦  

HKi)!  '  H'KOI 

c  =  K : —  K 


et  l'on  en  conclut,  si  l'on  écrit,  pour  plus  de  simplicité,  P,  Q,  R, 
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...  ini  lieu  de  Pe'^'.,  Qe'i-^'.,  Ile'^u,  ..., 


H  (// 


M  I 


,1  " 


a       (-)'((i)i 


Wi<u) 


t)(/o 


-]  r/a      M'Kon 


'■?      B', 


«  W,|CO| 


o 


W(") 


t)  (  « 


La  détermination  des  six  constantes  qui  entrent  dans  ces  expres- 
sions se  fait  très  facilement^  coinnie  on  \a  le  voir. 

Je  remarque,  en  premier  lieu,  que  nous  pouvons  poser 

À    désignant   la    quantité    déjà    considérée    au    paragraphe    XIV, 
page  298.  On  a,  en  cfTet, 


fc>i((o)  t)(w) 

117  co)  0Ï(O) 


D„>  lo"  dn  oj  =  — 


cl  11  w 


cil  (0  dn  (.1) 
D,,>  logr  snco  =       » 


'W   '"^ë 


snoj 


elles  égalités  précédentes  sont  vérifiées  au  moyen  des  relations 


k-  sn  w  cnoj 


y.  —  '^  =  m 


diioj 


.     on  (0  dnio 

y.  =  m y 

su  OJ 


que  nous  avons  données  plus  haut.  Une  conséquence  importante 
découle   de   là  :    c'est   qu'en  changeant  u  en  ?/H-4K,   les  fonc- 

II  (  ?/  —  0)  )  e'">"      \\i(u  —  OJ  )  e^'"      0  (  K  —  10  )  e'>-«  ,    . 

-  se    reproduisent 


tions 


0 (  a )  (-)(  i()  e(u) 

mulli[)li(''es  par  le  même  facteur  e'"'\  tandis  que  les  quaaliu's 


[  i  ce         H'((i)i  "I 

<à{u)  '  0 (  i< j 

sont  afl'ectécs  des  facteurs 


^[3      «',.'.) 


"  t>i!W)_ 


T'Y      ir.Mri 
0(a  +  oj)    |--^i^|» 


(r){u) 


.2P 


''K'-^-'O,  e"'<^ï-^),  /"(?-0, 
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essentiellement   im-^Miix.  Or  on  a  nhienu,   pour-  If^  (jiiolients  —, 

C  . 

Y>   d^s   fondions    tionltlcnient   pt'riodifjm'S,    nr    cliangeanl    point 

(pian<i  on  met  //  ■-  jK  .m  lini  de  // :  il  liuil  donc  f(ne  les  faelenrs 
(pli  ninltiplienl  \.  11.  (î,  lors(pron  reniplare // par  w  +  4  ^^^  soient 
les  mêmes,  ce  (pii  exige  «pi  on  fasse  P' =  o,  ( )' =  o,  R' =r  o.  Ce 
point  établi,  j'ccris.  m  motliliaril  coin  enahlemcnl  lii  roniic  des 
constantes  I»,  (}.  W, 

H  I  »  —  (■>  )  r'>'' 

A  =  1   sn  (  «  —  oj  ) 

H(  Il  —  w  )«-'>•" 

IJ    —    U  CM  {  IC  —  (•>  ), 

et  j'emploie  la  condition  Art"  +  B//'4-Cc"  =  o,  qui  conduit  à  l'cga- 
lilc 

—  P  en  u  >u  i  II  —  (0  )  -r-  (^  tlii  (O  su  ii  en  { u  —  (u  )  —  ili  su  'i)  du  ii  =  o. 
<  )r,  en  faisant  //  =  o  et  ?/  =i  (o,  on  en  déduit 

lie  sorte  rpi'on  peut  pos<T 

-—  /—  \/7c  \  ^'■' 


ce  qui  nous  donne  les  expressions  de  Â.,  B,  G  obtenues  au  para- 
graphe XIV,  page  298.  Le  calcul  s'achève  donc  en  déterminant, 
ainsi  qu'on  l'a  fait  plus  haut,  la  valeur  du  facteur  N. 

XVI. 

Les  formules  que  nous  venons  d'établir  ont  été  le  sujet  des  tra- 
vaux de  plusieurs  géomètres;  M.  Somoff  en  a  donné  une  démons- 
tration dans  nn  Mémoire  du  Journal  de  Crelle  ('),  peu  dillerenle 
de  celle  de  Jacobi,  et  qui  repose  aussi  sur  l'emploi  des  trois  angles 

(  '  )  Démonstration   des  formules  de   M.   Jacobi  relatives  à  la    théorie   de 
la  rotation  d'un  corps  solide^  t.  XLII,  p.  (p. 

H.  —  m.  20 
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d'Euler.  M.  Brill,  dans  un  excellent  travail  intitulé  :  .S'«/  pro- 
blema  délia  rotazione  dei  corpi  [Annali  di  Matematica^ 
série  :i'\  t.  JII,  p.  33),  a  employé  le  premier  les  équations  diflé- 
rentielles  de  Poisson  et  les  cpiantités  a  -\-  ia\  h  +  ib\  c  -+-  ic'  dont 
j'ai  fait  usage,  mais  son  analyse  est  entièrement  difl'érente  de  la 
mienne.  C'est  à  un  autre  point  de  vue  que  s'est  placé  M.  Che- 
lini  (')  en  déduisant  pour  la  ])remière  fois  les  conséquences  ana- 
lytiques de  la  belle  théorie  de  Poinsot,  que  son  auteur  ni  personne 
n'avait  encore  données  d'une  manière  aussi  approfondie.  Je  men- 
tionnerai enfin  deux  récents  Mémoires  de  M.  Siacci,  professeur  à 
l'Université  de  Tui-in,  et  dont  l'auteur  a  bien  voulu,  dans  la  lettre 
suivante,  m'indiquer  les  points  les  plus  essentiels  : 

«  Turin,  a'i  décembre  1877. 

»  Poinsot,  à  la  fin  de  son  Mémoire  sur  la  rotation  des  corps, 
démontre  que  la  section  diamétrale  de  l'ellipsoïde  central,  déter- 
minée par  le  plan  parallèle  au  cou|)le  d'impulsion,  a  son  aire  cons- 
tante. Ce  théorème  a  été  le  j)oint  de  départ  d'un  Mémoire  (-) 
dont  les  résultats  se  i-attachent  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques 
aussi  bien  qu'à  la  théorie  de  la  rotation.  Je  me  suis  d'abord  pro- 
posé le  problème  de  déterminer  le  mouvement  des  axes  de  celte 
section  :  pour  abréger,  je  l'appellerai  section  invariable,  et  son 
plan,  plan  invariable.  Une  première  solution  du  problème  est 
suggérée  par  l'homotliétie  de  la  section  invariable  avec  l'indica- 
trice de  Dupin,  relative  à  l'extrémité  de  l'axe  instantané  (pôle). 
La  rotation  d'un  système  de  trois  axes  rectangulaires,  dont  les  pre- 
miers coïncident  avec  les  axes  de  la  section,  n'est  que  la  résultante 
de  deux  rotations,  l'une  due  au  mouvement  du  pôle  sur  la  ])oloïde, 
l'autre  due  au  mouvement  de  l'ellipsoïde.  Soient,  sur  ces  axes,  P,, 
P2,  P3  les  composantes  de  la  première  vitesse  angulaire;  /??,,  w?i, 
m-i  celles  de  la  seconde.  La  résultante  se  composera  de  Pi  +  /;/), 
P2  +  m^t  P3  +  'n^;  et,  comme  le  pôle  reste  sur  un  |)lan,  on  aura 

(i)  Pi-+-/»i=o,  P2-+-/«2  =  o,  V^x-h  m^=  d'^  :  dt, 


('  )  Deterniinazioiie  analitica  delta  rotazione  dei  corpi  liberi  secundo  i 
concette  dei  signor  Poinsot  {HJeniorie  dell'Accademia  dette  Scienze  detl'Jstitu- 
to  di  Bologna,  vol.  X  ). 

(')  Meniorie  delta  Società  italiana  délie  Scienze,  3"  série,  t.  III. 


SIR   gUELQlKS   AI'I'I.ICATIONS   DES    FONCTIONS    ELLIPTIOIE*.  îo; 

•ijHanl  l.i  lun-iuulr  ,r„ii  .1rs  axes  de  la  sertion.  Soieiil  v^Ti",  v^ôT, 
S'a,  les  «leIm■-a\e^  de  Irllipsoïde  (le  Iroisiriiic  est  ((.lui  qui  ne  se 
couclie  jamais  sur  le  plan  invariahie)  ;  ./ , .  ./,,  u.,  les  coordonnées 
du  pôle;  À,.  À..  À,  (À,  =o,  a,,  a^  sont  les  demi-axes  carrés  de  la 
section)  les  racines  de  ré(|ualioM 


(X).-^ 


«1  —  A  Cil—/.  «3 

On  aura 


-n^ I  =  o. 


(  A,  -  A,  M  A,—  A,-  ,  X,  -  X,.  \  mj   ^   m^.  J 

(/•,  .V,  s'  étant  trois  nombres  de  la  série  i,  2,  3).  Comme 
A,  Ao=const.  =  c-,  on  a  /«3  =  const.  C'est,  en  eflet,  la  dislance  du 
centre  O  au  plan  fixe  de  contact;  de  même />«,,/»,  sont  les  distances 
de  O  des  plans  lan-ents  aux  surfaces  (À,)  et  (A,).  Au  moyen  de 
ces  valeurs,  les  équations  (i).  (|iii  reviennent  en  substance  aux 
é(juations  d'Euler,  donnent  /  et  •}  en  fonction  de  :c  =  À,  +  1.,.  Eu 
posant  /  =  nt/  (n  expression  connue),  on  obtient 

^'^  -^^'A — d-. —  -^  — d^, — )  =  -.mu.,i.)-^n(u,iz)i 

et  1  ou  prendra  le  signe  supérieur  ou  inférieur,  suivant  (juem;;  > 

ou  <;  «2- 

Le  module  est 


U  =  i  f"'^''  "-  ~  ^'  ^  ^  '''  ~  ">  "i  ' 

V        «l(«2—  «sMC-—  «2«3/ 


et  7  et  -  sont  ainsi  donnés 

F 


F  étant  un  angle  aigu  négatif  ou  positif,  suivant  que  ml>cu  et  G 
un  angle  positif,  qui  sera<  ou>i-,  suivant  que  la  zone  entourée 
par  la  j)oloide  comprendra  deux  ombilics  ou  aucun  :  c'est,  en  efïet, 


3o8  OEIVHKS    DE    CHARLES    HERMITE. 

ce  qui  revient  aux  cas  de  G^^t:  ou  de  cr<K.'.  La  double  expression 


donne  X,  et  Aa-  L'élude  de  l'expression  (3)  démontre  que  le  mou- 
vement moyen  des  demi-axes  de  la  section  est  donné  par  le  terme 
multiplié  par  u,  et  l'inégalité  par  l'autre,  lorsque  (7  <  K';  lorsque 
cr>K',  le  mouvement  mojen  et  Tinégalité  sont  donnés  parles 
uiêmes  termes  en  y  changeant  c  en  cr  —  2K';  et  Ton  trouve  que, 
dans  le  second  cas,  le  mouvenient  moyen  coïncide  avec  celui  des 
projections  des  demi-axes  s^TT,  et  \/«2,  et  dans  le  premier  avec  celui 
des  projections  de  \/al  et  de  l'axe  instantané. 

»  On  peut  tirer  'h  de  l'expression  de  la  longitude  ([i.)  d'une  droite 
.   quelconque  OK,  dont  l'extrémité  a  i,,  ;.,  Ç3  pour  coordonnées.      M 
Je  trouve  ainsi  ■ 

•>  +  arc  tang  [(^^;^;zrr,  "^  T^^^T,  '^  a,-l,  )  '  \",-  X,  ""  «2-  >-.       ^^3-  >-i/ J 

et  je  donne  aussi  l'expression  développée  de  (a).  Comme  q,,  ç.,  ^3 
sont  fonctions  arbitraires  de  u,  on  voit  l'infinité  de  formes  qu'on 

peut  donner  à  l'expression  (2)  de 'i;.      ^  

,,   En  faisant  coïncider  OK  avec  s/ch,  s/TT,,  ^/ch  et  avec   l'axe 
instantané,  on  obtient  leurs  longitudes  [x,,  [x.,  [X;,,  [J.  et  l'on  a 


(  /.)  <l  =  II.,.—  nrc  toiiL;  — -  — 7-  =  [-^  —  '^''^  tang  — 

V  I  z  Y        i  '  ///     a,- —  A2  "'1 


»  Ces  quatre  expressions  de  -}  contiennent  les  principaux  théo- 
rèmes sur  la  transformation  et  sur  l'addition  des  paramètres  des 
intégrales  elliptiques  de  troisième  espèce,  mais  sous  une  forme 
nouvelle,  à  cause  des  termes  circulaires. 

»  Le  mouvement  des  projections  des  axes  du  corps  et  de  l'axe  ins- 
tantané a  été  déterminé  par  Jacobi  :  leurs  inégalités  sont  données] 
au  moyen  d'une  constante  «,  qui  se  trouve  liée  avec  nos  quantités, 
par  l'équation  (7  4- T=  2«;  mais  aux  expressions  des  mouvements j 
moyens  concourent  les  moments  d'inertie  du  corps.  Au  moyen  des 
quantités  cr  et  t,  elles  acquièrent,  comme  on  a  vu,  une  forme  plus 
homogène.   Si  nous  posons   ^--.  =  -ib,  les   constantes  du  pro-J 
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Mriiu'  a,,  fi2,  </:i,  m  t  so  traii>;r()riii<'iil  en  (/,  h,  f,  /. .    Mii>i  du  a 

Hf         sn  m  (Iii /(/ en /'A  aj         sn/V/ m /// diwT»  //^  sn /A  nn  f/>  iliw« 

r  srw/>  ilii //y  on /'/  r  su //>  en /'// <ln /'*  c  su /'<  cii /^/ «In  ^A 


m'  n 


(liiî/A  .7-5  sn^/V; 


— !■  =  r- .  — ^  =  rr  SI)'//,  _-j^  =_ __,in^,/: 

ai         cii*/6  M,         cn'/w  «s  (-ii-zw 

en  cli;ingeanl  ./•;  :  a,  en  //îj^r;.  :  a).,  on  clmugo  /*  en  r/. 

))  J'iijoulenii  .mx  résultais  do  mon  Mémoire  le  cosinus  de  direc- 
lion  des  axes  île  la  section  invariable  par  rajjporl  à  l'axe  instantané 
et  aux  axes  du  corps;  ils  sont 

nit  __    V  iliK  "  ■+-  I"  )  —  ^  (\n(it  —  ift) 


y/z/i  j  -f-  ///  i  y.i^W  t\u(u  —  i(i  )du{  a  —  ia) 

;«,  Y  «In  (  //  -4-  /V/  )  -!-  \  «1  11  (  /f  —  ia  ) 


V^///î  —  //tî  i  v/ X  V  <l  11  (  //  -)-  /'«  )  <l  II  (^  //  —  ia  ) 

r,  Y  sn  (//--/■// 1-+-\  su  (//  —  /V/)  //jj.r,  Y  sn(tt-h  ia)  —  \sn(a  — ia) 


-Xj  » cii/V/ V  \^'^'  "'  —  ^'^  •>./ cn/V/ \/XV/ 

r,  Von^//  — /V/i  — Xcni//  —  in)  m^x-i         _  Ycnju  +  in  i  —  \  en  (a  —  /<7^ 

~T~  ^^  —  ^ '  T~  —  ~^  '■ /- 

■A,  icwin^W'A  «ï  — A,  ■>.  n-n  la  \/\\'/^ 

rs         V  —  X  /»o.r:,    Y -+- X 

-X|  i  i  cil  in  ^'WA  "s  ~  '^2  -z  en  ta  v/^^  '^ 

OÙ 

X*  =  1  —  /. ■■'  sn2  /Vv  sii'- (  //  -I-  /a ),  Y^  =  i  —  /c^  sn2  /6  sn^ (  u  —  /V/  ), 

Z(  1  —  /.-î  sn2  ta  sn2 //  )  =  I , 
n  7.  sn  /T  sn  /'■: 


Les  doubles  signes  se  rapportent  aux  cas  de  /nij^Wo,  avec  la  con- 
vention (jue,  suivant  que  «  +  ^  >  ou  <;  K',  X,  Y,  ou  bien 
X  sn{u  —  ia),  Y  sn{ u -h  ia)  imaginaires  conjugués,  aient  leur 
partie  réelle  positive.  On  tire  ces  expressions  de  (4)-  T-a  substitu- 
tion directe  des  valeurs  œ,,  x-i-,  ^3;  /'?i,  wi^;  A,,  )v2,  donne  des  ex- 
pressions assez  simples,  mais  tout  à  fait  différentes,  et  leur  compa- 
raison donne  lieu  à  des  formules  remarquables.   » 

Les  résultats  dont  on  vient  de  voir  Tindication  succincte  sont 
les  premiers  qui  aient  été  ajoutés  aux  travaux  de  Jacobi  dans  la 
théorie  de  la  rotation;  mais  je  dois  signaler  encore,  en  raison  de 
rintérêt  que  j'y  attache,  un  point  non  mentionné  dans  le  résumé 
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précédent.  Remplaçons,  clans  le  plan  invariable,  les  axes  fixes  Ox, 
Oy  par  deux  autres  également  rectangulaires,  mais  mobiles,  Oxi^ 
Oyi,  dont  le  premier  soit  constamment  parallèle  à  la  direction  du 
rayon  vecteur  de  l'erpoloïde;  M.  Chelini  a  introduit,  en  suivant  la 
méthode  de  Poinsol,  les  angles  des  axes  d'inertie  avec  les  droites 
Oa?!,  Oyt,  Oz,  et  donné  ce  système  de  formules,  où  t  désigne  le 
rayon  vecteur  de  l'erpoloïde 

cos(  j-,  .r  )  = ,         cos  {  Yxx  )  ^=  ~ ■ ,        cos(;:i  ar  )  =  a  , 

cos^Xiy  )  =  — j         cosiy\y  )  = >         cos{zij  )  =  ù  , 

cos(a?i  -3  )  =  — )         cos(  Kl  z  )  = .         cos(^i  z  )  =  c  . 

d'est  le  passage  des  neuf  cosinns  de  M.  Chelini  à  ceux  de  Jacohi, 
qu'il  était  important  d'effectuer  pour  compléter  la  déduction  ana- 
lylicpie  de  la  théorie  de  Poinsot,  alors  même  que,  par  cette  voie, 
on  ne  dût  peut-être  pas  y  arriver  de  la  manière  la  plus  rapide.  Je 
renverrai,  sur  ce  point  essentiel,  aux  beaux  Mémoires  de  M.  Siacci, 
en  me  bornant  à  reniar(pier  les  relations  suivantes,  dans  lesquelles 
V,  =  v  —  iv', 

cos{ti  x')  +  i  cos(j^i  x' )  --  -  X\ i, 

cosixif)  ^  i  cos(jiy)  =  ~  BVi, 

cosl'a'i  c')-t- Jcos(jKi  -')  =  ~  GVi, 

et  j'y  ajouterai  quelques  formules  relatives  à  l'erpoloïde. 


XVII. 

Si  l'on  met,   au  lieu  de   c,  r,,  i!^,  dans  les   équations    du    para- 
graphe X,  page  290,  les  (juanlités  suivantes  : 


^1  =  ^?. 


=  /-o, 


où  y?,  q,  r  sont  les  composantes  de  la  vitesse  et  0  une  indétermi- 
née, on  aura)  pour  déterminer  la  position  de  l'axe  instantané  de 
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roUilion  par  rapport  aux  axes  fixes,  les  funnulcs 

T  =  {a  i»  -\-  b  ij  ->r-  c  /■)p  =  l'  p, 

y  =^  {a' p  -t-  b'  ({  -i-r'r)p  =  f'p, 

z  =  {a  p  ->r-  b" (f  ■+■  c' r)p  =  r'p, 

dont  la  ileriiii-re  est  simplement  z  ^  op.  Or,  rcrpoloide  étant  la 
trace  de  cet  axe  mohile  sur  le  plan  tangent  à  rellipsoïdc  central, 
z=io,  on  voit  (pi  il  siiflil  de  faire  o  =  i  pour  obtenir  les  coor- 
données de  celle  courbe,  exprimées  en  fonction  du* temps,  ou  de 
la  variable  //.  Nous  avons  ainsi  J7  =  r,  y  =  i'';  mais  ce  sont  plutôt 
les  quantités  x  -\-iy  cl  x  —  iy  (piil  convient  de  considérer,  et  je 
poserai  en  consé-ijuence 

.     ll'((i)H,( // —  n))e'<"*'*^-v) 
X  -^  ly  =  —  tn =  <ï>  (  «  ), 

X  —  ly  =^  m =  *i ( M ), 

ce  qui  permettra  d'employer  les  conditions  caractéristiques 

*  (  //  -H  A  K  )  =  ;x  *  (  «  )>  *  (  «  -H  2 1  K'  )  =  —  ;jl'  *  (  «  ), 

!  I 


OÙ  j'ai  fait 


fKM  , 

— 2Ak 


Elles  montrent,  en  effet,  que  les  produits  <I>(;^)<1»|  (m), 
D„<I>(«)D„ <!>,(«),  et  en  général  D"/$(m)D)^*,  («),  quels  que 
soient  m  et  /i,  sont  des  fonctions  doublement  périodiques,  ayant 
aK  et  liYsJ  pour  périodes.  En  particulier,  nous  envisagerons  l'ex- 
pression 

puis  les  coefficients  de  /  dans  les  suivantes 

D^  *(«)        ^i  (  «;  =  xx'  -h  yy'  -+-  i{  xy'  —  737'  ), 
Y)l^{u)D„'^,{u)  =  x'x"  +  y'y"^i{x'y-yx"), 

ces  fonctions  doublement  périodiques  donnant,  par  les  formules 
connues,  les  éléments  de  l'arc,  du  secteur  et  le  rayon  de  courbure. 
J'emploierai,   pour  les  obtenir,   la  formule  de  décomposition  en 
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c'icments  simples,  rappelée  au  cominencemenl  de  ce  travail  (§  I, 
p.  270),  el  dont  rapj)licalion  sera  facile,  4)(w)  et  <I>,  («)  ayant  pour 
pôle  unique  «  =  fK'.  N'ayant  ainsi  à  considérer  qu'un  seul  élé- 
ment simple,  ^    "  >  il  suffit  d'avoir  les  développements  suivant  les 

puissances  croissantes  de  s  de  <!>(/ R'  +  e)  el  <I>|  (/K'  +  s);  ils  s'oh- 
liennent  comme  on  va  voir. 

Je  remarque   d'abord  que,  au  moyen  de   la  fonction  ç,(.r,  to), 
définie  au  paragraphe  VI,  page  280,  on  peut  écrire 

'1>(m)  =  C  Oi(«,  — w)e",  <i»i(«)  =  Ci  cpi(j^,  to)  e      ", 

iZ  et  C,,  désignant  des  constantes.  C'est  ce  qu'on  voit  en  joignant 
aux  relations  précédemment  employées, 

•■)  -  il  ^  ^'^'-'^^ 

'  ~    ?l      '     tt(ioj 

la  suivante 

il 


^■p 

0', (  w)        ^Y    ,    H'(  (o) 

n 

0i(  to)  "~  /i     '     H(  w;  ' 

•  "N 

/  0 

H;((o) 

n         H ,  (  to  ) 

qui  résulte  de  la  condition  a —  o  =  in  — — —  (  ïî  -VV,  p.  Joo),  en 
la  mettant  sous  la  forme 

i'J.        l'i       ,.    ,  ir, (  w)        (->'(  w) 

=  lJ(n  loir  ciuo  =  — 

n  fi  H 1  (  oj  )         (-)  (  co  ) 

Cela  posé,  léqiialion  /'^,  (?/,  w  )  =  '/ («.  w  -i-  Iv  +  iK')  montre 
qu'on  a  le  développement  de  es,  (/'K' -h  :,  oj)  en  changeant  sim- 
plement 10  en  to  -f-  R  -H  ;  R'  dans  la  formule  de  la  page  279  : 

~  À  3  O 

et  il  vient  ainsi,  en  nous  bornant  aux  seuls  termes  nécessaires, 
.         ...,  ,        I         /    Â'-^  ■?Jr-  —  i\z        /.'2sn(orlnw  £'2 

lOiilK   -^t,    L0)= — ■ -    — 

£         \cn2co  3       /  -2.  cn*oi  3 

Désignons  par  S,,  pour  abréger,  la  série  du  second  membre,  et 
par  S  ce  qu'elle  devient  lorsqu'on  change  i  en  —  i,  c'est-à-dire  w 
on  —  (jj,  puisqu'on  a  w  =  r j  ;  on  aui^a  les  expressions 
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OÙ  R  et  II,  sont  deux  nouvelles  constantes,  dont  la  si};ni(iralion  se 
tiionlre  d'ellc-niènie.  11  e>l  clair,  en  elVel,  que  ees  (juanlilés  sont 
les  résidus  des  foiK  lions  <^(//)el  <!>,(//)  pour // = /K',  tic  sorte 
<|u'on  trouve  iniiu«''dialenienl  les  valeurs 

I  r.M      -  . ,  '  Tt(i>      .  ... 

— : y.  h   r-  /  V  T—  4  A  K  —  1  V 

R=— «e-'»  ,  R,  =  -t-»f     ="*  , 

et  par  suite  la  relation  KK,  =  —  n'-.  Voici  maintenant  les  applica- 
tions de  nos  formules. 

wni. 

Je  pars  des  i-quations   suivantes 

s'-^  —  s)s,, 


'    ' 


et  je  me  borne  à  la  partie  principale  des  développements  en  fai- 
sant, dans  les  deux  dernières,  abstraction  des  termes  réels;  le  cal- 
cul donne  pour  résultats 


no  O 


si  Ton  écrit,  pour  abréger, 


cn*w  '\  ' 

Q  = : H ;-  0/t-2(-.A-2—  I)  +  03  (>). 


(')  M.  Magnus  de  Sparre  a  signalé  (C  /f.,  t.  XCI\,  1S89,  p.  906)  l'oubli  du 
signe  —  devant  le  premier  lerme  de  la  quanliié  O.  Il  en  a  conclu  que  réquation 
déterminant  les  points  stationnaiies  pouvait  s'écrire 

,  5  —  a  Sv  -4-  a3  +  ay 


a   0  (  J5 Y  -4-  ya  -i-  a|i  )  —  2  afly 


et  a  retrouvé  le  lliéorème  démontré  antérieurement  par  Hess  dans  sa  ihèse  (Mu- 
Hich,  1880)  que  Terpoloïde  n'a  pas  de  points  stationnaires  réels  (Cf.  Hess,  Ueber 
die  Herpolodie,  Math.  Ann..  t.  WVII.  i8sG,  p.  465).  E.  P. 
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Remplaçant   donc  —  et  —  par  — D^-j :D'-,  on  obtiendra,  en 

désignant  par  C,  G,  C"  des  constantes, 

■^  B(«)      6       "  e{u) 

•^        -^  n         ^[11) 

Employons  enfin  la  relation  D„ —  =  tt  —  A-  sn-  u,  et  nous  par- 

^     -  (-)  (  u)        K  '  '■ 

viendrons,  en  modifiant  convenablement  les  constantes,  aux  ex- 
pressions suivantes, 

•^  \  cn-^(o/ 

xy'  —  yx'  =  G'  —  0  /î  A-  sn-  // , 

xv"  —  yx"  =  G"—  -  A-^  ?n2  a. 

Pour  déterminer  G,  C,  C",  je  supposerai  //  =  o  ;  il  suffira  ainsi  de 
connaître  les  valeurs  des  fonctions  *t>(u),  <I>,  {u)  et  de  leurs  pre- 
mières dérivées  quand  on  pose  u  =  o;  or  on  obtient,  par  un  calcul 
facile  dont  je  me  borne  à  donner  le  résultat, 

.    ^    ,     ,  .     dnco         ,  fltifo  .  n-/i2  cn'-(o -f- 32  fin'- (0   u- 

e-"^  (u)  =  —  i/i •  -h  [i «  -H  i  r- r-. .  ., 

en  Cl)  cnco  /i  en  (.0  dnco  ■>. 

■    ^   ,     ^  .    dnco        ^dnoj  .  /(-A- cn^co -i- £2  dn-co   u'^ 

e-^'^<i>i(u)  =-+-  in f-  S a  —  i r^ h. . .; 

cnco  cnco  ncncodnto  a 

on  en  conclut 

r       r.,dn2co  dn^co  «^-2  cn^co  +  3^  dn^co 

cn'-co  '    cn^co  '  n  cii-co 

Soient  donc  S  l'aire  d'un  secteur,  s  la  longueur  de  l'arc  et  R  le 
rayon  de  courbure  de  l'erpoloïde;  nous  aurons 
dn2( 


T-v        r.  /  r^     tl  n  2  CO  -,  \ 

D„  S  =  «  (  i  — 0  A-2  sn'î  u    , 

\     cn'-(jj  / 


(D„5)2=   S2^^   -i-    f«2_S2_   ^^   \yr.->sn2,i  —  »2A-4sn4;/, 


cn-'co        \  cn-co 


R  = 


f  ,     fln2co  /  ,  »,2//2\  ,.        ,      T'' 

n  Cn2  0J      £2  .    _^_      ,^2_  r:-2 A-2  Sn2  II  —  «2/,v  sn^  u 

L       cn2(o  \  cn-co'-/  J 


[i  (  /t2  A-i  cn''=  co  -H  32  d  n2  (U  ,  _  Q  /^2  f;n2  to  sn2  u 
Ces  formules  donnent  lieu  à  cjuelcpies  remarques. 
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Johserverai,  m  pimiit  r  Inn.  (|ii  mi  liir  df  hi  |ireiniL'ir.  cii  coini»- 
l;iiil  l'iiirc  il  [>;irlic  «le  /  --  /„  où  //  -^  o. 


S  =  «i 


ilii-(o 


u  —  fl 


cii-to 


.1             »'(u) 
Il  —  


il  (Ml   ii'siillt'  ((iir.   //  ilt'\ ('liant    //  4-->.  K,  l(^  secteur  s'accroit  <!<■  l-i 
((uanlité  conslanlc 

■}.  n    3  — —  K  —  0  J    , 
on,  sons  une  antie  forme, 


■>.\/- ?;[(-;-5)?K-(y-3)^J 


\/7 


If  (léinouirerai  ensuite  que  le  trinôme  en  sn  u  qui  se  pix-sente  dans 
r(-lémenl  de  Tare,  et  dont  les  racines  sont  réelles  et  de  signes  con- 

I     i-     /•  •        . 
traires,  a  sa  racine  positive  comprise  entre   i   et -y-  li,n  taisant,  en 

ellel,    sn«=i,  puis  siw/ =  y  >  nous   trouvons    pour    r<-snltats  les 


(|iiantitcs 

T. — T^ '       ô —  ' 

dont  la  j)remièreest  positive  et  la  seconde  ntîgative.  On  verra  sans 
|)eine  aussi  qu'en  introduisant  dn«  au  lieu  de  sn^^,  il  j)rend  la 
forme  suivante,  qui  est  assez  simple, 

''"'.^-Tï/"''  -  tT(='  -+-  !^  -  20)  -  oi'^]  dn'-M,  —  (y  —  ;?)  (5  -  aj  dn*». 

lùifin,  et  en  dernier  lieu,  je  remarquerai  que  les  constantes  qui 
entrent  dans  le  dénominateur  du  rajon  de  courbure  peuvent 
s'écrire  ainsi 

Q  =  o(pY^T^-+-'4)^2a;BY; 


fBC/jV.-^rnno-i-  S^(lnno)  _  [i^;  —  o  )  (  3a -^  r'Y  —  ^-<'i 


L_'  M 


en- (0 


^ 


(')• 


(')   .Nous   supprimons  ici   quelques    lignes   lel.'itives   à  la    formule  donnant   les 
points  stationnaires,  inexacte  comme  il  a  été  indiqué  dans  la  note  de  la  page  3i3. 

E.  P. 
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XIX. 

Après  l'erpoloïde,  je  considère  encore  la  courbe  sj)hérique  dé- 
crite par  un  point  déterminé  du  corps  pendant  la  relation,  et  dont 
les  équations  sont 

X  =^  a  ^  -f-  6  Tj  ^-  c  ^, 

z  =  a"t-^6"r,  +  c"^. 

Je  remarquerai  tout  d'abord  que  les  éléments  géométriques,  qui 
conservent  la  même  valeur  quand  on  passe  d'un  système  de  coor- 
données rectangulaires  à  un  autre  quelconque,  seront  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  du  temps.  Si  Ion  pose,  en  efl'et, 


D^'  X  —  a  ç„-H  6  r,„-H  c 

Y 

Dny  =  a:in^h'-r,„^C 

Y 

D"  -  =  «"ç«-i-  h"r,n-\-  c 

'  Y 

les  équations  de  Poisson  donnent  facilement 


Ç«+l  —  ^t  S"  '^  (J^.n  — 


/•  r. 


ni 


et  ces  relations  ])ermettent  d  exprimer  de  |)roche  en  proche,  pour 
toute  valeur  de  /?,  les  quantités  ^«,  rj„,  !Ç„  par  des  fonctions  ration- 
nelles et  entières  de  «",  h"  ,c".  On  trouvera,  en  particulier, 

î,  =  h'%  -  c"rni  -M  =  c"-;ï  -  aocZ,  r,  =  «"ar.  -  b"^l 

et,  par  conséquent,  en  désignant  par  s  l'arc  de  la  courbe,  nous  au- 
rons la  formule 


(D,.)^=iJ-^Y,i 


Y  => 
-Il   ■ 


On  obtient  ensuite,  pour  le  rayon  de  courbure  R  et  le  rayon  de 
torsion  B,.  les  expressions  suivantes 


(' ï  2  -1-  r  2  _U  ''2  |3  ,,2. 


u-  -+-  v-  -t-  »■"-  ' 


svn  <.>rKi.yi;i>   vi'ii.ications  dks  fonctions  kli.M'i  lyi  ••>. 
où  j  ;ii  hiil,   |iuiir  al)ri'|^cr, 


>  I 


A  = 


''il      ',r     ''.J 


:l  -sî  -s:» 


C'est  à  rt''l«''inent  tl«'  I  ;irc  que  )»'  iii'arrêlorii  i  un  iiinniciiL  aliii  di' 
tirer  qucNjiies  eons(''(jiiences  de  la  fonuc  aiial\li(|ii(^  rcinarqualilc 
(jiie  présente  la  (|iiaiitité  ç|  +  '^^-|-Î^p  Nous  a\oiis,  eu  cllct.  la 
relation 

qui  donne  laeileuicul 

et,  par  >uili',  cetle  déeompositiou  eu  facteurs  imaginaires  conju- 
gués, où  j'écris,  pour  altrt'ger,  p-  =:  ;'-  -\-r{-  H-^-, 

Or  les  \,i leurs  de  a",  6",  c",  à  savoir 


a  = 


V 


(Ml  U, 


b     = 


V 


ï-p 


-sn», 


c  = 


V^v 


lin  II, 


conduisent  à  l'expression  suivante 


r;i  — î^^^-^3•^.I  = 


V^^=' 


ï  -  r  ' 


"Y 


\ 


Ci  —  a 


—  a 


(■',^- 


<pl)  cil  II 

x;-)ii\  Il 

tp;  )  (In  II  ^ 


et  nous  allons  facilement  en  déduire  les  valeurs  particulières  des 
coordonnées  ^,  r,,  "C,,  pour  lesquelles  l'arc  de  la  courbe  spliérique, 
au  lieu  de  dépendre  d'une  transcendante  compliquée,  s'obtient 
sous  forme  finie  explicite.  Je  me  fonderai,  à  cet  eflet,  sur  cette 
remarque,  que  le  produit  de  deux  fonctions  linéaires 


n(iO  =  (^  <^""  +  J^  S""  "f"  C  (in  «)  (A'  cnM  -H  B'  snzf  4-  G'  tlHi/) 
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devient  le  carré  d'une  fonction  uniforme  si  Ton  a 
A  cet  effet,  j  observe  que  les  formules 

■2  su//  C  11  U  d  11  u 

sn  îti  = 
cn-.i  II  = 


1  - 

-A-' 

?n^ 

a 

■) 

1 

— 

■X  sn 

-"-a 

— 

A-2  su 

'  a 

1  — 

■  k^ 

s  II 

['*  u 

I 

■ik"- 

sn2 

u 

^k"- 

^n* 

u 

àniu  =  ,  ,       . 

I  —  A-  sii*a 

permettent  d'écrire 

A  en iu  -t-Yi  sn  2 «  -;-  C  ilii  ■! u 

A  -^  C  —  -if  A  -T-  CÂ'2  )  sn"-?/  —  (A  -i-  G)/i"-  sn^ff  -H  9.  B  sn  ?f  en  //  ànu 

I  —  k-  sn*u 

Cela  étant,  soit,  en  désignant  par  g  et  //  deux  constantes, 

A  -h  G  —  '2(  A  —  C/.-2  )  sn2  //  ^  (  A  -!-  G)  A-2  sn*  u 

T-  2  B  sn  //  c n  /f  d n  //  =  (g  sn  u  -^  Ii  en  u  an  ii)-^ 

on  verra  que  les  quatre  équations  résultant  de  l'identification  se 
réduisent  aux  trois  suivantes 

A4-G  =  /i2,  2(A-T-G/.--')  = //2(i  +  A--)  — .^'^  B  =  i'7/; 

or  l'élimination  de  g  et  h  conduit  immédiatement  à  la  condition 

A2/.'2-l-  B2_  G2/.-'2=  o. 

Soit  de  même  ensuite 

.,  r.,  ^,   ,  (,;?"' sn //-+-//' en // dn //)2 

A  en  2  /i  -;-  B   sn  2  //  -i-  G  du  2  /<  = , 

1  —  k-  sn*  u 

sous  la  condition  semblable 

A'2/c2^_  H'2— G'U'2  =  o; 


nous  en  conclurons,  pour  ^/n  (  2  ^^),  l'expression  suivante 
/- {  g  ^nu  -^  Il  en  /<  d  n  //  )  (  ^'  sn  //  -+-  h'  en  u  d  n  //  ) 

\/ll(2/i)  =  T^ — , 

ou,  en  développant, 

gg'  sn2/f  -h  ////'[  I  —  {  I  -H  A-2)  sn2  H  -I-  k-  sn*  //]-(-  (  g/i'  -+-  hsr')  sn//  en  //  du// 


\  —  k-  sn-*  /i 
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// 


<»ii  rn  (lédiiil  cii'^iiitc  fiHilemenl,  si  Ton  cliaii^r  u  en  — > 


=  « 


2 


•>.  /!!(  «  )  =  y-  ^^'("(In  M     -  ni  u  )  ■+-  (  fi'fi'  -+■  hg'  )  su  u  -r-  hh'  (  >\\\  u    •-  m  »  ). 

Voici   inaiiil<'ii;iMl    I  appliiMtioii  de    la   rciiian[ii»'  (|iic    iiou>    vriioas 
d'étahlir. 

XX. 

Revenant  à  rcx|)ression  précédemment  donnée  des  fadeurs  de 
(Df  .ç)-,  je  pose 

.  •<    1                                                11         1           //.,        Ca  —  -M  ^?~  ^^ 
et  1  observe  que,  au  moyen  de  la  valeur  A- -  =  —r, ■ ■ —,    nos 

J  1       '  -^  (^^_Y;  (a  — oj 

conditions  se  présentent  sous  la  forme  suivante 

ît  —  o  p  —  Cl  Y  —  0 


a  —  0  '  [i  —  0  Y  —  0 

Elles  donnent  immédiatement  çrjJ^  ==  o  ;  et  nous  poserons  en  con- 
séquence: 


7  —  0         a  —  0  /  \  jj  —  0         a  —  o 

Soit,  pour  abréger, 

a  =  (a-5)(Y-:i)(Y2-i-?ô-Y?), 
b  =  (3-o)(a-Y)(ao--Y^>-='ï), 


;  =  o, 

T.'  =    C, 

;^=b, 

Tj   =  O, 

r-=  a, 

Ï2=   c, 

:  =  o, 

r^-b, 

r;-=a. 
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au  moyen  de  ces  quantilés,  qu'on  verra  facilement  vérifier  les  rela 

lions 

aa2             bSî            cvî 
a  +  b  -1-  c  =  o,  ^  -+-  ,,  H ^  =  o, 

a  —  0         p  —  0        Y  —  ^ 

nous  obtenons  les  trois  systèmes  de  valeurs 

3" 

Maintenant  je   vais   démontrer  que,  de  ces  diverses  solutions,  la 
première  est  seule  réelle  et  répond  à  la  question  proposée. 

Pour  cela,  je  rappelle  que  les  constantes  a,  ,3,  y,  o  satisfont  aux 
conditions 

(I)  a<3<5<Y. 
ou  à  celles-ci 

(II)  a>3>a>Y. 

et  j'observe  qu'on  aura,  dans  les  deux  cas, 

(a-8)(Y-p)<o,  ,  3_r:;,a-Y)>o.  (y  -  o  j  (  [i  —  a)  >  o. 

J'ajoute  à  ces  résultats  les  suivants 

YO  -T-  ^0  —  y[^  >  o,  ao  -h  Y^  —  ^y  >  o.  3o  —  ao  —  [Ba  >  o, 

qui  donneront,  comme  on  voit, 

a  <  o,  b  >  o,  c  ^ o. 

On  peut  écrire,  en  efi'et, 

YS  +  lBÔ-ïP  =  i2-(5-?)Y, 
a  0  -+-  Y^  —  yx  =  ao  -f-  (  o  —  a  ;  y  , 
^0  -+-  ao  —  pa  =  ao  -t-  (  0  —  x  )  S, 

et,  dans  le  premier  système  de  conditions,  on  voit  ainsi  que  les 
premiers  membres  sont  tous  positifs.  Nous  ferons  ensuite,  en  pas- 
sant au  second  système, 

-.S  +  po-Y:3  =  Y5H-(o-Y):i, 
ao  -I-  Yo  —  2(Y  =  Y^  +  (  ^  —  T)  ^  ; 
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mais  CCS  lian>l(triiialions  faciles  iir  snllisciil  |tliis,  a  I  ('{^arcJ  <!»•  la 
lioisic'iiu."  cjuaiililc'  îio  -h  ao  —  ^a,  pour  rccuiiiiaîlre  (iiTelle  est  tou- 
jours positive  comme  les  autres.  Il  est  nécessaire,  en  ellet,  d'intro- 

(liiiic  nue  coiitlilioii  nnnvellc,  — !-«>-'  avant  son  oriirine  dans  la 

a        p        Y      ' 

dc'finilion  des  <|uantitt'S  -  >  ^>  -  »  qui  sont  proportionnelles  aux  mo- 

a     p    Y 

ments  principaux  dinerlie.  Nous  écrirons,  dans  ce  cas, 
p8*,ô-.3  =  «3ô[(i+i-^j-H(I-i)]. 

et  le  dernier  rc'-sullal  qui  nous  restait  à  établir  se  trouve  démontré, 
Les  valeurs  réelles  ainsi  obtenues  pour  les  coordonnées  ç,  •/!,  J^,  à 
savoir  ç  =  o,  Y,  =  y  b,  iC  =  y/c,  donnent,  en  prenant  les  radicaux 
avec  le  double  signe,  cjuatre  points  qui  décrivent  des  courbes  rec- 

lifiables,  (lu  |ilutot  deux  droites  remarquables:  çr=r  o,r,  ^  ±  \/t  ^, 

dont  tous  les  points  décrivent  pendant  la  rotation  du  corps  de  telles 
courbes.  Pour  former  l'expression  de  l'arc  5,  observons  que,  d'après 

léj^alité  a  +  b  -(-  c  =  o,  on  peut  écrire  /p  =  y/a,  ce  cjui  donne  les 
valeurs  suivantes  : 


On  a  ensuite 

A'  =  — A.         B'=B,         C'=C, 

et  nous  en  concluons 

(A  cnM  -f-  B  sn«  -f-  G  finît)  (  A'cn  ?<  -4-  B'  sn  u  -h  C  dn  u) 
=  {B  snu  -h  C  (\n  a)- —  A^  en- h. 

La  condition  A- Â'- +  B- — C'-k''-=:o  conduit  enfin  à  cette  nou- 
velle transformation 


(B  sn«-f-  C  dn  iiy  —  ,V- cn^  u 

k 


po  /■'2 fî2 

=  (Bsn«-f-  Cclnu)2 '^^-^^rrr, i  dn"^ a  —  k'^  ?,n^- u) 


=  (  C  A'  sn  a  -(-  —  dn  u 


et  il  vient,  en  définitive,  après  quelques  réductions,  pour  l'expres- 

H.   -    III.  21 
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sion  de  l'arc  de  la  courbe  sphérique, 


=       7  1 /l^  (  '-5  +  '^'-  -  :3:t  )  (0  -  a  )  ('[  -  S.)   /  /.  sn  u 


c/m 


-+-  [i  i  / -^^ ^  (  ao  +  yo  —  ay)  (  o  —  a  )  (  y  —  a }    /    dn  ;<  rff<, 

puis,  en  effectuant  les  intégrations, 


s  =       Y  {/lzZ~  (  !^'^  ^  ""'^  -  -'^'^  )  (5  —  S'  )  (7  —  ?  )  log(cln  u  —  k  en  a  ) 
+  p  t  /  -^^ (  ao  +  70  —  ay  ;  (  0  —  a  )  (  7  —  a  ;  am  //.. 

11  en  résulte  que,  u  devenant  u  -\-  i\¥^.  Tare  s'accroît  de  la  quantité 
constante 


■iT.i  i/ (  ao  -^  70  —  a7;  (0  —  aj  17 —  a  ). 


XXi. 

Je  terminerai  cette  étude  de  la  rotation  en  indiquant  encore  un 
point  de  vue  sous  lequel  on  peut  traiter  la  question  et  où  l'on 
évitera  le  défaut  de  symétrie  des  méthodes  précédemment  expo- 
sées, qui  donnent  d'abord  les  quantités  A,  B,  C  ;  puis,  par  un 
calcul  différent,  la  quantité  V,  en  séparant  ainsi  des  expressions 
composées  de  la  même  manière  avec  les  quatre  fonctions  fonda- 
mentales de  Jacobi.  Des  transformations  algébriques  faciles  des 
équations  de  la  rotation,  lorsqu'on  suppose  en  général  le  corps 
sollicité  par  des  forces  quelconques,  permettent,  en  effet,  d'asso- 
cier les  composantes  de  la  vitesse  aux  neuf  cosinus  ;  elles  seront  le 
point  de  départ  du  nouveau  procédé  que  je  vais  donner  pour  le  cas 
où  il  n'y  a  point  de  forces  accélératrices.  Avant  de  les  exposer,  je 
rappelle  d'abord  les  équations  d'Euler 

aD^/D  =  (1j  —  c)^/-  -H  P, 
hY)tq  =  (c  —  di)rp  -H  Q, 
c  D/  /•  =  (  a  —  b  )  pq  -1-  R , 

où   les   moments  d'inertie   sont  désignés   par  a.   b,   c  et  celles  de 
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Poisson,  (Joui  j  aï  déjà  fait  usage, 

n,  a"  ^  h"  r  -  c"  fj, 
D,b"^  r"i,  —  a"r, 
\)tc"^a"q  —  b"p, 
puis 

D,A   rr.    15/—    Cr/, 

D,B  =  Cp  —  \r, 
D,C  =  A  Y  — B/>. 

Cela  élanl,  soit,  comme  précédemment, 

V  =1  a  p  -\-  b  ry  -4-  c  /', 
v  ^  a'  p  -V-  b'  q  -\-  c  r, 
v"=a"p-\-b"(j  -^c"r, 

V  =  A  /?  +  B  Y  +  G  /•  ; 

en  écrivant,  pour  abréger, 

^=pX)^p^qD^q^rDtr  —  {a"p-^b"q^c"r){a"Y)tP^b"ï)tq+c''ï)tr), 

nous  aurons,  comme  conséquence,  les  relations  suivantes,  que  je 
vais  démontrer  : 

I.  II. 

A  A  =  V(  D< p  —  «"  D,  (;")  -h  j  D^  V  T>t  a",  V a"  =  A  v"  -+-  i  D^  A, 

BA  =  V(D,Y  —  6"D,r")  + jD^VD^6",  V6"=  B('"  +  fD^B, 

GA=V(D^/-—  c'D^t'")  +  iD,VD^c",  V  c"  ==  Cr"  + /D^  G  ; 

III.  IV. 

iCD<^"=  B/-+-  tc"D,B,  iBD,c"=  G^  +  i^;"D^G, 

i'ADf  c"=  Cp-hia"D^G,  t  GD,a"=  A/-  +  Jc"D,A, 

iBD,  a"  =  A  Y  +  ib"  D^  A  :  ;'  AL)^  b"  =  B/>  -i-  ;«"  D^  B. 

A  cet  effet,  je  remarque  que,  en  écrivant  A  sous  la  forme 

^=\V>t{p'-+q^-\-r^-)-v"\)tv\ 
la  condition/?-  +  ^-  +  /'-  ■=  v-  +  v'-  -+-  <'"-  donne  immédiatement 

Observons  encore  qu'on  tire  des  équations 

V  =■  ap  +  bq  -V-  ci\  v'  =  a' p  4-  b' q  -f-  c'  /•, 
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en  emplojanl  les  égalités  ab'  —  ba  =  c",  ca' —  ac'  =  b",  l'expres- 
sion suivante  : 

a'v  —  av'=ô"r  —  c"q  =  D^a''. 

On  a  d'ailleurs  immédiatement 

Dtp  —  a"Dti>"=  «DfP  +  a'DfP', 

et  ces  résultats  transforment  l'équation 

AA  =  \iDip  —  a"Dti'")^iDty'D,a" 

dans  la  suivante 

(a  -+-  ia' )(i>Dti'  -H  f'D^i^') 

=  {i>  -^  ii>')(aDiV  -\-  a'Dtv')  ^-  i{DtV  -h  iDtv'){a'v  —  av'), 

qui  est  une  identité. 

Passons  à  l'égalité  V«"  =:  Ar" -+- ^'D,  A  ;  il  suffit  d'y  remplacer 
les  quantités  V,  v",  D^A  par  les  expressions  en  A,  B,  C,  p,  g,  /•,  ce 
qui  donne  . 

(A/>  +  Bq  +  Cr)a"=  X{a" p  -^  b" g  ^  c" r)  +  i{Br  —  Cg), 

et  par  conséquent  encore  une  identité,  en  l'écrivant  ainsi 
q(Ba"—Ab"^  ;G)  + /■(€«"— Ac"—  iB)  =  o. 

Enfin  les  équations 

i\Dic''=  Cp  +  iDtCa\         i\Dtb"=  Bp  +  iDtBa" 

des  systèmes  111  et  IV  conduisent,  par  un  calcul  semblable,  en  se 
servant  des  expressions  de  D^c"  et  Dib'\  aux  mêmes  égalités 

\b"—Ba"=iC,  Xc"-Ca"  =  —iB; 

elles  se  trouvent  donc  encore  vérifiées  ;  or  toutes  les  autres  équa- 
tions, dans  les  quatre  systèmes,  se  démontreraient  de  même,  ou  se 
déduisent  de  celles  que  nous  venons  d'établir  par  un  simple  chan- 
gement de  lettres. 

XXll. 

J'applique  maintenant  ces  résultats  au  cas  où  il  n'y  a  point  de 
forces  accélératrices,   et    je    pose   à    cet   eflet  p  =  y.a'\   g^=z'^b", 
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/•  ::=  yc",  v"  =  0,  ce  qui  donne  d'abord 
A  =  0L*a'D,a'  -^  ^ib'Dtô'  -T-  '('-c'  Dic"  =  (x  —  '^)i{i  —  'IJi-l  —  2)a'  b"  c\ 

Vvanl  ensuile 

Dtp  —  a"Div'=z(-^  —  3)bc\ 

on  voit. que,  en  supprimant  le  facteur  (y  —  ,3)  6"c",  l'équation 
AA  =  V(D,/)-a''D<f'')  -hiDtXDia" 

devient  siinpleinenl 

Aa''(a  — Ji)(x  —  YJ  =  Va-HiD^V. 

Dans  les  trois  autres  systèmes,  les  réductions  sont  encore  plus 
faciles,  et  nous  nous  trouvons  ainsi  amenés  aux  relations  suivantes  : 

I.  II. 

Aa''(a  _^)(a  — y)  =  Va-+-jD^V,  V a"  =  Ao-f-iDiA, 

Bô^Cp  — Y)(P  — a)  =  Vp^iD^V,  V6"=  BS  +  iD<B, 

Gc'Cy—  a)rY  — ri)  =  VY^-îDfV;  Vc"=  Go4-tD,G; 

III.  IV. 

iCa'i'x  —  YJ  =  By  +  iD^B,  tB^'^  —  x)  =  C,3+  tD^C, 

tA^'^fi  —  a)=  Ga-f-iD,G,  tG6"(Y  — 1^)  =  Ay  +  tD^A, 

iBc"(Y  — P)  =  AJi  +  iDfA;  iAc"(a—  y)  =  B  =« -h  tD,B. 

La  question  est  maintenant  d'obtenir  quatre  fonctions  A,  B,  C,  V, 
qui  vérifient  à  la  fois  les  douze  équations.  Nous  ferons  un  premier 
pas  vers  notre  but,  par  un  changement  d'inconnues,  en  posant 

i  finw  snto 

A  =  -; Il ,  B  = b .  G  = c,  \  ——  in\}; 

A"  en  10  A'  cil  i»  cnoj 

nous  prendrons  aussi  la  quantité  u  pour  variable  indépendante  à 
la  place  de  t  ;  enfin,  en  employant  les  expressions  de  a",  b",  c",  on 
trouvera  les  transformées  suivantes  de  nos  équations  : 

I.  II. 

.,  i  y.  ,.  .,  /o  , 

ik  en  u  a  =  —  v  —  U»  o ,  ik  cnur)  =  —  a  —  L)„  a , 

/i  n 

A-snMb  =  — D  —  D„t),  Â"sn«o  =  — b  —  D,,  b, 

n  n 

i    dnMC=— ^0  —  D„t);  i    dnuM  —  — c  —  D„  c  ; 

n  n 
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III.  IV. 

ik  en  ?/  c  =  — ^  b  —  D,,  b.  ik  en  ;/  b  =  ^-  r  —  D„  c, 

n  n 

i  OL  i  ^  ' 

k  sn  u  a  —        c  —  D„  c,  A-  sn  «<  c  =  — ^  a  —  D„  a, 

/i  /i 

<  3  i  a 

i    dn  z/  b  =  —  0  —  D„  a,  f  dn  « tt  =  —  b  —  0,^ b. 

n  n 

Je  ne  m'arrêterai  point  aux  calculs  faciles  qui  donnent  ces  résul- 
tats, et  je  remarque  immédiatement  qu'il  convient  de  les  disposer 
dans  ce  nouvel  ordre,  à  savoir 


.,                   /  y. 
ik  en  «Il  =  —  n  - 
n 

-D„r, 

i  a 
A  sn  f<a  =  —  c  — 
11 

D„  c, 

i  d  n  w  a  =  —  b  - 
11 

-D„b, 

•Q 

ik  en  M  b  =  —  c  - 
n 

-  D„  c, 

1           ■         '■' 

A-  sn  «b  =  —  u  — 

n 

D,,i), 

■A           U            '■' 

i  dn  wb  =  ^  a  - 

-  D„  a, 

i'A:  en  «  c  =  — ^  b  —  D„  b,        k  sn  u  c  =  —a  —  D„  a,       i  dn  «  c  =  —  o  —  D„o. 
n  /i  rt  ' 

zAenMii=  — a  —  D„a,       AsnMU  =  — b  —  D„b,       idnHii  =  —  c  —  D„  r. 
n  n  ti 

Par  là  se  trouvent  mises  en  évidence  trois  substitutions  remarqua- 
bles, qui  correspondent  aux  multiplications  des  quatre  fonctions 
par  cn^f,  snw,  ànu,  à  savoir 


a     b     c     D  \  /  Il     b     c     11  \  /  Il     b     c     11 


'  .      ' 


0     c     b     II  /  V  c     u     II     b  /  \  b     a     u 


> 


elles  ont  la  propriété  caractéristique  de  laisser  invariables  les 
quantités  du  type  (û  —  b)  (c  —  U),  et,  si  on  les  applique  deux  fois, 
chacune  d'elles  donne  la  substitution  identique.  Représentons  les 
quatre  lettres  rt,  b,  f,  t»  par  X^  pour  les  valeurs  o,  i,  2,  3  de  l'in- 
dice, en  convenant  de  prendre  cet  indice  suivant  le  module  4  5 
elles  s'expriment  comme  il  suit 


X3-J'  U2+J'  Ui 


—s 


Si  l'on  adopte  un  autre  ordre^  en  supposant  que  Z^  donne  f ,  fl,  b,  t» 
pour  5  =  0,  I,  2,  3,  on  retrouvera  encore,  sauf  un  certain  échange, 
les  mêmes  fonctions  de  l'indice,  à  savoir 
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C'est  cellr  (li>[i(i>ili(Mi  (|ii  il  ((iiivitiit  (Ir  j;ar<ler,  d  Sf inhliiMemenl 

,  .    •  ,  iy    17.    i'i    io 

nous  (lfsi;:iieruns  los  r(»nsl;mlfs  —^,  — .    '  »  —  par  z,  pour  5  =  0,  i , 
^  n      n      /i      n    ^  f^ 

2,  3;  cela  t'îtanl,  nous  pouvons  coinpiciulrc,  dans  ces  trois  seules 

t'nuationN.  !<■  sv^lème  de  nos  douze  rclalions  : 

(I)  •      /    !«1K/Z,=  Ei-/.,     ,— D„Z,..„ 

'     /      (ln/<Zi=  E.^Zj-j—  D„Z3_,. 

Le  résultat  relatif  aux  c[uanlités  X^  ne  diflère   de   celui-ci  qu'en 
ce  que  /Acn//,  /.sn//,  /  dn //  se  Ironvent  remplacés  respectivement 

.1  -,  ,  1  ,    •  /  a    /  3    <  Y    1 0 

par /dn//.  //.(iw/.  /■su /^  :  en  désignant  — . -^  >  — ^  > —   par    f.ç    pour 

5=0,  I,  2,  3,  nous  aurons,  en  cfi'et, 

.    /■/.  en  II  X,,.  =  r,.v  Xj-,  —  I)„  X,  .ç, 

(II)  /.   *  Il  M  X,-  =  r,.,  X  2+.Ç—  D„  X2+,., 

f     /  lin  II  X,  =  /,,  X,_,.  —  D„  X,_,. 

Avant  d  aller  plus  loin,  je  crois  devoir  montrer  comment  ces  deux 
systèmes  déquations  se  ramènent  l'un  à  l'autre,  par  un  change- 
ment très  simple  de  la  variable  et  des  constantes. 

Je  me  fonderai,  à  cet  ellet,  sur  les  formules  de  la  transformation 
du  premier  ordre 


en  (  iku.  —r     =  -; '       sn    ilai.  -—     —  ~ ,       dn    iku,  -j- 

\  k  I        Ami  k  ]  fin  //  \  k  J 


en  II 
dn  u 


en  les  écrivant  de  la  manière  suivante,  où  j'ai  fait,  pour  abréger, 
,        ik' 

k'  rn(  ikii.  l)  =  —  (ln(  «  —  K  -r-  2iK'), 

/  sn ( iku ,  l)  =  -h  cn{it  —  K  -i-  2 i K' ), 

d n  (  iku^  h  =  —  sn(  u  —  K  -1-  2  «  K'  ). 

Changeons,  eu  effet,  n  en  u  —  K  +  2/K',  et  désignons  par  Z^  ce 
que  devient  ainsi  Z.ç  ;  les  équations  (1)  donneront  celles-ci 

ikf  su  (  iku.  l )  'L\  —  £«  U» ^.^  —  D„  Zj^.^, 

—  A'  dii {  îA-«,  l)'L'^^  £^Zj^^  —  D„Z,_^, 

—  ik'  cn(  iku,  l)Z'g^  £,.Z',_^ —  D„Z3_^. 
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Soit  encore  XI  le  résultat  de  la  substitution  de  -rj  ;  au  lieu  de  w,  on 
trouvera,  si  Ion  l'emarque  tjue  il  =  —  -^, 


l  siK  II,  l )'L]  —  ^^Zj^,—  D„Z';^,. 

in. 

idn{u,  l)Z';  =  ^Zï_^.— D„Z';_,-, 
//  cm  II.  /)Z;  =  jj-  Z'3_,—  D„ZV-,-  ; 

nous  sommes  donc  ainsi  ramené  aux  équations  (II),  en  v  rempla- 
çant les  constantes  r,^  par  ^>  ce  qui  entraîne  le  changement  de  k 
en  /. 

Je  vais  montrer  maintenant  commenl  hi  ihéorie  des  fonctions 
elliptiques  donne  la  solution  de  ces  nouvelles  équations  auxquelles 
nous  a  conduit  le  problème  de  la  rotation. 

XXIII. 

Je  représenterai  dans  ce  qui  va  suivre  les  fonctions  0(M),H(/f), 
H,  (w),  0,  (il)  par  6(,  (w),  0,  (w),  Bo  [U),  ^3  (  II),  en  adoptant  une 
notation  employée  pour  la  première  fois  par  Jacobi  dans  ses  leçons  à 
l'Université  de  Kœnigsberg,  dont  plusieurs  auteurs  ont  depuis  fait 
usage.  L'une  quelconque  des  quatre  fonctions  fondamentales  sera 
ainsi  désignée  par  ^^  (w),  et  je  ferai  de  plus  la  convention  que  l'in- 
dice sera  pris  sui\ant  le  module  4'  «"ifin  de  pouvoir  lui  supposer 
une  valeur  entière  quelconque.  Cela  posé,  soit  R,-  le  résidu  corres- 

pondant  au  pule  «  =  ;K   de  la  fiuantite  ^ >     ou  a    et    A 

'  ^  ^  ^),){  Il  )■ 

sont  des  constantes  quelconques,  et  posons 

R,,  Oo  (.  u  ) 

Nous  définissons  ainsi  un  système  de  quatre  fonctions  compre- 
nant comme  cas  particulier  sn«,  cn«,  dnw  lorsqu'on  suppose  a:=o, 
A  =  o,  mais  qui,  en  général,  ne  sont  point  doublement  périodiques, 
et  se  reproduisent  multipliées  par  des  constantes,  lorsqu'on  change 
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//  «Il  //  -h  ak  et  en  ^/  —  ;>. /K'  (  '  ).  (Jn  a  en  etlel.  en  posaiiljj.  =  e-''^, 

ir.a  .^  ... 

jx  =  e         K  ,  les  relations  suivantes  : 


\ns-^  i 


<I>,(//-r-2tK)  =  |Jl'(—  I)'      '  *if«), 


et,  en  passant  aux  valeurs  parliculit'res  de  rindi<;e,  les  multiplica- 
teurs seront  indiqués  coniiiie  il  suit  : 


*o(5), 

^IX, 

*,(5;, 

—  ;i.. 

*!(«), 

—  !^' 

—  :■'■  ' 

*3(i), 

+  H, 

—  ;jl'. 

L'étude  (le  leurs  pr(jpriétés  pourrait  peut-être  former  un  chapitre 
nouveau  dans  la  théorie  des  fonctions  elliptiques,  mais  en  ce  mo- 
ment je  dois  me  borner  à  en  tirer  la  solution  que  j'ai  en  vue  du 
problème  de  la  rotation.  Je  partirai  de  ce  que  les  rotations  $^(m), 
ayant  un  pôle  u  =  iYJ  à  l'intérieur  du  rectangle  des  périodes  et 
pour  résidu  correspondant  1  unité,  peuvent  jouer  le  rôle  d'éléments 
simples  à  l'égard  des  fonctions  qui  ont  les  mêmes  multiplicateurs. 
Telles  seront,  par  exemple,  les  quantités  , 

cna*^-(u),     snM*j,(«),     cinw4>j,(M); 
si  l'on  remarque  qu'en  mettant  2  -h  •«,  i  — s.  3  — 5,  au  lieu  de  5, 

-  .ç  I  .<  +  1 1 

le  facteur  (—  i)^  se  produit  multiplié  par —  1,  —  i,   +  1 , 


-  j .«— Il 


tandis  que  (  —  i  )  '  est  multiplié  successivement  par  —  i ,  4-  i  ■ 

—  I,  on  reconnaît  en  effet  qu'elles  ont  respectivement  les  multi- 
plicateurs des  fonctions 

*2+^(«),       *l_.ç('W),       ^i-siH-)- 


(')  Peut-être  pourrait-on,  afin  d'abréger,  convenir  de  désigner  les  quantités 
de  cette  nature  sous  le  nom  de  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce,  les  fonctions  périodiques  de  première  espèce  correspondant  au  cas  où  les 
multiplicateurs  seraient  égaux  à  l'unité.  Enfin  les  quantités  telles  que  B(j<),  H(u), 
. . . ,  les  fonctions  intermédiaires  de  MM.  Briot  et  Bouquet,  où  les  multiplicateurs 
sont  des  exponentielles,  recevraient  par  analogie  le  nom  de /o/JCfi'o/ispeVjorfi'^Mes 
de  troisième  espèce. 
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Nous  voyons  aussi  qu'elles  n'admettent  que  le  pôle  u  =  / K', 
dans  le  rectangle  des  périodes,  de  sorte  que  la  décomposition  en 
éléments  simples  s'obtiendra  immédiatement  au  moyen  delà  partie 
principale  des  trois  développements 

cn(iK'-f-  £)  1>,(tK'-f-  e), 

sn(iK'-+-  £)4>,.(iK'-f-  £), 
dn(jK'+£;4',.(tK'-t-£). 

Or  on  a,  sans  aucun  terme  constant  dans  les  seconds  membres, 

t/.- cn(iK'+ £j  =  -  ,  /i  sn  (t  K'+ £)  =  -  ,  i  dn(«  K'-l- £  )  =      , 

£  £  £ 

et  par  conséquent  il  suffit  de  calculer  les  deux  premiers  termes  du 
développement  de  l'autre  facteur  <I>^  (iK'  +  s),  c'est-à-dire  le  terme 
en-»  et  le  terme  constant.  J'emploie  à  cet  etiet  la  relation,  sur 
laquelle  je  reviendrai  tout  à  l'beure, 

—  'rrr  (2"  +  'K') 

où  (7  est  égal  à  /  pour  5  =  0,  5=  i,  et  à  l'unité  si  l'on  suppose 

—  '-^  (S-k-  1  W.v-I-2)(2j-I-I) 

5"=  2,  5  =  3,  de  sorte  qu'on  peut  faire  a- =  —  e 
On  en  conclut  l'expression  suivante 

<i>,(.K  +  £;=:A ^-^^ , 

A  désignant  un  facteur  constant,  et  par  suite  ce  développement,  que 
je  limite  à  ses  deux  premiers  termes 

«Ï>,(.-K'-+-  £)  =  '^^j^  [i  +  ^'  +  D,,  logO,_,(«  )]  . 

Mais  A  doit  être  tel  que  le  coefficient  de  -  soit  l'unité  ;  nous  avons 
donc  simplement 

<ï>,(iK'+£)=  ^4-X  +  DalogO,_,(a), 

et  l'on  voit  que  les   parties   principales  des  développements    des 

fonctions 

ik  cn(n\.'-h£)*^(iK'-+-£), 

k  sn(tK'-+-£)*,(jK'-i-£), 
i  tl  n  (  «  K'  -t-  £  ;  <I\,.  (  j  K'  --(-  £  j 
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se  réduisent  à  celle  seule  et  même  expression  dans  les  trois  cas,  à 


savoir 

l^[X  +  D„logO,_,(«)]i. 

£"  & 

La  formule  générale  de  décomposition  en  éléments  simples  nous 
donne  en  conséquence  les  relations  suivanles 

ik  cii«<I»i(H)  =  [X  -\-  1),,  logO,  ^s^a)\  'l'2,,.(»;—  b„  <l>2-Hi(M). 
k  snu*i(«)  =  |À-H  D„  logO,_,(a)]  *,_.,(«)  — D„<I>,_5(u), 
t  dnM*,.^M)  =  [X  -H  D<,  Iog0,_i(a)]  ^j-^f  «)  —  D„  ^i-siu); 

et  l'on  voit  qu'on  les  identifiera  aux  équations  (I),  obtenues  dans 
le  paragraphe  précédent,  en  disposant  des  indéterminées  a  el  A  de 

manière  à  avoir 

s,=  X-i-D„logO,_,(a). 

Reprenons,   à  cet  effet,  les  égalités  données,  paragraphe  XV, 
page  3o3, 

.    X-sntoenoj  ^        .    sntodnw  rncudiro 


, —, ,  a  —  0  —  i/i .         Y  —  a  =  in , 

an  eu  ciiw  snto 

en  les  écrivant  d'abord  de  celte  manière  (voi/'  p.  3o4)  : 

ia.        e'ito)_i^        e\(u))_i'(        ]\'(M)_io        U\(m) 
n         B  (  lu  j         n         Bi  (  co  )         n         'i  (  w  j         fi         ï\,(  o)  ) 

rt  1  •  1  /y    l'a    f  S    «0  ,    ,     ,  ,    • 

nappelons  ensuite  que  les  conslanles  -^j — >-^> —  ont  ele  desi- 

gnées  par  £,  pour  s  =  o,  i ,  2,  3.  el  elles  prendront,  en  introduisant 
les  quantités  8^(0)),  celte  nouvelle  forme 

£,-t-  D,j  log6o(aj)  =  22-1-  Do,  Iog03(wj 

=  to-h  Do>logOi(oj)  =  £34-  Dj^logOafw). 

Il  en  résulte  que  l'expression 

£,.+ DwlogO,_,(w) 

reste  la  même  pour  toutes  les  valeurs  de  5;  par  conséquent,  on 
satisfait  immédiatement  à  la  condition  posée  en  faisant 

a=— o)  el  X  =  £,. -h  Dtj  logOi_ç(  co). 
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XXIV. 

Les  résultats  que  nous  venons  d'obtenir  montrent  encore  par  un 
nouvel  exemple  combien  la  question  de  la  rotation  se  trouve  inti- 
mement liée  à  la  théorie  des  fonctions  elliptiques.  C'est  même  à 
l'étude  d'un  problème  de  Mécanique  qu'est  due  la  considération  de 
ces  nouveaux  éléments  analytiques  <î>^  ('i)j  ti'ès  voisins  des  fonc- 
tions cp  (^,  w),  o,  (:r,  oj),  y  (x,  (o),  y,  (a:,  (o),  employées  au  com- 
mencement de  ce  travail  pour  intégrer  l'équation  de  Lamé,  mais 
qui  en  sont  néanmoins  distincts  et  offrent  un  ensemble  de  pro- 
priétés propres.  Il  est  nécessaire,  en  effet,  d'attribuer  à  la  constante 
A  quatre  valeurs  particulières  pour  en  déduire  ces  dernières  fonc- 
tions, et  de  là  résultent,  pour  les  multiplicateurs  de  chacune 
d'elles,  des  déterminations  essentiellement  différentes,  tandis  que 
la  propriété  essentielle  qui  réunit  en  un  seul  système  les  fonctions 
<Ps{ff)-i  c'est  d'avoir,  sauf  le  signe,  les  mêmes  multiplicateurs.  Je 
me  bornerai  à  leur  égard  à  considérer,  pour  en  donner  l'intégrale 
complète,  les  équations  différentielles  auxquelles  elles  satisfont, 
équations  linéaires  et  du  second  ordre  comme  celle  de  Lamé;  mais 
auparavant  je  dois  d'abord  montrer  comment  les  formules  de  Jacobi 
résultent  de  l'expression  à  laquelle  nous  venons  de  parvenir, 
Tjs  =X<I>5(a),  où  N  désigne  une  constante.  J'emploie,  à  cet  effet, 
la  valeur  de  R^,  qu'on  obtient  facilement  sous  la  forme 

_  aO,_,(a)e      '^ 


iO'i(o.) 

et  où  1  on  doit  faire  a  =  —  w.  En  se  rappelant  la  détermination  du 
facteur  a-,  et  écrivant  pour  un  moment 

'"^"^     11.-, 

— - — H  ;  /  k' 
„  2  k 


i  0  j  (  o  )     ' 
nous  obtenons  ainsi 

Ro  =  — ti>Oi(wj,  Ri=jQOo(w),  R,=  Q03(to),  R3=<392('w). 

Or  on  a 

A  = -^ Zi,  ^  =  -, Z,,  G= Zo,  ^=— mZj; 

k  cnw  k  cnoj  en  w 
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ch' là  rcsuUenl.  ««i  l'on  remplace  N  j»ar  12  N  el  l(;s  quanlitt's  0,  par  W. 
II.  .  . . ,  les  valeurs  suivantes 

\       11.//       (o  )  e'"  \       W  ^  u  —  m)  e>" 


A  = 
B  = 

G  = 


(I  II  (.)  \  1 1 , 1  //  —  (.)  )  e^'^  _      N  1 1 1  (  //  —  (->  )  A" 

Aciito  B,(  tu  )«(//)  ,/y[-  li,(oj)H(//) 

sn  w  N  e  (  //  —  to  )  «•>•"  _      N  H  (  //  —  tu  )  p>  " 

Cnco  iH(Co)t>(«)  ^yp  /ll|M.Jj«(M) 


V  =  -  //t  N 


H,(w)e(tf  j 


Je  ne  m'arrèlc  pas  ù  hi  détermination  de  la  constante  N  qui  s'ob- 
tient comme  on  la  déjà  vu  au  j)aragraphe  XI\  ,  page  3oo,  elle  a 
pour  valeur  H' (o)e'^,  et  nous  retrouvons  bien,  sauf  le  cliangemenl 
de  X  en  «À,  les  résultats  qu'il  fallait  obtenir. 

Je  reviens  encore  un  moment  sur  la  désignation  par  0^(w)  des 
quatre  fonctions  fondamentales  de  Jacobi,  afin  de  la  rapprocher 
de  la  notation  qui  résulte  de  la  définition  même  de  ces  fonctions, 
par  la  série 

Supposant  u.  et  v  égaux  à  zéro  ou  à  1  unité,  on  a  donc  en  même 
temps 

H  (u)  =  0^(u)  =  0, ,,(«<), 

H,(w)=G2(«)-0,.o(M), 

e,(«)  =  63(^0  =  0o,o(«); 

et,  en  premier  lieu,  je  remarquerai  que  le  système  des  quatre 
équations  fondamentales 

P  (2M  +  J  K') 

0  (K-hiK')  =  iU  {u)e    "^^ 

i'K 

—  — -  (2H  +  zh') 

H  (u  +  îK')  =  i  Q  (ii)e    "^^  -, 

—  -rr   r2"+'K') 

H,(a-hiK')=     0,(M)e    "^  , 

12  II -h  i  II') 

0i(M  +  fK')=     H,(M)e    *'' 
peut  être  remplacé  par  la  relation  unique  dont  j'ai  déjà  fait  usage, 
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à  savoir 

On  doit  y  joindre  les  suivantes 

'Il 

o,(m  +  k-+-z:k')  =  j"e,+,(H)e   '^ 

les  facteurs  a-,  o-',  a-"  ayant  pour  valeurs 

/tu  /  7C  / TT 

(.«+1)  liH-2)(2.v  +  l)  — -.vl.v— 1)  ^(.î— 1) 

r!=  —  e      *  ,         a'  =  e  "^  ,  a"  =  e      *  ; 


puis  celles-ci 

o,(«  +  2  K  )=     (_,)2'"-'"^"e^.(„), 


■  ,Ç(.V+  Il 


1  .  iTZ  .,., 


Je  remarquerai  enfin  qu'en  passant  du  système  de  deux  indices 
à  un  indice  unique  on  est  amené  à  exprimer,  d'une  manière  géné- 
rale, s  au  moyen  de  a  et  v.  Si  nous  avons  égard  à  la  convention 
admise  que  s  est  pris  suivant  le  module  4»  on  trouve  aisément  l'ex- 
pression 

s  ^  —  I  [J.  -f-V  +  2  [J.V. 

Cela  étant,  soit  de  même 

«'  = I  [JL'-i-  v'-t-  2[Jl'v', 

et  désignons  par  S  la  quantité  relative  aux  sommes  [x  +  |ji,'  etv  +  v'. 
Les  admirables  travaux  de  M.  Weierstrass  ayant  montré  de  quelle 
importance  est,  pour  la  théorie  des  fonctions  abéliennes,  l'addition 
des  indices  dans  les  fonctions  9  à  /î  variables,  où  entrent  9.n  quan- 
tités analogues  à  jj.  et  v,  on  est  amené,  dans  le  cas  le  plus  simple 
des  fonctions  elliptiques,  à  chercher  l'expression  de  S  en  s  et  s' . 
M.  Lipschitz  m'a  ccnnmuniqué  la  solution  de  cette  question  parla 
formule  élégante 

S  ss — I  —  s  —  s' — 2ss'         (iiiod4), 

et  voici  comment  l'éminent  géomètre  la  démontre.  Ecrivons  l'éga- 
lité précédemment   donnée  :  s  ^  —  i  —  jj.  -+-  v  +  2  ijlv    sous    cette 

forme 

2  A-  -+-  I  ^  (  2  [ji  -(-  1  )  (  2  V  —  I  )  (  niod  8 ), 
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et  remarquons  qu'on  jx'ul  poser,  'x  el  v  étant  zrro  <ni  l'iinilé, 
•2u-Hi  =  3tA,  viv— IS3— 7V  (iiiodS). 

On  en  conclura 

as  H- I  =— 3!^7"'         (inodS); 

or  les  relations  analogues 

•.».5'-r-i   -  —  3!A'7V',  2S-l-i  =  — 3H-+!J-'7^+v'  (modS) 

donneront  ininiédialenient 

2S -H  I  =— ('2S  4- I)  (  vis'-i- !_)  (mod8), 

et  l'on  en  conclut  récjuation  (|u'il  s'agissait  d'obtenir. 


XXV. 


Nous  avons  vu  que  le  système  des  quatre  fonctions  représentées, 
en  faisant  5  =  0,  i ,  2,  3,  par  l'expression 

où  a  et  A  sont  des  constantes  quelconques  et  R^  le  résidu  corres- 

()    (  Il  -\—  et  )  ^''" 

pondant  au  ixMe  // ^  ^'K' de -^ — ; >    conduit  aux   équations 

^  1  Oo  (u)  ^ 

dillerenlieiies  suivantes  (§  XXIJI,  p.  33i), 

ik  cnu<Ps( a)  =  [X  -1-  D„  logOi-^Caj]  'P-z+siu)  —  D„«J>2+i(M), 

idnii<i\,(u)  =  [a^  DalogOi_^(a)J*3_,,  («)  —  D„4'3_^(m). 

Ces  relations  me  paraissent  appeler  l'altention,  comme  donnant 
d'elles-mêmes  des  équations  linéaires  du  second  ordre,  dont  la 
solution  complète  s'obtient,  ainsi  que  celle  de  Lamé,  dans  le  cas 
de  n  :=  I ,  par  des  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde 
espèce,  ayant  la  demi- période  i  K'  pour  infini  simple.  Pour 
y  parvenir  facilement,  il  convient  de  représenter  les  quantités 
ikcnUj  ksnu,  idnu  par  U|,  U2,  U3,  de  manière  à  avoir  sous  forme 
entièrement  symétrique 

D„U,  =-L2U3,  D„U2  =  -U,U3,  D„U3  =  -UiU2. 
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Gela  étant,  si  nous  changeons  successivement  5  en  2  +  5,  1  —  .ç,  3  —  s, 
on  obtiendra,  en  écrivant,  pour  abréger,  <^^  au  lieu  de  ^^(m)  et  e^ 
pour  A+ Drtiog8i__^(a),   ces  trois  groupes  de  deux  équations,   à 

savoir 

\  Ui*,      =  e,s-     <ï>2+i— D„<I>.2+5, 

\    U2*,        =£,       *,^,—  D„*,_„ 
U2*3-.s  =  £3-5*5        —  D„*^. 

L'élimination  successive  des  quantités  ^^2+s^  ^\-si  ^ss  donne 
ensuite 

(I)  D^*.ç—  (£5+£2+5-)-  D„lugUi)D„*,--t-(£^£2+5+£2+5D„l0gUi—  Uf)*^=  o, 

(II)  D2  4>,—  (£,+  £!_, +  D„logU2)D„<l>^-t-(£,£l_^+  £,-,D„logU2-Ui)<t>,=  o, 

(III)  D,^*,-(£,+  £3_,-i-D„l0gU3)D„*,+  (£,£3_,-t-£3-.U„l0gU3-Ul)*,=   0. 

Nous  avons  donc  trois  équations  du  second  ordre  dont  une  solu- 
tion particulière  est  la  fonction  ^s{u);  voici  comment  on  parvient 
à  les  intégrer  complètement. 

Faisons  successivement  dans  (I),  (II)  et  (III) 


*.s 

= 

X, 

e^ 

lîj 

■  +  £5+.) 

*. 

■::^ 

X2 

II 
e- 

l£< 

:  +  £l-.) 

11 

i£j 

r+Es-.) 

*,  =  X3  e^ 

on  aura  pour  transformées 

D;,Xi  -  D,,  logU,  D„X,  -  (Ô-J  -+-  s,  D„  logUi  +  U?  )X,  =  o, 
D^Xa- D„  ]ogU2D„X2- (ôi  + 02D,,  logU2+ U|)X2=  o, 
D2X3-D,JogU3D„X3-(3l  +  83D„logU3+U|)X3=o, 

en  posant,  pour  abréger  l'écriture, 

Ol  =  1  (e,s-—  £2+5),  02=   2  (^5—  ^l-.s-),  ^3=  ■IfE.s-  —  £3-5)- 

Je  remarque  maintenant  que  ces  équations  ne  changent  pas  si, 
en  remplaçant  dans  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième,  s 
par  2+5,  I  —  6"  et  3  —  5,  on  écrit  dans  toutes  en  même  temps  —  u 
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iiii  lirii  (If  //.  l'iii- conséfiuenl ,  iiii  pciil.  d  ime  suliilion.  Piilircruiie 
aulre  :  la  [neinirre,  par  eiemplr,  (|ui  osl  v<''iiliée  en  prciuml 

II 
X,  =  *,(«)<?    - 

le  sera  encore  si  iOii  lail 

X,  =  *2+.,(—  u)e    - 

En  emplovanl  les  formules 

£.t  =  A  -r-  1>,,  loi:  '),..,.(  a  I,  £j.,.,  —  À  -H  D„  log03_ç(  a  », 

et   nieHanl    poiii-  ahré'ier  h,  au  lieu  de  ^.t(«),  on  en  conclut  pour 
I  intégrale  générale 

C6,(M-(-flr)    -"i>«ioïO,   .O3  .       (:'(),.,(/<  —  en    ^  i)„  i»K'J,_.f),_. 

X,=  -, e     -  -I -r e' 

')o  (  "  )  0(1  (  "  ) 

Les  solutions  des  deux  autres  ét|ualions  seront  seinl)lal)lenient 

COj«-r-a)    -"  n„iogO,0,..       C'0,_j«  — rt)    "  l'a  iogO,0,.-, 
Xj  =  '-, e     "  -I r ^"  , 

C(i,(u->-a)    ->aiog9,0,-.,       C'0,_,(m  — a)    ^  i>a  1"k0,6,^. 
Xi  ^  — -, e     '  -i ; e' 

XWI. 

Les  relations  qui  nous  ont  servi  de  point  de  départ  donnent  lieu 
à  d'autres  combinaisons  dont  se  tirent  de  nouvelles  équations  du 
second  ordre  analogues  aux  précédentes,  et  qu'il  est  important  de 
former.  On  a.  par  exemple,  comme  on  le  voit  facilement, 

et  Ton  en  conclut,  en  changeant  s  en  i  —  s, 

U,{£,   ,'!>,—  D,,*,)  =  UîCe,^,*.)-,—  D„*3-,). 

Joignons  à  cette  équation  la  suivante 

U3*3-.v=  E3-.S*.—  Dw*.-, 
H.   —  III.  22 
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el  Ton  trouvera,  par  l'élimination  de  <I*.i_^, 

De  simples  changements  de  lettres  donneront  ensuite 

D2  *,,— (£:j-.,-^  S2-H.S-+ t)„  log  U3U  1  )  D„  *,,-(- (£3_.,£2  +  .,^  C3_.ç  D„  log  Ua-h  £2+.- D„  log  U  i)*,-=  ( 
D;-,*,,—  (£i -,,-+-  £2+.v-+-r)„l0gU,U2)D„*,-f-(£,_.,£2  +  ,s-f-E2+.s-t>«l0gU2-f-£l-,D„l0gUi)<ï>5=( 

Cela  posé,  je  fais  dans  la  première,  la  deuxième  et  la  troisième 
de  ces  équations,  les  substitutions 

// 

*.s-  =    V  1  6- 
;/ 

It 

-(£,-,  +  £,  +  ,,, 

J'écris  aussi,  pour  abréger, 

^1=    2  (,-l-.< ^3     ,ïji  ^^2  ^^    2"  '  ^S-i- £2+.s-;i  ^    —    2  (  -!-■$ -2+.«jJ 

les  transformées  qui  en  résultent,  savoir 

D,^  Y,  -  D„  logU2  Ua  D„  Y.  -~  (0  ,^  _  o\  \)„  log  ^J  \\  =  o, 
D,!  Y2  -  U„  lug  U3  Di  D„  Y,  -  (o7  -  oi  D„  log  ^]  Y,  =  o, 


D,l  Y3-  D„  logU,  UoD,,  Y3-  (^0-2  _  .:;  D„  log  Hi^  Y3  ==  o, 

se  reproduisent  comme  les  équations  en  X,  lorsqu'on  change  s 
en  ')  +  i',  1  —  s,  o  —  5  et  u  en  —  u,  les  quantités  0  et  0'.  ainsi  que 
les  dérivées  logarithmiques,  changeant  de  signe.  On  en  conclut 
immédiatement  pour  les  intégrales  complètes  les  formules 


'-         %(a)         ^     '  ^  ^UT-)  ^' 

_   GO, (;/.-+-  rt)    -^D,.io?'J,  +  ,0,^,        C'0|_, (;<  —  «)    ^  D„log0,+,9,_. 
-^        e,(a)        '    '  ^  M^ô  ""' 

Ce  sont  donc  les  mêmes  quotients  des  fonctions  9  qui  figurent 
dans  les  valeurs  de  X,  et  Y,,  X2  et  Yo,  X.^  et\.i,  les  exponentielles 
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(|ni  iniiltiplient  ces  quotients  étant  seules  flin'érenles.  Celte  cir- 
conslanre  fait  présumer  l'existence  (ré(ju;ilinn>;  linéaires  du  second 
ordre  |)lus  générales,  dont  l.i  ■mpIuIidu  s'ohtieii<lr;iii  en  remplaçant, 
dans  les  expressions  C  V  -h  (i  H  des  quantités  X  cl  ^  ,  les  fonctions 
déterminées  A  cl  ii  p.ir  \t'i"'  et  Me^P",  où  p  est  une  constante 
quelconque  :  \oici  comment  ou  les  obtienl. 

\\\  II. 


(loa>iiltjrous  eu  j;éuéral  une  équation  linéaire  du  second  ordre  à 
la(pielle  nous  donnerons  la  forme  suivante 

PX"-  P'X'-^QX  =  o, 
où  I*  cl  <^)  sont  des  fondions  quelconques  delà  variable  u,  et  dont 

X=  CA  +  G'B. 


l'intégrale  soit 


Je  dis  (jue,  si  l'on  connaît  le  produit  de  deux  solutions  particu- 
lières, et  qu'on  fasse  en  conséquence 

AB  =  R, 

nous   pourrons  obtenir  léqualion  qui    aurait   pour  solution   l'ex- 
pression plus  générale 

J  =  CA<?/'«-t-G'Be-/"'. 

J'observe  à  cet  effet  que,  le  résultat  de  l'élimination  des  constantes 
G  et  C  étant 


Jr  A  B 

T  A/>  +  A'  _B/?-4-B' 

1"     A/>-^+  -2  A>  ^-  A"     B/r-  -  ili'p  4-  B" 


=  o, 


le  développement  du  délerminanl  donne  j)Our  l'équation  cherchée 

pJT"— P  J  + (ûJ  =  o, 

les  nouvelles  fonctions  ^  et  O  avant  pour  expressions 

P  =  AB'  —  BA'  —  2AB/), 

<Û  =  A'B"— B'A"+(AB"— 4A'B'h-  BA"j/^  —  3(AB'— BA'j/?^  +  2 AB/?^ 
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Or  on  a,  quelles  que  soient  les  solutions  particulières  A  et  B,  la 

relation 

AB'— BA'=  l'ir, 

en  désignant  par  g'  une  constante  dont  voici  la  détermination. 

Donnons  à  la  variable  une  valeur  u  =  u^   qui   annule  B   dans 
cette  équation  et  la  suivante 

AB'+  BA'=  R', 

et  soient   1%  et  RJ,  les  valeurs  que  prennent  P  et  R/:  on  trouvera 
immédiatement  la  condition 

P.  r'  —  R' 

La  constante  g  étant  ainsi  connue,  nous  avons  déjà  la  formule 

p  =  P,^— iR/7. 

Pour  obtenir  (!îl,  je  remarque  d'abord  qu'on  peut  écrire 
AT/-BA-^'^''^';Q%--"'^'-Q-^B'=Q^, 


P 


uis  semblablement 

AB-+EA-=  l-B'-QB^^  FA'-QA^^  P'R'-,QR. 


nous  avons  d'ailleurs 

AB"-h2A'B  -t- BA"=  R", 
par  conséquent 

AB- -  4 A' B' ^  BA- = -  i£ï^::n;^:ii^QR , 

et  l'on  en  conclut  la  valeur  cherchée 

(a  =    (Ig — p- ^  p  -  3Pi'/>2+  •2R/>3. 

Ce  point  établi,  j'envisage,  dans  les  équations  difierentielles  en 
X),  Xo,  X3,  les  expressions  du  produit  A.B,  que  je  désignerai  suc- 
cessivement par  Pv,  (i/),  Ko  (m),  R;,  («),  en  faisant 


R.(")  = 


r,-(o)  6,t(M  +  a)  %i+s{u  —  cl) 


R2(«) 


O',2(o)  6,(tt-f-  a)  6,_^(«  — a) 


R3(")= 


b2(a)0,(a)0,_,(a) 
',-  io)^s{u  -T-  a)  03_ç {u  —  a) 


SI  n  (,)t  iiLQUEs  Ai'Pr.icATioNs  i)i:s  fonctions  im.i.ii'tkuks.  Sji 

Les  l'orimilesc'l<''in<'nlaires  concernant  les  fondions  0  donneraient 
ces  quantitt'vs  pour  cluKiiie  viilnir  ilc  v.  iii;ii^  |  \  parviendrai  par  une 
autre  voie  en  conservant  I  indice  variable.  El  fl'abord.  au  moyen 
des  relations 


.»■(.«-+-  Il 


f),IU-r-X    K    )  =  (— I)       *        0,(m), 


rr  1"  +  '  K  I 


0,(  »  H-.'./K')  =(—  I)  -  fi.v(«)t'       •* 

on  obtient 

Hit  //  -4-  >  k)  = —  R.,(  ;/),  BjC»  -+-  '/K')  =  -f-  Hw  M  ), 

Rjf//  -f-  2K)  =-f-  R3(«).  '^3(«  -+■  J'i^')  =—  Ha(")- 

Les  fonctions  II,  (  «).  Hj(  w),  R;, (^;/)  possèdent  ainsi  la  même  pério- 
dicité quecni/,  suit,  dn«,  par  conséquent  les  quantités  proportion- 
nelles L,,  Lo,  V-i,  ayant  le  seul  pôle  a  =  l'K'  à  l'intérieur  du  rec- 
tangle des  périodes  aK,  a/K',  et  pour  résidu  correspondant  l'unité, 
peuvent  servir,  à  leur  égard,  d'éléments  sim])les.  Employons  main- 
tenant l'équation 

i  t:  ... 

OÙ  j'ai  posé 


-^  (.v-Hl)  !.ï  +  2)(2.<-l-l» 


a  =  ■ 


et  désignons  par  7,,  7^,  T;,  ce  que  devient  t,  et,  changeante   en 
2  -f-  5,  I  —  5,  3  —  i-,  nous  trouverons  (  '  ) 

R,(.K-e)  =  -a.,  ^^^_^_____ , 


R3(tK'-f-£)  =  —  773 


O;''  f  o  )  6,_,(  g  -4-  £  )  0,(—  g  ^-  £) 

0|(£)0,_,(«j6,(aj 

'yf(o)<Us(a-^  £)02+.ç(—  «  -i-£) 

e^;(£jei_,(aj0.2+,s(aj 


Cela  étant,  comme  on  peut  introduire  à  volonté  un  facteur  constant 
dans  la  fonction  Pi,  je  prends,  au  lieu  des  expressions  précédentes, 

(')  On  démonire  facilement  qu'on  a 


<jx,  =  (— i)       -      ,  353  = -f-I. 
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celles-ci,  qui  en  diffèrent  seulement  par  le  signe  ou  le  facteur  ±  i, 
savoir 

Ri(iK'-+-£)  = 

Développant  donc  sui\ant  les  puissances  de  s  et  faisant  usage  des 
quantités  Q.  précédemment  introduites,  qui  donnent 


0' 

,Vo)0,_,U  +  £)03_,(a  — £) 

0](£)  (),_.,(  «)0a.  ,{a) 

f)' 

,2(o)0,_,(a-f-£)0,(a  — £) 

6f(£)e,_,fa)'),(a) 

0' 

i-  {■  o  )  6,_.J  a  -^  £  )  0,+.,  (  «  —  £  ) 

e;-..(a)        o;(«) 

0,_,(a)  0,(a) 


=   10 


1) 


2  0-2, 


•26 


3) 


(il- si  a)        0.2+.ç(a) 
nous  obtenons,  pour  les  parties  principales,  les  (juanlités 


I  20)  I  /Oo  I  203 


et  l'on  en  conclut  les  valeurs  suivantes,  qu'il  s'agissait  d'obtenir  : 

Ri(Mj  =  -lOiUi—  D„Ui, 
R,(î<)  =  20.2U2 —  D„  U2, 
Rsiu)  =  iOsUs—  D„U3. 

Ces  résultats  nous  permettent  de  former  les  fonctions  ^  et  Cl  ; 
mais,  pour  la  deuxième,  le  calcul  est  un  peu  long,  et  je  me  bor- 
nerai à  en  retenir  cette  conclusion,  que  dans  les  trois  cas  on  parvient, 
en  désignant  par  U  une  quantité  qui  soit  successivement  U),  LJ2. 
U3,  à  des  expressions  de  cette  forme 

p  =  aU-4-a'D„U, 

où  les  coefficients  a  et  ^3  sont  des  constantes.  Leur  complication 
tient  à  ce  qu'ils  sont  exprimés  au  moyen  des  quantités  a  et  p  qui 
figurent  explicitement  dans  l'intégrale,  et  nous  allons  voir  com- 
ment l'introduction  d'autres  éléments  conduit  à  des  valeurs  beau- 
coup plus  simples. 


SIK   QlKl.yl'ES    APPLICATIONS   DES   FON<:TION.S    KLI.IPTIQrES. 


Mi 


\\\   III 


Soient  l  <■(  i  I  'l«'ii\  foiiclioiis  doiihlemenl  périodiques  de 
seconde  csprce  avant  cliacunr  un  |>'Me  iinicjiie  ft  =  o,  et  re[)rt'sen- 
lées  par  les  lorimiles 

li{  u  ^  et)  e/'"  ,  Il  (  «  -(-  P  )  e'/" 


U  = 


ll({n 


l  .  = 


M(«) 


je  inc  piopose  de  loniier  eu  général  1  (kjualion  ilii   second  ordre, 
admeltanl  pour  intéj^rale  l'expression 


qui  est 


S 

U 

II. 

J' 

U' 

u; 

T 

U" 

Ll'i 

en  posant 

-T  =  eu  ^GU,, 


=--pr'-p'X4-(cij  =  o, 


p  =  uu;  —  u,  U',       (^^  =  u' U';  -  u;  u". 

Nommons  pour  un  moment  <j.  et  a  les  multiples  de  A,  v  et  v' 
ceux  de  B;  on  voit  d'abord  que  les  coefficients  1.1  et  Ct  sont  des 
fonctions  de  seconde  espèce  aux  multiplicateurs  ulv  et  u.'v',  ayant 
de  même  pour  seul  pùle  //  =  o,  qui  est  un  infini  double  pour  ^il  et 
un  infini  triple  pour  Cl.  L'équation  P  =  o  n'admet  ainsi  à  l'inté- 
rieur du  rectangle  des  périodes  que  deux  racines,  u  =  a  et  u  =  b^ 
et,  en  décomposant  en  éléments  simples  les  fonctions  de  première 

,       P'      (d 
espèce,  —  et -^r.»  on  aura  les  expressions  suivantes, 

T  T 


V 
P 


W {  u  —  a) 
\\{u  —  a) 

P  W  iu  —  a) 


H'(  u  —  h) 

\\(u  —  b) 

qW(u  —  b) 


^  \{'(u) 
''  11  (  Il  ) 
W  W(u) 


s, 


où  P,  Q, 


H  (  «  —  a)  U  (  «  —  />  )  H  (  «  ) 

sont  des  constantes  assujetties  à  la  condition 
P-+-Q+  K=:0. 


Les  quantités  <T  et  6,  que  nous  venons  d'introduire,  représentent 
donc,  à  l'égard  de  l'équation  diiîerentielle,  des  points  que 
M.  Weierstrass  nomme  à  apparence  singulière,  w  =o  étant  seul 
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un  point  singulier.  Ce  sont  les  véritables  éléments  qu'il  convient 
d'emjDloyei-  coaime  appropriés  à  la  formation  de  l'équation  diffé- 
rentielle, au  lieu  des  constantes  a,  Ti,  />,  q  qui  entrent  dans  les 
fonctions  A  el  B.  Je  me  fonderai,  à  cet  effet,  sur  le  lemme  suivant, 
qui  donnera,  par  un  calcul  facile,  la  détermination  des  coeffi- 
cients P,  O,  

Considérons  l'équation  dillérentielle 

r"  —  /(  «  )y  -H  ^(  H )7  =  o, 

où  les  fonctions  uniformes  /'(m).  p:iu)  admettent  seulement  des 
infinis  simples  qui  soient,  d'une  part,  «  =  o  et  de  l'autre  u^:^a, 

6,  c,  Posons  d'abord,  en   développant  suivant  les  puissances 

croissantes  de  e, 

et  en  second  lieu,  pour  les  diverses  quantités  </,  h^  c,  ..., 

/(  «  -f-  £  )  =  -  -f-  /„  H- .  . . ,  .§-(  a  -î-  £  )  =  ^  -^  ,.?,',  -^ 

Si  l'on  a,  d'autre  part, 

F  +  G  =  o, 

puis,  pour  toutes  les  quantités  a,  b,  c,  . . ., 

S'a  ^^^  S'a  (  Ja         S'a  )  î 

l'intégrale  de  l'équation  proposée  sera  une  fonction  uniforme  ayant 
pour  seul  point  singulier  a  =  o,  et,  dans  le  domaine  de  ce  point, 
les  intégrales  nommées  fondame/i taies  par  M.  Fucbs  seront  de  la 

forme  o,  (;^)  et — h'-SaC^),   où    »,(?/)   et  '^^{u)  représentent  des 

séries  qui  procèdent  suivant  les  puissances  ascendantes  entières  et 
positives  de  la  variable. 

XXIX. 

Ce  sont  ces  belles  et  importantes  découvertes  de  M.  Fucbs  dans 
la  théorie  générale  des  équations  différentielles  linéaires  qui  per- 
mettent ainsi   d'obtenir  les    conditions   nécessaires  et  suffisantes 
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pour  (jue  l'inlt'jjrale  coinplflc  ilc  I  ('-(iiialion  cousuJérée  soil  une 
fonction  uniforme  de  la  variaMc  II  ncsl  pas  inutile,  à  l'égard  de 
ces  conditions,  de  reinar(juer  (juelles  se  conservent,  comme  on  le 
vérifie  aisément,  dans  les  transformées  aux(|uolles  conduit  la  substi- 
tution >==  ze'^",  à  savoir 

z" —  (  ?.  a  —  yi  «  )  I  c'  -f-  I  a-  -•-  a  /'(  //  )  ^  ,i,'(  ii  )\z  =  o. 

J'observe  encore  cju On  |)cul  supposer  doublement  périodiques  les 
fonctions  /'(// )  et  ,S'{ii),  en  convenant  que  les  cjuantités  // =  o, 
11  =  a,  «=/>,...,  au  lieu  de  représenter  tous  leurs  pôles,  dési- 
gneront seulement  ceux  de  ces  pôles  qui  sont  à  l'intérieur  du  rec- 
tangle des  périodes.  Soil  donc,  en  nous  plaçant  dans  ce  cas, 

V 

ou  bien,  d'après  la  remarque  qui  vient  d'être  faite, 

V 

f{u)  =  2a  +  — , 

II'         (Û 

a  étant  une  constante  arbitraire.  Je  disposerai  de  cette  constante 
de  sorte  qu'on  ait 

W'iu —  a)  _^\V{u  —  b)  W'iii)        e'(rt)_0'r6) 

•^  ^  "         H  (u  —  a)  ^  H  {u  —  b)  "  ''  U  (u)  '^  e  («)  ~  t)  (b)  ' 

et  par  conséquent,  d'après  les  formules  connues, 
.,  sna  sn  ^ 


snasiWw  —  a)        sn  u  sn\  u  —  b) 

Cela  étant,  il  est  clair  qu'on  peut  écrire,  a\ec  trois  indéterminées, 
A,  B,  G, 

A  s  n  a  B  s  n  ^  ^ 

snusn(u—a)        >nusn{u  —  b) 
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et  nous  tirerons  sur-le-cliamp  de  ces  expressions  les  valeurs  sui- 
vantes ; 

en  a  dnn        en  h  an  h 


F 

— 

— 

— 

> 

su  a 

sn/v 

G 

= 

— 

A-B, 

A 

en  a  flna 

snb 

sna 

sna 

sn(  a  —  b 

) 

S'a 

= 

A 

7 

o-l 

A  c  n  a  fl  n  rt 

Bsnb 

.•^  a 

sn  a 

sna  sn(a  — 

b) 

Or 

la 

cond 

ition 

rr\    — 

,s  a  ■ — 

ê-u 

:(/a- 

-Sa) 

conduit  à 

sn  6  (  A  — 

B) 

A  2      r  — 

r\  ' 

sna  sn(  a  —  b) 
le  second  pôle  u^b  donne  semblablement 

sna(B-A)     _^,_ç.^^ 

sno  sn  (  6  —  a  ) 

et  l'on  conclut  enfin  de  l'équation  F  +  G  =  o 
en  a  fin  a        en  h  ànb 


sna  sn  6 


B  =o. 


Je  remarque  immédiatement  que  celte  dernière  relation  n'est 
point  distincte  des  deux  autres  et  qu'elle  en  résulte  en  les  retran- 
chant membre  à  membre  et  divisant  par  A  —  B.  En  l'employant 
avec  la  première,  nous  trouvons,  par  l'élimination  de  B, 

sn6  sn-a —  sn-6  ^ 

A'-  —  -i.  A ; z — j h-  G  =  o, 

snasn(a  —  b)        sn-asn-(a  —  b] 

ou  encore 

r.  snè  T^  I  _    ^ 

A T—         — — ; h   G  =  O. 

L  snasn(a  —  o)J         sn-(a  —  b) 

Remplaçant  désormais  C  par ; C-.  on  voit  qu'on  aura 

r      -  I        sn''(a  —  b)  T 

A= ^"^-'       ,     +C, 

sn  a  sn  (a  —  b  ) 

et  par  conséquent 

B=       ,    '"; G. 

sn  o  sn{  t>  —  a) 
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Telles  sont  donc,  rxjn'inUMîs  ;iii  iiinvcn  »l<'  l.i  noiivcllc  imlt-lcr- 
ininée  (ï,  les  valt'iii>  lies  simples  des  coiistanles  \  et  U  pour 
lesquelles,  d'après  les  principes  de  M.  Fiiclis,  Jinlégrale  complète 
de  l'équation 

r  A  snr/  B  sn/>  I  ,1 

H- -, 1 ; (  ,M  y  =  o 

[■iii//sn(M  —  <i  )        -ii//sn(«  —  h)        sn-(a  —  o)  J 

esl  une  lonclioii  uiiiloirnr  <!•'  la  variaido  a\ec  le  seul  |)(Me  u  =  o. 
Nous  sommes  assurés  de  plus,  par  mu-  proposition  générale  de 
M.  Picard  (Comptes  lendiis  du  m  juillet  i8-(),  p.  i4o,  et  du 
i()  janvier  1880,  p.  1  aS  ),  que  celle  intégrale  s'exprime  dès  lors  par 
deux  fonctions  périodifjues  de  seconde  espèce.  Si  donc  on  restitue, 
en  faisant  la  sidjstitulion  >'=  ze'^" ,  une  constante  arbitraire  dont  il 
a  été  disposé  pour  simplifier  les  calculs,  il  esl  certain  (pie  la  nou- 
velle équation  dillérentielle  contiendra,  comme  cas  particuliers, 
toutes  celles  dont  il  a  t'-ié  précédemment  question.  C'est,  en  elTel, 
ce  que  je  ferai  bientôt  voir;  mais  je  veux  auparavant  obtenir  une 
confirmation  de  limportanl  théorème  du  jeune  géomètre  en  ellec- 
luant  directement  lintégration  de  cette  équation  et  donner  ainsi, 
avant  d'aborder  des  cas  plus  généraux,  un  nouvel  exemple  du  pro- 
cédé déjà  employé  pour  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  le  plus 
simple  de  /?  =  i . 


XXX. 


Considérons  la   fonction   doublement    périodique    de    seconde 
espèce  la  [dus  générale,  admettant  pour  seul  pôle  ;^r=o,  à  savoir 

H'.„)au-H.,J>-gS;J- 

et  proposons-nous  de  déterminer  lu  et  A  de  telle  sorte  qu'elle  soit 
une  solution  de  l'équation  proposée.  Soit,  à  cet  elVet,  ^{u)  le 
résultat  de  la  substitution  àe  f{(i)  dans  son  premier  membre.  Les 
coefficients  de  l'équation  ayant  pour  périodes  2K  et  2iK.',  on  voit 
que  cette  quantité  est  une  fonction  de  seconde  espèce,  ayant  les 
mêmes  multiplicateurs  que  /'(a),  qui  pourra,  par  conséquent,  rem- 
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plir  à  son  égard  le  rôle  d'élément  simple.  On  voit  aussi  que  les 
pôles  de  ^{u)  sont  u  =  a,  u  =  6,  u  =  o,  les  deux  premiers  re|)ré- 
sentant  des  infinis  simples  et  le  troisième  un  infini  triple.  Nous 
aurons  donc 

et  la  condition  ^(u)  =o  entraîne  ces  cinq  équations 

3<  =  o,         B  =  o,         C  =  o,         €'  =  o,         C"  ^  o, 

qu'il  est  aisé  de  former,  comme  on  va  voir. 

Nous  avons    pour  cela  à   décomposer  en  éléments  simples  les 
produits  âe  /(u)  elf'(u)  par  deux  quantités  de  la  même  forme 

— ; j  c  est-a-dire  a  chercher  les   parties  principales  des 

sn  u  sn(  //  — p  )  '  J  I 

développements  de  ces  produits,  d'abord  suivant  les  puissances  de 
u,  puis,  en  posant  ii=if)-\-z^  suivant  les  puissances  de  z.  Or  il 
résulte  de  l'expression  def{u)  qu'on  a 

/(  u)  =  /U'K'-T-  U)  e'", 

'/^{ii)  désignant  la  fonction  considérée  au  paragraphe  V,  page  277, 
et  par  conséquent 


A 


f  I      I  / ,  I  -+-  /-2  \  "1  . 

= 1-  A  -f-  -  (  À2—  A-2  sn^oj  -h  '  ~        )  //  -H , 

u  1  \  3      / 

On  trouve  ensuite 

sn/> _        I         cnp(\np         f     \  1 -1- A-2 


sn«sn(M — p)  u  snp  \sn'-/>  3 

et  sans  nouveau  calcul,  en  remplaçant  u  par  — s, 

snp  i        cii/)dii/>        /     I  I -+- /i- 


u 


sn(/> -t- £)  sns         c  sn/j  \^n-/^  3 

Ces  développements  nous  donnent  les  formules 

c  n  «  cl  n  />    ^,  I    ,„ 

^^^ -^/  («)+-/("), 

?n/>      -^    ^     ^        Vf'    ^     '' 
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el  Ion  on  coMcliii.   III   faisant  snccesssivenient  p  ^z  a.  p   ^  b^  les 
expressions  <  luicliées 

^^  =  \  fi(i)      /'(  a), 

ù    =\i/{ù)   —fiÙK 

C  =  /.2  —  A  (  A  H —  B  (  A  H ; —     —  C'-î  H ^ 

\  sua      /  \  sn^      /  sn*(a  —  b) 

,  II, 

—  A'^  sn'-ii) -+-  I  -1-  A-, 

^,       .        .,        on«clnrt        en  6  (In  6 

C  =  A  -i-  B  H 1 — , 

sna  snù 

C'=o. 

Ces  résultats  obtenus,  nous  observons  d'abord  que  C' s'évanouit, 
d'après  une  des  relations  trouvées  entre  A  et  B;  j'ajoute  que 
I  «qnation  (C  :=  o  est  une  conséquence  des  deux  premières; 
par  conséquent,  les  cin(|  conditions  se  réduisent,  comme  il  est 
nécessaire,  à  deux  seulement,  qui  serviront  à  déterminer  oj  et  ).. 
Nous  recourrons,  pour  l'établir,  à  la  translorination  suivante  de  la 
valeur  de  (L.  Soit,  pour  abréger  l'écriture, 

en  a  <ln  a 


G  = 

[x  —  G-î 

c  n  6  d  n  h  \ 
snh      / 

(.-.0 

H  = 

/'a-G-t 

cnb  i\nb\ 

Aî  +  G 

sn« 
cil  a  dn  a 


su  a 


on  a  identiquement 


€  =  G  —  H  -i-(A  — G)(B-h  Gj  — /c2sn2w 

I  I  '  /2 

sn2(a  —  b)        sii-«        sn^a  ' 


et  plus  simplement  déjà 

(C  =  G  —  Il  —  A-2  sn^w ^ ^  +  I  +  A-2. 

les  valeurs  de  A  et  B  que  je  rappelle 

A=  ^^-^-^G,  B  =  -^-^ --C. 

snasn(a  —  0)  siiosnio  —  a) 

donnant 

(A  — C)(B^C)  =  — 


sn"'^(a  —  b) 
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Nous  oi)lenons  ensuite,  en  faisant  usage  de  ces  expressions, 


II 


sn6 


CM  A  (lu  A 


sna  5n(a  —  b)  .su  b 

I  I 


sn  a 


en  a  lin  ci 


sn  b  sii(  b  —  a)  sna 

su  b  cn«  (In  a         sn  a  en  />  dn  A 

sn^A  / 


sii'^rt 


sn-(a  —  b)        sn(a  —  A) 
On  a  d'ailleurs 

'  %nb  rx\a  (\na         snacnAdnA 


cn^-/  (In  a  en  A  dn  A 
snr/  sn  A 


sn(f?  —  ^)V  sn-a  sn-A 

sn  </  en  b  (\n  b  -^  sn  A  en  <7  dn  r/  >   /  sti^  A  en  a  dn«  —  sn'^a  en  6  dn  6 


sn^a  —  sn^  A 
sn^f?  H- sn- A         cna  (\na  cnb  ûnb 


sn-a 


sn^A 


sn"^a  sn-6  sn  a  su  A 

et  la  valeur  de  H  qui  en  résulte,  à  savoir 

I  T 

H  = 


+  .  +  k\ 


sn-(a—b)        sn-«        sn"-A 

donne  cette  nouvelle  réduction 

C  =  G  —  A-2  sn2  w  -+-  — - — ' i-  • 

sn-t  (I  — ■  b  ) 

C'est  maintenant   qu'il  est    nécessaire  d'introduire   les    condi- 


tions ^  =  o,l3  =  o,  c'est-à-dire  A  = 


fia) 


B 


f(b 


moyen  des  valeurs  de  A,  de  B  et  de  l'expression 


•  Or,  au 


f'(.r)         e'(.r-)-to)         H'(^)         0'(w) 


X, 


/(ce)        (à{x-{-(a)        H{x)        fc)(w) 

e  n  a^  d  n  cr 

=  —  /i^  sn .r  sn  10  sn  (  .r  +  oj  )  — 


X, 


sna? 


on  en  tire 

X-C  - 

X-+-G  = 


sn  b 


eu  a  an  a 


dni 


sn  a  sn(a  —  6)  sna 

sn  a  en  A  dn  6 


-+-  k-  sn  a  sno}  sn(  a  -+-  w  ), 
-!-  /r -  sn  A  s n  w  sn  (  A  -1-  to  ) . 


sn  b  in(  b  —  a)  sn  b 

Cela  étant,  une  réduction  qui  se  présente  facilement  donne 

en  b  dn  b  «n  a  . 

A  -  sn  a  sn  oj  sn  (  «  -i-  t»  ), 

k-  sn  b  snto  sn  (  6  -f-  to), 


X  -  C 

X  +  G  + 


«n  a 

sn  b  sn  6  sn(  a  —  6  ) 

en«  dn  a  sn  b 


sna  snasn{b  —  a) 


>i  II  uii:i.yiKs  Ai»Pi.ii:vTio.\s  i)i:s  fonctions   ki.i.ii'tiui  es.  3')I 

el  nous  |)(»ii\()iis  t-rriir  en  (•nii>(''(|u«'acc 

^        r        siirt  ,.  1 

U  =         I  ; ; i-  A*  siia  Ml  (»  Sll  (d  -t-  (U  ) 

Lsn  «  sn(  rt  —  w  )  '  J 

X  I ; --  A-  sn h  sn eo  sn (^  t  -i-  c-j  i    • 

[  snd  snf  w  —  a  )  J 

.le  considérerai  celle  ex|)ressioii  cuiiiiiie  une  fonrlinii  (loiii)le- 
nient  périodique  de  (.).  avant  poui-  infinis  simples  i.>  =  /K'  —  a, 
(o  =  /K'  —  0,  et  pour  infini  douhle  ix)  =  iK' .  Elle  présente  cette 
circonstance  (|ue  les  résidu^  i|tii  correspondent  aux  infinis  simples 
sont  nuls.  En  ellel.  de>  (Ilu.v  facteurs  dont  elle  se  compose,  le 
premier  sévanouil  en  faisant  w  ^  f'K'  —  b,  el  le  second  pour 
co  = /K'  —  a.  11  en  résulte  (jue  le  résidu  relatif  au  troisième 
pôle  (0  :=  i'K'  est  également  nul,  de  sorte  qu'en  décomposant  en 
éléments  simples  on  obtient 

o  ,^    ^'^^^  I.,      .> 

U  =  —  Do, H-  coiL-t.  =  A-  sii-to  -r-  con?-l. 

Posons,  afin  de  déterminer  la  constante,  w  =  o;  nous  trouve- 
rons finalement 

G  =  /i-  >n-(.j —, 

sn'ia  —  b) 

et  de  là  résulte,  comme  il  imporlail  (^s^enliellement  de  le  démon- 
trer, que  1  équation  (C  =  o  est  une  consé(|uencc  des  rela- 
tions ^  =  o  et  î3  =  o. 

XXXI. 

La  détermination  des  constantes  (>>  et  ).  s'elTectue  au  moyen  des 

deux  équations 

^  siiA  cna  dna 

A  —  L  =  ; ! r-  A-  sn  a  sn  co  sn  (  a  -t-  to  ), 

sna  sn(  a  —  o)  sna 

.  sna  cnh(\nh        ,,       ,  ,, 

A  -I-  L.  =  — ; -, [- r-  A-  sn  0  sn  lo  sn  (  y  -i-  m  ), 

sn  b  sn(  o  —  a  j  sn  o 

que  nous  avons  maintenant  à  traiter.  En  les  retranchant  et  après 
une  réduction  qui  s  offre  facilement,  elles  donnent  d'abord 

k-  s n oj  [snb  s n  (  6  -f-  w  j  —  snci  s n  {  a  -l-  co  J  j 

sn  a  cnn  (]n  n -^  snb  c.nb  dnh 

—  '2 —  2  L  =  o, 

sn-cï  —  sn^  0 
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et  nous  démontrerons  immédiatement,  le  premier  membre  étant 
une  fonction  doublement  périodique,  qu'on  n'aura,  dans  le 
rectangle  des  périodes  aK  et  a/k',  que  deux  valeurs  pour  l'in- 
connue. En  elTel,  la  l'onction,  qui  au  premier  abord  parait  avoir 
les  trois  pôles  w  =  /k'  —  a,  to  =^  i¥J  —  b,  to  =  i¥J ,  ne  possède 
en  réalité  que  les  deux  premiers,  le  résidu  relatif  au  troisième, 
qui  est  un  infini  simple,  étant  nul,  comme  on  le  vérifie  aisément. 
Ce  point  établi,  nous  donnerons,  pour  éviter  des  longueurs  de 
calcul,  une  autre  forme  à  l'équation,  en  employant  l'identité 
suivante 

sn  6  sn(6  -I-  (o)  —  sna  sn(a  -i-  to) 

=  sn(6  —  a  j  sn(rt  -h  b  ~  Lty)[\  —  />2  «n  «  sn6  siK'a  -i-  oj)  sn(6  ^-  to)], 

à  laquelle  je  m'arrête  un  moment.  Elle  est  la  conséquence  immé- 
diate de  la  relation  mémorable  obtenue  par  Jacobi,  dans  un 
article  intitulé  :  Formulœ  novœ  in  tlieoria  transcendentium 
ellipticaruiii  fundamentales  [Journal  de  Crelle,  t.  XV,  p.  201, 
et  Gesammelte  JVerke,  t.  I,  p.  •)3j),  à  savoir 

E(m)  -1-  E(<r/)  -4-  E(b  )  —  E(  u  -^  a  ^  b) 

=  /i2  sn(a  -+-  a)  sn(  K-t-  6  j  sn(a  -h  6)[i  —  A-  sn  «  sn  a  snè  sn(  a-l-a  -i-  è)]. 

Qu'on  change  en  effet  a  en  - —  a,  puis  m  en  «  -H  (o,  on  aura 

E(aH- to)  —  E(a)  +  E{b)  —  E(b  -h  w) 

=  A-  ?n  w  sn  (  6  —  a)  sn  (a  -1-  6  +  w  )  [i  —  A-2  sna  sn  6  sn  («  -1-  w)  sn(6  -4-  w  )] 

et  il  suffit  de  remarquer  que  le  premier  membre,  étant  la  difte- 
rence  des  (juantités 

E(a-f- co)  —  E(a)  —  E(w),  E(6  +  w)  —  E(6)  —  E((o), 

peut  être  remplacé  par 

A-  su  (0  [  sn  6  sn(  b  -+-  to  )  —  sn  a  sni  a  -+-  (o  ) ] . 

On  y  parvient   encore   d'une    autre   manière   au  moyen  de   la 
relation  précédemment  démontrée 

G  = ; 1-  A-  sn  a  sn  10  sn  (  a  -i-  w  I 

Lsn6sn(a  —  b)  J 

X     ; ■  +  A^  sn  6  sn  w  sn  (  6  -i-  10  )    =  A-  sn^  w ;- , 

LsnasiKô  — «)  J  sn^(a  —  b) 
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car  on  i-u  tire 

sn^  sn(a  -t-  w)  —  sna  sn(  A  -+-  (o) 

=  snoj  siK  />  —  «  )  (  I  —  /»*  siirt  sn6  sn(rt  -f-  w)  sn(6  -(-  lo)], 

ce  (jiii  donne  la  formule  proposée  en  cliangeanl  a  en  —  a,  ^  en  —  ù 

el  w  en  oj  -f-  r/  -h  ^. 

Cela    posé,    soit    ^==(0-1 ^ — ;    faisons    aussi,     pour    abré- 

a  -^  h     r,         a  —  I)  ri 

ger,  a  =:  ,  ; j  =  ;  nous  trouverons,   par  celle   lormule, 

sna)[sn  6  sn(6  -4-  w)  —  sna  sn(a  -t-  lo)] 

=  —  sn2  3  sn('j -(- a  )  sn(u  —  a) 

X  [i  —  A2  sn(a  -f-  !î)sn(a—  |3)sn(u  -h  j3)  sn('j  —  p)]. 

Or,  on  voit  que  le  second  membre  devient  ainsi  une  fonclion 
rationnelle  de  sn-j;  on  peut,  en  outre,  supprimer  au  numérateur 
el  au  dénominateur  le  facteur  i  — /> -sn-' usn-a,  de  sorte  qu'il  se 
réduit  à  l'expression 

sn23(i  —  A- sii'fJ)  (sn-'j  —  sn^a) 
(I  —  k-  su-  a  «11-  '6  }(\  —  A--  sn-  'j  sn-  'p  )  ' 

Kemarcjuaut  encore  qu'on  a 

snapn  — A-2  sn'3)  =:  2sn3  cnp  du  3, 

nous  poserons,  pour  simplifier  l'écrilure, 

t  —  /v- sii^a  sn- 3  ,'sn  «  en  a  (In  a -t- sn  A  Cl) />  lin  6 
A- sn  j  en  [j  (hi  3    '  sn-rt  —  sn^^ 

et  l'équation  en  suj  sera  simplement 

sn^'j  —  sn'^a 


I  —  A-^  sn^'j  sn-  ^ 
On  en  tire 

<n2a—  r>  „  en^a  +  dn^SL  ,    ,  dn"^  a-H  A^enS  3  L 


sn^'-»  =  TT, irrr-r^      cn-j  =  — -—-j      dn-u  = 


I  — A-sn2  31.         '  i  —  t'sn-'pL  i  — A^sn^fiL 

et,  si  ion  fait 

£  =  (sn-^a  —  L)  (en^a  -i-  dn'- [i  L)  (dn^a  -+-  k'-  cn^  !5L  )  f  i  _  A-2  snSJiL), 

ces  valeurs  donnent 

sn  'j  c n  'j  d  n  j  =  —^ —  . 

(I  — A'^sns^L)-'' 

H.  -  III.  ?3 
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Nous  ferons  usage  de  celte  expression  pour  le  calcul  de  A,  qui 
nous  reste  à  déterminer.  A  cet  effet  je  reprends,  pour  les  ajouter 
membre  à  membre,  les  équations 

^        ^  snb  en  a  <\n  a        ,  ^ 

A  —  L  =  -, ! h  A-  s n  rt  sn oj  s n  (  a  -I-  w  ) , 

sn  a  sn  (a  —  b  )  sn  a 

„  s  11  a  c  1 1  i^  (  I  a  ^        , ,        ,  ,  j 

A  -+-  L  = 1 '-  k'-  sn  />  sn  fo  sn  (  y  -f-  w  ), 

sn  b  sn  (  6  —  a)  .-no 

et  j'obtiens,  comme  on  le  voit  facilement, 

■X  A  =  /l  -  [ sn  rt  sn      s n  (  a  -r-  (o }  ^-  sn  6  sn  oj  sn  (  6  -î-  CD  )  ] , 

ou  bien  encore 

■;.  À  =  k-  [       sn  (  a  -H  [î  ;  sn  (  'j  —  a  )  sn  f  'j  -i-  ^  ) 
H-  sn  (y.  —  fi)  sn(  'j  —  a  j  sn('j  —  3  )]. 

Maintenant,  un  calcul  sans  difficuht'"  donne  en  premier  lieu 
l'expression 

/  -  sn  7.  en  a  dn  a i  s n-  'j  —  sn-  3  ) 

/.  =        ' 

(  1  — ■  /,-  sn-  j  sn- a  )  I  1  —  k-  sn-  a  sn-  [i  ) 

/.-  sn  'J  en  'J  (In  'jf  •^n-  S  —  sn-  a  ) 
"*"  (  I  —  A-2  sn-^  'J  sn2  x  )  (  f  —  k"-  sn^  u  sn2  ^)  ' 

on  en  conclut  ensuite  la  valeur  cherchée,  à  savoir 

/  2  «i,  a  en  a  dn  x  [  sn^  a  —  sn^  3  -h  —  k"-  sn*  ^  )L] 


A  = 


I  —  A2  sn^a  sn2  3  )  1 1  —  k-  sn'  a  ^  k'-(  sn^a  —  sn'-^pjL] 

A-^(sn23  — -^niJa)  yX 

(i  —  A--  sn^a  sn-[i)  [i  ~  A-  sn*a  ^  /.-(sn-^a  —  sn"-[i)L] 

Cette   expression    devient   illusoire  lorsqu'on    sujipose    d'abord 
I  —  A-2sn2asn-|j  =  o,  c'est-à-dire 

7.  +  3  =  o  =  J  K', 
ou  bien 

a  —  [3  =  ^  =  /K', 
puis  en  faisant 

I  —  k"-  sn^  a  4-  A-  (  sn^  a  —  sn^  3  )  L  =  o. 

La  première   condition,  ayant  pour  effet  de  rendre  infinis  les 
coefficients  de  l'équation  différentielle,  doit  être  écartée;  mais  la 
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seconde  appelle  lalieiilion,  ei  je  m  y  arrèlerai  un  moment,  afin 
d'obtenir  l.i  iimivolle  forme  auahli(|iie  (jiic  prend  l'intégrale  dans 
ce  cas  sin;:  Il  lier. 


n' 


\\\II. 

Kemanpiuns  en  premier  lieu  <|ue  celle  condition  se  trouve  en 

posant 

_      sn-g—  L      _        I 

c'est-à-dire  j  =  a  -i-  iK' ,  et  donne  par  conséquent  co  =  /k'.  Cela 
étant,  je  l'ais  dans  la  solution  de  l'intégrale,  (jui  est  représentée 
par  la  lormule 

-  I  " 

(0  =   fK'-h  £, 


r.      (")'((i),  I 


H{u) 

t  étant  infiniment  j)etit,  et  je  développe  suivant   les   puissances 

croissantes  de  t  la  diilerence   a  — •  Or,  l'expression  précé- 

demment  employée 

•2/,  =  /i'-[sn  a  snw  su  (a  -^-  co)  -t-  sn^  sn  w  sn(6  -f-  u))] 

donne  lacilemenl 

I         cna  dna        en  A  dn  ^ 

A  == h ...  ; 

î  '2  sna  2  sn6 

nous  avons  d'ailleurs 

67(0  )  _  H'(î)        ÏTz  _   \         i- 

e  (  (ri  )  ^  H  (ï)  ""  2K  ""  7  ~  ^  "*"■"' 

et  l'on  conclut,  pour  £  =  o,  la  limite  finie 

0'(  to  )         iTT         en  a  i\na        en  h  dn  b 
fc>  (  w)        'iK  2  snrt  2  sn  6 

Remplaçant  donc  0(;/  +  iK')  par  tH(«)^    *'*  ,  on  voit  qu'au 

lieu  de   la   fonction   doublement    périodique   de  seconde   espèce 

I  en  n  dn  n       en  b  iln  h  , 

nous  obtenons  l'exponentielle  e    V   """         '*"''        ^    qvii    devient 
ainsi   une  des  solutions  de  l'équation   différentielle.    Nous    par- 
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venons  à  l'autre  soliilion  en  employant,  au  lieu  de  u  =  a  + /K', 
la  valeur  égale  et  de  signe  contraire  u=  —  a  —  /K',  d'où  l'on 
tire  (0  =  —  2  a  —  /K'  =  —  a  —  b  —  /K',   et  par  canséquent 

'~2sn(a-i-6)snasn6  0(00)  W  {a-\-  b)    '    2K 

Des   réductions    qui    s'offrent    d  elles-niémes  en  employant  la 
formule 

H'(a-^b)  _  n'(a)        U'(b) sn_b eu  b  dn  b 

H  (a  -h  b)        ii  (a)        H  {b)        sn  «  sn(  «  -t-  6  )  su  6 

donnent  ensuite 

0'(w)         U'(a)         U'(b)        cnadnr/         cnbdnb         /m 


X- 


fc)  ( co  )        H  ( a )        tl  [ù)  2  s n  a  2  sn  b  2  K 


La  seconde  intégrale  devient  donc 


et  l'on  voit  que,  pour  le  cas  singulier  considéré,  la  solution  géné- 
rale est  représentée  par  la  relation  suivante, 

/cnndiin        en  h  i\n  b  \  rH'(rt)        H'(6)"l 


XXXIII. 

Un  dernier  point  me  reste  maintenant  à  traiter;  j'ai  encore  à 
montrer  comment  les  équations  différentielles  obtenues  aux  para- 
graphes XVJI  et  XVUl  se  tirent  couime  cas  particulier  de  l'équa- 
tion que  nous  venons  de  considérer,  ou  plutôt  de  celle  qui  en 
résulte  si  l'on  change  u  en  u  +  /K',  à  savoir 

y —  [k-  sn  u  sna  sn{ii  —  a )  -h-  k-  su  u  snb  sn  (  ?t  —  l-> )]y' 

-¥■    A  /i-  sn  u  sna  sn(«  —  «)-h-  B/i-  su  u  sn  b  iwlii  —  6)H ; -, G^     y  =  o. 

L  ^  ^       in-iya  —  b)  J-^ 

Je  me  fonde,  à  cet  effet  ,  sur  ce  que  les  deux  déterminations  de 

1                   -,                          a  -^-  b  ^  '         '      1  ] 

la   ([uantite   'J  =  w  -\ peuvent  être   supposées   egaJes  et   de 

signes  contraires,  de  sorte  que,  en  désignant  par  to  et  oj'  les  valeurs 
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corresj)on<lantes  de  to,  on  ,i  la  coiidiliun  (o  -\-  (<>' =z  —  a  —  f>. 
Qu'on  se  reporte  maiiilenanl  .iii\  expressions  données  au  para- 
<;raplie  \\\    (p.  33^)  : 

„         (:(i,iii-r-a)    -"d^IokO.^.O,^,       C  (i,^,(u  —  a)    "D„iogO,_,0,  . 

„         C(i,,{  u ->r- a)    -!^D.,i>>ifO,0,_,  C'O,    ,(//  —  ,/ ^    "i>,.iogO,0,_, 

Xj  =  TT- e     ' 


X,= 


CO,(//-i-rn     -^'l>aIoRO.O,  +  ,  C'0,_,(/f  —  g)    ^'ujos0.9,+  . 


On  voit  aiséineiil  que  les  quantités  qui  jouent  Je  rôle  des  con- 
stantes o)  et  (.)' ont  pour  somme,  successivement,  K.  -|- i'K.',  f'K',  K. 
C'est,  en  eOVt,  la  con>(''qiienc(^  des  relations  déjà  remarquées 

—  — 

9,fM  +  K)  =  a'03_,(M), 

rr   (2K  +  /k') 

D'après  cela,  je  ferai  successivement  a  -'r  b  =  K.-\-  iKJ,  /K',  K; 
je  poserai  en  outre,  en  changeant  d'inconnue  dans  ces  divers  cas, 

"...  "  „  .  Il ,   . 

— -Oaloçcnn  — -Dolojsnrt  — -Dalogdnrt 

Or,  en  considérant,  pour  abréger,  seulement  le  premier  de  ces  cas, 
voici  le  calcul  et  le  résultat  auquel  il  conduit.  La  condition  sup- 
posée 6  =  K  4-  f'K' —  a  donne  d'abord 

,  an  a  (\n(u-\-a)  ,  .  Awia 

sno  =  - ,        ^n(  u  —  h)  — — ,       sn(a  —  0)=—- , 

A  en  a  A-  en  (  M  -f-  a )  '  k  en  2 a 

et  nous  obtenons,  pour  la  transformée  en  5,  l'équation  suivante  : 

„       r,.,  .  sn  f/ (Inr/ <ln(  ?/ -t- <7  )        snadna"!    , 

z  —     k-  sn  a  sna  sn{u  —  a) —  z 

1  cn«  en  (  u  -{-  a)  en  a      \ 

r     ,,  sna  àna  Andc  -^  a)  "1  , 

-f-     V k-  >ï\  Il  sna  sn(  a  —  a)  —  Q  -+-  R    ;;  =  o, 

L  ena  en(  «  H-  a  j  J 

OÙ  j'ai  fait,  pour  abréger, 

snr/dnr/  snadna        ^       sn'^adn-a       A'-cn^aa 

2  en  a  2  en  a  4en2a  dn-2a 
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Soit  maintenant 

|!l  =  cn(  i(  -+-  a)  (\  —  A-  sn^  ;/  sn^a)  =  en  a  en  ii  —  sn  a  dn  a  sn  ?/  dn  u; 
on  trouvera  d'abord  que  le  coefficient  de  z'  est  simplement 

Représentons  ensuite  par  —  le  coefficient  de  z  ;  au  moyen  de  la 
foi^mule  élémentaire, 

,  ^        ,  ,        snwcnzfdna — ^dn?^sn<7cna 

si){  u  —  a  )  en  (  M  +  a  )  = > 

I  —  A-  sn-u  sn-a 

nous  obtiendrons 

<û.  =  PA-2  sn  M  sna(ënu  en  u  dna  —  dn  ii  sna  cna) 

_  sn  ?/  dna  ,  ,         ,  ,„ 

—  U (  dn  M  dn  rt  —  A-  sn  u  en  u  sn  o  en  <7  ) 

cn« 

■  -I-  R( en  M  en  a  —  sn  m  dn  ?<  sn  a  dn  a), 
OU  bien,  eu  réunissant  les  termes  semblables, 
(C  =  (P  +  Q)A-2  sna  dn«  sn^^i  cnu 

—  (  P  A '^  sn2  a  cna  -h  Q h  R  sn  a  dn  a  )  sn  w  d n  ?/  -i-  R  en  a  en  m. 

V  ena  / 

o-  ■    ^  ^    r^        -.        snadnrt  nr  ii 

c5oit  maintenant  Li  :^  o :  cette   nouvelle  lorme   de  la 

2  en  a 

constante  donnera,  après  quelques  réductions, 
<D  =  —  A- cnrt  sn^if  cn?^ 

sn  a  d  n  a  o2  -H  en  a  (  I  —  o  A2  sn^  «  )  0 

A2  cn2-2a 


u 


7  0      ,      1  A^cn^-ia  ,       ~\ 

-+-  A-  sn3  a  dn  a r—- sn  «  dn  o    sn  u  dn 

dn-2a  J 

r  .,  ,       .        A^cn^sa         T 

—    cnao-—  snadnao -— en  a    en  m. 

L  dn22rt  J 

Or,  en  faisant  successivement  a  =  o,  puis  «  ^  K,  on  tire  de  là 
les  équations 

cnu z" —  D„  cnuz'  —  [A^  sn^»  en  u  —  snu  dnuo  -f-  (  o^  —  A^  )  en  ii]z  =  o, 
sn  «  dn  uz" —  D„  snu  dnuz' —  [en  «0  -+-  sn  ?<  dn^/o^]  ;:  =  0; 

ce  sont  précisément  les  relations  en  X,  et  Y,  des  paragraphes 
XXV  et  XXVI,  en  supposant  dans  la  première  S  =  S,  et  dans  la 
seconde  0  =z  —  o[. 


siii  yi  Ki.yi  Ks  Ai'iM  icvrioNs  i»i:s  fonctions  li.i.ii'Tiol  es,  3J9 

\\\l\  . 

Les  fonrlioiis  iluiililrinont  pt-riodiqnos  de  seconde  espèce  avec 
tiii  |((Mf  ->iin|ilc.  <]n  un  puiirrait  iioiiimei'  tuiipolaires.  donnenl, 
comme  nous  l'avons  vu,  la  solution  découverte  par  Jacnln  du  pio- 
hlème  de  la  rolalioii  d Un  corps  aiilour  d  un  |»(iiiii  fixe,  lorsfju'il 
n'y  a  pas  de  forces  accfdéralrlft's.  ( '.o  mêmes  qnanlilés  s'ollrenl 
encore  dans  une  iiutic  (jueslion  mécani(pie  1  inporliinlc,  la  recherche 
de  la  figure  d  «■«pijhhrf  d  nii  ^t■■^^(l|•l  soumis  à  des  forces  fjuel- 
conques,  que  je  \ais  traiter  succinctement.  Ou  >;iil  que  Binet  a 
réussi  le  premier  à  ramener  aux  (piadraturcs  lexpression  des 
coordonnées  d*-  Télasticpie,  dans  le  cas  le  plus  général  où  la  courbe 
est  à  double  courbure  [Comptes  rendus^  t.  XVllI,  p.  iiio,  et 
t.  XIX,  p.  i).  Son  analyse  et  ses  résultats  ont  été  immédiatement 
beaucoup  simplifiés  par  Wanlzel  ('),  et  j'adopterai  la  marche  de 
léminent  géoujètre  en  me  pro|)Osant  de  conduire  la  question  à  son 
terme  et  d  obtenir  explicitement  les  coordonnées  de  la  courbe  en 
fonction  de  Tare.  Mais  d'abord  je  crois  devoir  considérer  le  cas 
particulier  où  l'élastique  est  supposée  plane  et  où  l'on  a,  en  dé- 
signant l'arc  par  s  {Mécanique  de  Poisson,  t.  I,  p.  608), 

,  2  c-  dx  ,  (  3  a  .r  —  .r -  )  dx 

as  =  -^=^1=^^^^^=  5  djy 


\J \  c»  —  {lax  —  X-  f  \/ \  c'*  —  ('lax  —  x-  )- 

Soit  alors 

X  ^  a  —  J-j. c-  —  a^  J  i  —  X"-,         />'2  =  - 

on  obtient  facilement 

c  d\ 

ds   =: 


4c-^' 


v/(i  — X'-)(i  — A-2X2) 
'5  —  s 


de  sorte  qu'on  [teul  prendre  X  =  sn  ( ^  j  -,  Sq  étant  une  cons- 

tante  arbitraire.  Mais  il  est  préférable  de  faire  X=:  sn  ( ^  +  K  j  ; 

(')  Wantzkl,  enlevé  à  la  Science  par  une  mort  prématurée  à  l'âge  de  87  ans, 
en  i84o.  a  laissé  d'excellents  travaux,  parmi  lesquels  un  Mémoire  extrêmement 
remarquable,  sur  les  nombres  incommensurables,  publié  dans  le  Journal  de 
l'Ecole  Polytechnique,  t.  XV,  p.  i5i,  et  une  Note  sur  l'intégration  des  équations 
de  la  courbe  élastique  à  double  courbure  {Comptes  rendus,  t.  XVIII,  p.  1197). 
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nous  parviendrons  ainsi  à  des  expressions  mieux  appropriées  au 
cas  important  qui  a  été  considéré  par  Poisson,  où  c  est  supposé 
une  ligne  dont  la  longueur  est  très  grande  par  rapport  à  a,  s  et  x. 
En  premier  lieu,  les  formules 


en  (  3  -4-  K  )  =  —  k' 


suc 


(liic 


donnent,  pour  l'abscisse, 


5  —  S 


a"  =  rt  -H 


v/4 


sn 


l\c'  —  a  * 


•2C 


C         / 


du 


.s-   —    A'o 


La  valeur  de  l'ordonnée,  à  savoir 


ic^y 


=    l  (lax  —  X-)  ds  =   I      «2  _ 


(2c5_  a2)cn2 


■fo 


k")!  rfi, 


s'obtient  ensuite  immédiatement  en  employant  la  relation 

r    A-2  cn2  ( -  ^  K  )  ^c  =  r-  G  n-  D;  lo-  Al  (  s  )3 . 

^    0 

Or  ces  formules  conduisent  comme  il  suit  aux  développements 
de  X  et  j/"  suivant  les  puissances  décroissantes  de  c.  J'emploie  à  cet 
effet  la  série 


sn  z 


r: Z'^  H Z^  ■ 

6  I20 


et  je  remarque  qu'en  désignant  par  F„(/,)  le  coefficient  de  ;'-"+', 
qui  est  un  polynôme  de  degré  n  en  /c-,  on  a  la  relation  suivante  : 

F„(A-')  =  (-i)"F„(A-). 

Nous  en  concluons  facilement  pour  /)  ])air  l'expression 

F„  (  A- 1  =  ao  -H  a  1  ( /./> '  )-  -h  aj ( /.A'  )'•-+-...  -h  a,     (  kk' )" , 

-  n 
2 

et  pour  n  impair 

F„{k)=^(k^--k'^-)[^,+  '^,{kk'y^.. 

Cela  étant,  les  formides 


^. 


„__,a/>')'->| 


kn'^=',-^ 

4  ibc* 


et 


A2_A2: 


Cl- 


ic- 
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monlreiil  (|iip  Ir  It-rine  général  F,^  (Â")^^""^' ,  (jiii  est  de  I  ortlre    .„^|  > 

lursqii  i>ii  rcmpl.icc  r  [);ir' -<  (l«'\i<'nl.  si  I  on  sii|>|»()st'  //  impair, 

de  l'ordre  — — -•  Nous  pourrons  donc  «'•crire,  en  néi;liireant  —  dans 
la  parenthèse, 


a:  =  rt  H 


>>  —  (/•  r  a^-(s--so)'^        (^  — vo)^ 


RI                    (•     1     r                v/|  c<  —  a'  n* 

emplaronsenlinleiactour  ^^-î par  i  —  — -,  >  et  prenons 5o  ^a: 

il  viendra,  avec  le  même  ordre  d'approximation, 


s  —  n 
a"  =  s 

l: 


\'\(s  —  a  y  —  ioa*(5  —  a)^-^  i5«>]. 

i-ioc-'- 

Le  développenienl  de  c'-y  résulte  ensuite  de  l'équation 


—  r.i  -i 


3  .  ") 


'  •  7  ■  1» 
i  —  a 


mettant au  lieu  de  z  cl  (léterminant  l;i  constante  amenée  par 

rinlégralion  de  manière  (|u  ou  ail  j'  =  o  pour  s  =^  «,  on  en  tire, 
par  un  calcul  facile, 

•^  6  420C*      •-    ^  /  -i        .  I  J 


Le  second  membre,  dans  cette  expression  de  l'ordonnée,  est  exact 
aux  termes  près  de  l'ordre  —  ?  comme  la  valeur  trouvée  pour 
l'abscisse. 


XXXV. 

l^es  équations  diUerentielles  de  l'élastique,  dans  le  cas  le  plus 
général  où  la  courbe  est  à  double  courbure,  se  ramènent  par  un 
choix  convenable  de  coordonnées,  comme  Ta  remarqué  Wantzel, 
à  la  forme  suivante, 

z  x" —  z  x'  =^  y. y' —  3  37, 
x' y"  —  x" y  ^  'Xz'-r-'(, 
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OÙ  .2^',jk'i  ^' '  ^"i  y"-!  ^'  désignent  les  dérivées  par  rapport  à  l'arc  s 
de  X,  jKi  2  et  a,  |j,  y  des  constantes  dont  les  deux  premières  sont 
essentiellement  positives. 

Cela  étant,  j'observai  en  premier  lieu  que,  si  on  les  ajoute  après 
les  avoir  multipliées  respectivement,  d'abord  par  x' ^  y' ,  z' ,  puis 
par  x",  y",  z" ,  on  obtient 


c((  x'^-  -h  /2  _i_  --2  ) _^  {u^y  —  xy)  +  'fz'  =  o, 

a{x'x"  +  yy"^z'z")  +  ^(x'y  -  xy" )  -  -'^"  =  o. 


Or  la  première  de  ces  relations  donne,  par  la  différentiation, 

iv.{x'  x"  ^  y  y"  -~  zz")  -^  i^(:r"y  —  xy")  +  '(z"=o; 

nous  avons  donc 

x'x"-hyy"+z'z"=o, 
d'où 

x''^ -{- j'- -+-  z'-=  consl., 

et  l'on  voit  que,  en  prenant  la  constante  égale  à  l'unité,  on  satisfera 
à  la  condition  que  l'arc  s  soit,  comme  on  l'a  admis,  la  variable  in- 
dépendante. 

Cela  posé,  et  après  avoir  écrit  les  équations  précédentes  de  cette 
manière, 

^(xy-x'y)=yz'-i-oi,  P(xy-x"y)  =  -  z'\ 

j'en  déduis 

^[{xy -  x'y)z"-  (xy"-  x"y)z']  =  y.z"; 

mais  le  premier  membre,  étant  écrit  ainsi, 

?[(y^"-yz')-v  +  {z'x"-z"x')y], 
se  réduit  à 

PK^Lx' -h  ^y)x  -\-  (ccy' —  ^^  }y\  =  x''^{xx'  -hyy), 
de  sorte  que  nous  avons 

i^{xx'  +  yy)^z", 

puis  par  l'intégration,  en  désignant  par  o  une  constante  arbi- 
traire, 
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Soit  iiiiiinlenant  z'  =: 'Ç  ;  nous  remplarerons  le  système  des  é(|ua- 
tions  à  inlégrcr  \y.ii-  rdlcs-ci. 

Or  ridciililé 

donne  on  |)roniier  lieu 

el  Ton  trouve  ensuite  facilement 

ar'-H  iy  _  ^'+  tÏY^  -+-  g) , 
.r  -.-  f  j  2(^  —  0;      ' 

ces  résultats  obtenus,  les  expressions  des  coordonnées  en  fonction 
de  l'arc  s'en  déduisent  comme  il  suit. 
Soient  a,  ù,  c  les  racines  de  l'équation 

o.  [3  (  ^  —  0  n  I  —  r  2  )  -  (  y:;  +  a  j2  =  G, 

de  sorte  qu'on  ait 

Désignons  aussi  par  Ço  "^e  des  valeurs  de  s,  qu'on  doit,  d'après  la 
condition  x'-  -hy'-  +  ^-  ^^  i ,  supposer  comprise  entre  +  1  et  —  i . 
Le  facteur  ^  étant  positif,  comme  nous  l'avons  dit,  le  polynôme 
2|3(^  —  Cl)  {X  —  b)  ("Ç  —  c)  sera  négatif  en  faisant  "C,  =  ^o-  Mais  il 
prend  pour  ^  =  4-1  et  ^  =  —  i  les  valeurs  positives  (y  +  a)- 
et  (y  —  a)-  ;  par  conséquent,  les  racines  a,  b,  c  sont  réelles,  et,  si 
on  les  suppose  rangées  par  ordre  décroissant  de  grandeur,  a  sera 
compris  entre  +  i  et  ^or  b  entre  t^o  et  —  •  1  et  c  entre  —  1  et  —  x>. 
Remarquons  aussi  que,  ayant  pour  ^  =  î^  un  résultat  positif,  il  est 
nécessaire  que  cette  constante  0  soit  supérieure  à  a  ou  comprise 
entre  b  et  c.  Mais  la  relation  x-  -tr y-  =  ^{K  —  0)  montre  que  la 
seconde  hypothèse  est  seule  possible,  car  dans  la  première  x-  +JK^ 
serait  négatif.    Cela  posé,  puisque  ^  a  pour  limites  a  et  6,   nous 
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ferons 

Ç  =  a  — (a  —  b)V'-; 


soient  encore 


a  —  c  a  —  c 


on  aura 

(l  —  a)  (Z  —  b)  (l  —  c)  =  —  (  a  —  by-(a  —  c)U'-(  i  —  U^  )  (i  —  A-'-U^), 

et  de  l'équation 

ç'2  =  -_2«fç_a)(r--&)(::  — 6) 

nous  conclurons 

U'2=  ^^i^I^(,  — U2)(i-A-2U5). 


Faisons  donc   n  ={/ —',  puis,   en  désignant  par  s^  une 

constante,  a  =  n(s  —  .So),  on  aura 

U  =  sn?;,  Z  =  a  —  (a  —  b)sn-u, 

et  par  conséquent 

) 


n(  z—  Zo)  —   I      l  c/n  =  \a  —  (a  —  c)—  \  a  ^  (a  —  c)  —-— 


)' 


Zq  étant  la  valeur  arbitraire  de  z  pour  a  ^=  o. 

Considérons,    pour  obtenir  la  valeur  de  x-\--iy,    l'expression 

-rr^ — ^i »  qui  en  représente  la  dérivée  lograrithmique.    C'est 

une  fonction  doublement  périodique  de  la  variable  «,  ayant  pour 
pôles  d'une  part  k  =  iK'  et  de  l'autre  les  racines  de  l'équation 
'C,  ~  0  =  o.  Mais  des  deux  solutions  u  =  dz  o)  qu'on  en  lire  une 
seule  est  en  effet  un  pôle,  comme  le  montre  la  relation 

d'où  l'on  déduit 

en  faisant  V  ^  0.  Il  en  résulte  que,  si  nous  prenons  pour  «  =  to 
la  valeur  ^  =  -j-  f^yo  +  a),  on  aura 

r  =  — i(-[8-ha.)  pour  u'z= — w, 
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la  ilérivée  chanj^eaiit  de  si^ne  avec  la  variable.  En  même  temps  on 
Sdil  ([lie  le  résidu  de  la  loin  iimi  (|iii  coiresnoud  an  imMc  // ^  d) 
est  -r  //  ;  le  résidu  relatif  à  I  autre  \)Me  u=  /R'  est  donc  — //,  et, 
par  la  décomposition  cncicmcul-'  >muj)Ics,  nous  obtenons 


■i{^—  0) 


=  // 


e  (  a  )        H  iu  —  iu)] 


La  constante  A  se  dctcnninc  en  supposani  u  =  o  ou  "^  =  0,  ce  rpii 
donne  iminédialemciit 


A  = 


i n(a^  -h  ol)        Il ' ( <o  ) 


a 


Il  (co/ 

et  l'expression  cherchée  se  conclut  de  la  relation 

>à'(  n  } 


DJog(j"-t-  t>)  =  nD„log(a:-i-t>) 


(-)  (  a  ) 


w  { Il  —  oj  )  n 

H  (  M  —  10  ;  J 


au    moyen    d'une    fonction   doublement    périodique    de   seconde 
espèce 


X 


iy  =  {x^-+-  iyo )  ■ 


fc>(  aj  1J(  w  j 


Dans  cette  formule,  Xq  et  yo  désignent  les  valeurs  que  prennent 
X  et  y  pour  //  ^  o  ;  elles  sont  liées  par  l'équation 

et  ne  contiennent,  par  conséquent,  qu'une  seule  indéterminée.  En 
y  joignant  les  constantes  ^o>  -^o  et  O7  on  a  donc  quatre  quantités 
arbitraires  dans  l'expression  généraledescoordonnéesdelélastique. 
A  l'égard  de  0,  nous  avons  vu  que  sa  valeur  doit  rester  comprise 
entre  ^  et  c  ;  de  là  résulte   que  sn-to,  déterminé  par  la  formule 

o  «  —  5  1  ■      •  i       r\  •       ■ 

sn- lu  ^ T'  a   pour   limites  1   et-r-*  '-'n   peut  écrire   par  suite 

a  —  V  '  A-  '  ^ 

eu  =  K  +  /u,  u  étant  réel,  et  poser 


X 


iy  =  (^0-1-  ^>o) 


0(o)  Hif/u  —  u  )e> 


*à(  u)  Hi(  i'j  ) 
Changeons  i  en  —  i,  ce  qui  change  \  en  —  a;  on  aura 


X  —  iy  =  (xq—  iyo  ) 


0Co)H,(j'j  -+-  u)  é'->" 
fc)(«;  H]  (tu  j 
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et  ces  relations,  jointes  à  celle  qui  a  été  précédemment  obtenue,  à 
savoir 

donnent  la  solution  complète  de  la  question  proposée. 


XXXVI. 

Les  expressions  des  rayons  de  courbure  et  de  torsion.  R  et  ;■,  se 
calculent  facilement,  sans  qu'il  soit  besoin  d'employer  les  valeurs 
des  coordonnées,  et  comme  conséquence  immédiate  des  équations 
diflerentielles 

f       tf  n       r  '     .      n 

y  z  —y    z  =  %x  -T-3^, 


Z    T 


y.  y  —  ix. 


X  y  —  X  y  =  ■x  z  —■;. 

On  trouve,  en   etïet,   après  les  réductions   qui  s'oflrent   d'elles- 
mêmes, 

I 


R 


=  2;i(r  — 01  —  72—  a2 

=  2  3[«  —  ô  —  (  a  —  6  )  sn^if]  -f-  Y"—  ^'"î 


puis 


XXX 

y  y"  y 


.3(^  -  2)  -  ^(a3  ^  Y)  ^  ^(ï--  ^-), 


et.  par  conséquent, 

I        a3(r 


:_5)_3ia3  +  Y)-^='(- 


==-) 


2  J  (^  ^  0  )  —r-  Y ^  " 


Cette  exj)ression  du  rayon  de   torsion  conduit   naturellement    à 
envisager  le    cas  particulier  où  elle  devient   indépendante   de  "Ç 

et  a  la  valeur  constante  /'  =  -•  La  condition  à  remplir  à  cet  eflet 

a  '■ 

étant 

2  3(ao  -f-  y)  —  ol(-(-—  'x^- )  =z  o. 

je  remarque  que.  en   remplaçant  lindéterminée   ^  par  —  -,  dans 
l'ésfabté 


2p(r  — o)(i  — ^2)  — (Yr^:ti2  =  -23(r  — a)(:-6ur  — c\ 
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le  résultai  peiil  s'écrire  ainsi 

(y*—  a-  •  I  -^.3(20  -H  Y>  —  ^(v*—  ^*)J  =  2[i(Y  -f-  aa  )  (  Y  -f-  ^x)  (  Y  -l-  ca), 

par  où  I  un  soil  que  Tune  des  racines  (i,  h,  c  est  alors  égale  à  —  -• 
Mais  notre  condition  donne 


ainsi  I  ou  iloil  poser 


a»— Y* 


a-  —  ''"- 
8  H — î-  =  a^  b  ou  c, 


et  voici  la  C(»nsé(|ueace  reinarquahlc  qui  résulte  de  là.  Nous  avons 
trouvé  tout  à  l'heure 

^  =  -2?[«-o-(a-6)sn2Mj-i-Y2-a2, 

ou  plut()l 

^  =  2.3  {ci  -  0  -  ^-^^  -  -i^ia-  b)  sn^u; 

or  celle  expression  montre  que  le  premier  cas,  oii  l'on  suppose 

.       y.'  —  t 

doit  être  rejeté,  comme  conduisant  à  une  valeur  négative  pourR-. 
Mais  les  deux  autres  peuvent  avoir  lieu  et  donnent  succes- 
sivement,  en  employant  la  valeur  du   module  A-  = 


a  —  c 


-r—  —  -i^iia  —  b)  en- a, 
II-  ' 

-j—  —  ■i.'iia  —  c)  dn-u. 

Le  rayon  de  courbure  devient  donc,  comme  les  coordonnées 
elles-mêmes,  une  fonction  uniforme  de  l'arc,  en  même  temps  que 
le  rayon  de  torsion  prend  une  valeur  constante.  Ces  circonstances 
remarquables  me  semblent  appeler  l'attention  sur  la  courbe  qui 
les  présente  ;  mais  ce  serait  trop  m'élendre  d'essayer  d'en  suivre  les 
conséquences,  et  je  reviens  à  mon  objet  principal,  en  donnant  une 
dernière  remarque  sur  la  formation  des  équations  linéaires  d'ordre 
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quelconque  dont  les  intégrales  sont  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  seconde  espèce,    unipolaires  (' j. 

XXXVII. 

Soit,  comme  au  paragraphe  XXX  (p.  347), 

r-,     S'ti,»-\ 
•^^"-'^       H(a)e(w)       ^ 

désignons  par fi(u)  ce  que  devient  cette  fonction  quand  on  y  rem- 
place les  quantités  m,  A  par  co,,  A/;  nommons  enfin  [jl/  et  ^'-  ses 
multiplicateurs.  Si  l'on  pose 

y  =  Ct  fi(  u)  ^  C2  fiiu)  -{- . .  .-¥-  C„f„{u), 

l'équation  difîérentielle  linéaire  d'ordre  «,  admettant  cette  expres- 
sion analytique  pour  intégrale,  se  présente  sous  la  forme  suivante  : 

y  fl(u)      fi  (il)       ■■■       fn(ll) 

y'         f'u(u)       f,iU)        ...        fn(u)       ^^ 


yn     f'iiu)     f!{(a) 


/;/(«) 


D'après  cela,  j'observe  que,   le  déterminant  étant  mis  sous  la 
forme 

les  coefficients  <ï>/( m)  sont  des  fonctions  de  seconde  espèce,  aux 
multiplicateurs  ;j.,  [x.,  . . .  u«,  [ji.',  \k.,  . . .  jj.,',,  ayant  le  pôle  u  :=  o,  avec 
l'ordre  de  multiplicité  n -\-  i,  saufie  premier  $o(?^),  où  l'ordre  de 
multiplicité  est  n.  C'est  ce  qu'on  voit  immédiatement  en  retran- 
chant la  seconde  colonne  du  déterminant  de  celles  qui  suivent, 
attendu  que  les  différences  /^(/f) — J\(u),  J\{u) — f\{(i-)i  •  •  •  ■> 
ainsi  que  leurs  dérivées,  ne  sont  plus  infinies  pour  u  =  o.  Nous 
pouvons  donc  poser,  comme  je  l'ai  fait  voir  ailleurs  [Sur  V inté- 


(')  On  doit  à  M.  de  Saint-Venanl  un  travail  important  sur  les  flexions  consi- 
dérables des  verges  élastiques,  que  l'éminent  géomètre  a  publié  dans  le  Journal 
de  Mathématiques  de  M.  Liouville  (t.  IX,  \%[\[\),  et  auquel  je  dois  renvoyer; 
je  citerai  aussi,  sur  la  même  question,  un  Mémoire  récemment  publié  par 
M.  Adolphe  Steen,  sous  le  titre  :  De  elastike  Kurve,  og  dens  anvendelse  i 
bôjningstheorien,  Copenhague,  1879. 
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}irati(tn  de  Véqualion  dijfri enticUe  <lr  Lditié^  dans  It^  Jourunl 
de  M.  liorchardt,  t.  lAWIX.  |).  lo), 

Gci  U  in  —  «1  )  H  I  //  —  (t.,  i .  .  .  \\[  u  —  a„  )  ef"" 


*o(")  = 


ll"(  u  ) 


les  qiuinlilés  Go,  got  «i  t-tant  des  constantes,   [)uis  d'une  manière 
seniblal)le  pour  les  coefficients  suivants, 

Gi  H  t  u  —  ft',  )  \l  {  Il  ~  ff'.,    .  .  .  \\{  Il  —  ni, 4. ,  )  eA'.« 
*/(  "  '  =  ' ri 7 -^—^ 

Il   en  résulte    quen    décomposant   en  éléments  simples  les  quo- 
tients  T^ -,   (lui  sont  <les  fonctions  doublement  périodiques  de 

première  espèce,  on  aura 

«!>/(»»  A,   Il  1?/  —  ai)         X.ll'iu  —  rt)  ) 

— — —  =  corisl.  H n —n —  -+-•■■ 

Vo{u)  n(  u  —  et]  )  Il  t  u  —  a^) 

A„  H  (  «  —  a„  )        A„  ll'i  U) 

l\{  Il  —  a„)  H  (  u  ) 

avec  la  condition 

Ao  =  —  (  A,  H-  A 2 -4- . . . -i-  A„  ). 

C'est  donc  la  généralisation  du  résultat  trouvé  au  para- 
graphe XXV m  (p.  •l'{3)  pour  les  équations  du  second  ordre, 
et  il  est  clair  qu'on   peut  encore   écrire 

*/  (  u)  A  I  s  n  a  1 

const 


'pQ(a)  snusniu  —  «i  ) 

A)  sn  a.^  A„  sn  a„ 


sn  u  sn(u  —  a^  )  sn  u  sn  {u  —  a„  ) 

La  détermination  des  constantes  Ai,  Ao,  ...,  qui  entrent  dans 
ces  expressions  des  coefficients  de  l'équation  linéaire,  par  la  con- 
dition que  les  solutions  soient  des  fonctions  uniformes,  est  une 
question  difficile  et  importante,  que  je  n'ai  pas  abordée  au  delà  du 
cas  le  plus  simple  de  «  ^  2;  je  me  borne  à  donner  la  forme  ana- 
lytique générale  de  ces  coefficients  et  à  observer  que,  chacune  des 
fonctions  y'/i  m)  contenant  deux  arbitraires,  l'équation  différentielle 
en  renferme  en  tout  2/1.  Les  remarques  que  j'ai  à  présenter  ont 
un  autre  objet,  comme  on  va  le  voir.  Je  me  suis  attaché  à  cette 
circonstance  que  présentel  équationdeLamé,  >  "^  (2A'-sn-  u  -t-  h')y, 
H.  —  m.  24 
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de  ne  contenir  aucun  point  à  apparence  singulière  ;  elle  m'a  paru 
donnei  l'indication  d'un  type  spécial,  à  distinguer  et  à  caractériser, 
de  manière  qu'on  ait  ses  analogues,  si  je  puis  dire,  pour  un  ordre 
quelconque.  Introduisons  donc  la  condition  <ï>o('^)  =  const.  pour 
amener  la  disparition  des  points  à  apparence  singulière  ;/=«), 
r/o,  . . . ,  a„,  et  posons,  à  cet  effet,  les  n  -\-  1  conditions 

«1  =  0,  «2=0,  ...,  rt„=0,  ^0=0- 

.l'observerai,  en  premier  lieu,  que,  dans  ce  type  particulier 
d'équations,  le  nombre  des  arbitraires  se  trouve  réduit  à  2/1— (n  +  i  ), 
c'est-à-dire  à  /?  —  i.  ,)e  remarque  ensuite  que,  les  fonctions  <!>/(«) 
ayant  toutes  les  mêmes  multiplicateurs,  ces  multiplicateurs  seront 
nécessairement  l'unité,  puisque  l'une  d'elles,  <i>(,(w),  est  une  cons- 
tante. C'est  dire  qu'elles  deviennent  des  fonctions  doublement 
périodiques  de  première  espèce,  ayant  pour  pôle  unique  u  =  o, 
avec  l'ordre  de  multiplicité  maximum  /?  +  i .  Nous  avons,  par 
conséquent,  l'expression 

<i>i{u)  =  a-i-  b—^, h  c  D,,^:^ h... H- A  D;',-' 


sn- u  sn-«  sn- u 


que  la  considération  suivante  va  nous  permettre  encore  de  sim- 
j)lilîer. 

Et,  d'abord,  il  résulte  des  expressions  de  ^(,{u)  et  <I>,(^/),  sous 
forme  de  déterminants,  qu'on  a,  en  général, 

<iJi(  //)  =—  r»„  <i^„(  u). 

La  condition  $„('0^=  const.  donne  donc 

^i(  u)  —  o, 

et  l'on  voit  cjue  l'équation  d'ordre  n,  analogue  à  celle  de  Lamé,  a 
la  forme 

JK"  -+-  *•:  (  ")y"~-  -^  •  .  •  -^  *«  (  «)j'  =  o- 

.le  ferai  maintenant  un  nouveau  pas  en  appliquant  l'un  des 
beaux  tliéorèmes  donnés  par  M.  Fuchs,  à  savoir  que  le  point  sin- 
gulier effectif  u  =  o  doit  être,  dans  le  coefficient  $/(«),  un  pôle 
dont  l'ordre  de  multiplicité  ne  dépasse  pas  i,  pour  que  l'intégrale 
de   l'équation   différentielle    soit    une    fonction    uniforme    de    la 
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varial)le.  On  a,  en  conséi|uence,  les  expressions  suivantes  des 
coeflirit'nls,  en  remplaçant  //  par  u  -\-  fK',  afin  de  nous  riip[)i()clKT 
autant  ipie  possililc  dt^  r<'(piati<)n  de  F.anié, 

«!>.(«)  =  ay-t-  a,  su-  j/, 

«l>j(«)  =  ^y-H  ^1  sn^H  4- ^,0,,  snî«, 

*., ( u)  =  '(o-i-  Yi  sn- «  H-  Yî  D„  SU''  u  -+-  ys  0?^  sn*  m, 


I.a  question  de  déterminer  les  constantes  a^,  a,,  . . . ,  de  manière 
à  réaliser  coinpiclement  la  condition  (jue  1  intégrale  soit  une 
fonction  uniforme,  ollre,  c(jmine  on  le  voit,  beaucoup  d'intérêt. 
Elle  a  fait  le  sujet  des  reciierches  d'un  jeune  géomètre  du  talent  le 
plus  distingué,  M.  Mittag-Leffler,  professeur  à  l'Université  d  ilel- 
singfors,  et  je  vais  exposer  les  résultats  auxquels  il  est  parvenu. 

XXXVIII. 

Considérons  en  premier  lieu  les  équations  du  troisième  ordre, 
que  nous  savons  devoir  contenir  deux  constantes  arbitraires.  Elles 
présentent  deux  types  distincts,  et  l'un  d'eux,  découvert  anté- 
rieurement par  M.  Picard,  a  offert  le  premier  et  mémorable 
exemple  de  l'intégration  au  moyen  des  fonctions  elliptiques  d'une 
équation    dilTérentielle    d'ordre    supérieur  au    second   (').    C'est 

l'équation 

y"4-(a-6/.-2sn2«)jK'-4-  ^y  =  o, 

a  là  quelle  on  satisfait  de  la  manière  suivante. 
Soit 

et  posons,  comme  au  paragraphe  V, 

Q    =  /,-2  5n2  Oi — , 

û,  =  /,-2  sn  w  en  (X)  fin  oj. 


iio  =  /^'^  sn^  w ^ : sn2  to 


■i.  (Jc-^-h  A-i  )      ,  7  —  n  /.-^  -+-  7  A 


4 


3  45 


(')  Sur   une    classe   d'équations    différentielles    [Comptes   rendus,    t.    XC, 

p.    128). 
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de  sorte  qu'on  ail,  pour  u  ==  i'K'H-  e, 

C  désignant  un  facteur  constant.  Les  quantités  to  et  A  se  déter- 
minent au  mojen  des  relations 

3(À2—  Q)-|-  a—  •2(i-+-/-2)  ^  o, 
2À3— 6AQ  —  4O1— 3  =  o, 

et  il  a  été  démontré  par  M.  Picard  qu'elles  admettent  trois  sys- 
tèmes de  solutions,  d'où  se  tirent  trois  intégrales  particulières  et 
par  conséquent  l'intégrale  complète  de  l'équation  considérée. 

Le  second  type  qu'il  faut  joindre  au  précédent  pour  avoir,  dans 
le  troisième  ordre,  toutes  les  équations  analogues  à  celle  de  Lamé 
est 

y"-f-(a  — 3A-2  sn2«)y-f-(p-4- Y/.-2  sn^;/  —  3  A-2  snu  cnu(h\u)y  =  o, 

avec  la  condition 

3iu  — 1  — /,■'-)-+- f-=  o. 

11  présente  cette  circonstance  bien  remarquable  que,  dans  les 
trois  intégrales  particulières,  la  constante  A  a  la  même  valeur,  à 
savoir  :  A=  —  -7-  Cela  étant,  to  s'obtient  par  la  relation 

2X3—  À(3ii  — I  — A-2)  —  Oi—  [i  =  o. 

En  passant  maintenant  au  quatrième  ordre,  on  obtient  quatre 
équations  A,  B,  C,  D  avec  trois  constantes  arbitraires,  et  pour 
chacune  d'elles  les  constantes  to  et  A  se  déterminent  ainsi  que  je 
vais  l'indiquer. 

A. 

j^iv_^(a_i2A-2sn2;i)j"-+-  3/ -f- (7  —  0  A'^  sn^  «)j'  =  o, 

avec  la  condition 

2a  —  8(i-f- A-2)-t-  S  =  o. 

Les  relations  entre  (o  et  ).  sont 

4À3—  À(i-20-(-  0)  —  8Û,+  [i  =  o, 

goX^  —  (54oQ  ■+-  i5o)À2—  720Q1À  —  270Q2-1-  i5oO 

—  Soy  — ioo(n- A-2)-h48(i  — A-^-f- A-i)  =  o. 
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15. 

r'"-^  (a  —  8/î  sn^M)  k'-H  (^  -i-  Y  A*  sn^  u  —  8/^  su//  end  du  //  )/' 

-^  C5  -+-  ïX-  sn-/i  —  -;/-  su  «  en  //  dn  «)_^'  =  o, 

SOUS  les  conililions 

4  e  =  Y*,        y'-^-Sy^*  — "^  —  2AM-hi6  3  =  o. 
On  a  ensiiilc 

48(Xî— Q)-(-i2Xy  _^..^4a-^-3Y''— r)4(i-i-/.-2)  =  o, 

laoX*—  7AOÀ2Û  —  f)()oXû,—  36oi2,—  6o(X2—  3XQ  —  ^.Q,  )y 

—  I  JC/.î— 1>)Y-— I2O0  —  io(i  -(-  A-2»y''-i-  64(1  —  A-2-H  A-i)  =  o. 

C. 

j'^'-t-Ca  —  6k-sn^  ujr" -\-{^  —  12  A-  sn  u  en  u  un  u  ) y'  -^  {^(  -~  o  /c-  sn-  u  ) y  =  o, 

avec  la  relation 

i.:,v_e2_,,.o[a  — 4(i-}-A-2)]  ^  o. 

Les  équations  en  co  et  A  sont 

6(X2  — Q)-+-2a-i-o  —  4(I-^  A-î)  =  o, 
9/A3  — X(6Q  —  0)  — 4Q1  —  (3  =0. 

D. 

^■>-  -+-  (  a  —  4  A-2  snî  M  )r''  -f-  (  3  -^  Y  A-  sn^  //  —  8  A-2  sn  u  en  //  d  n  /<)  y' 

-h  ( 0  -^  ■  A-  «n-  //  —  8  A*  sn* /^  +  '(  A^  sn  a  en  /t  d n  /<  )^  =  o. 

On  a  entre  les  constantes  les  deux  conditions 

8a  — 32(n-A-2)^  4£^-Y'=0' 

Ce  dernier  cas  présente  un  second  exemple  de  la  circonstance 
remarquable  qui  s'est  offerte  dans  l'une  des  équations  du  troisième 
ordre,  la  quantité  A  ayant  dans  toutes  les  intégrales  particulières 

la  même  valeur,  à  savoir  À  ^  — y-  L'équation  en  o)  est  ensuite 

90X1— iSTa-^— Q)[3s  — 8h-4-A-2)]  — 36oX2Û  — 360XQ1 

—  90 Û2  —  900  —  3o£h  -^  A-)  -i-  16(11  -1-  4  A--;-  1 1  A-*)  =  O. 
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XXXI X. 

Les  recherches  dont  je  viens  d'énoncer  succinctement  les  pre- 
miers résultats  ont  été  étendues  par  M.  Mittag-Lefiler  aux  équa- 
tions linéaires  d'ordre  quelconque,  dans  un  travail  qui  paraîtra 
prochainement.  [Annali  di  Mathematica,  II,  t.  XI,  1882,  p.  65.) 
Il  sera  ainsi  établi  que  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  conduit 
aux  premiers  types  généraux,  après  celui  des  équations  à  coeffi- 
cients constants,  dont  la  solution  est  connue  sous  forme  explicite. 
L'équation  de  Lamé 

D|7=:  [nin  -+- i)A-2  sn2.r  4-  h]y, 

ayant  été  l'origine  et  le  point  de  départ  de  ces  recherches,  doit 
d'autant  plus  appeler  notre  attention,  et  j'y  reviens  pour  aborder 
un  second  cas,  celui  de  ;/  =  2,  en  me  proposant  d'en  faire  l'appli- 
cation à  la  théorie  du  pendule.  Je  traiterai  ce  cas  par  une  méthode 
spéciale  que  j'expose  avant  d'arriver  au  cas  général  où  le  nombre  n 
est  quelconque,  afin  de  réunir  divers  points  de  vue  sous  lesquels 
peut  être  traitée  la  même  question.  Reprenons  à  cet  effet  l'équation 
considérée  au  paragraphe  XXX  (p.  347)  et  dont  nous  avons  ob- 
tenu la  solution  complète,  à  savoir 

^„  r  sn  a  snè  1  ^ 

J)  2   y  _|_   D      y 

"•^        [sniisn(//  —  (/ )    '    sn?isn(»,  —  b)\     " "^ 

r  A  sna  B  SI)  6  i  ^~\ 

-h 1 -, r-    r-    C2       y  =  O. 

L  s  11  a  sn  (  w  —  a)        s  11  «  s  n  (  //  —  o)        sn"-  (  a  —  b  )  J 

Soit  «:^.r4-/K',  et  changeons  aussi  a  et  h  en  a -\- iYJ  et 
b-\-  i¥J ^  de  sorte  que  les  constantes  A  et  B  deviennent 

sna 

A-  =  — -, -, ; H  G, 

sn  6  sn(  a  —  0) 

^  =  '-^ ^-C- 

sna  sn(  6  —  a) 

L'équation  prendra  la  forme  suivante, 

^„  r  sn.T  sn.r  ~|  ^ 

Di  r  — \ ; r-     D  ^ y 

■^        Lsnasn(j-  —  a)        snysn(,r  —  o)j 

r  A  sn.r  B  sn.r  i  _,„"] 

—     -j-  ; 1 -, G^     y  =  o, 

Lsnasn(a^  —  a)        snbsn{x  —  b)        sn'^{a  —  b)  ]" 
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et  aura  pour  solution  la  loin  lion  de  scronde  espèce 

H   (.1 


r.      H  (I),  I 

f      —  ~  C  ^ 


les  cjuanlilés  w  cl  A  étant  dclerininécs  iiiaiiiltaanl   par  les  condi- 
tions 

•  Il  (/  rn  n  du  a  sn  (o 


).  -  c  = 


^uhs\M(t  —  bi  sua  «iirt  su  (  a -t- a>  ) 

sn  h  en  h  iln  /^  snfj 


snasn(6  —  «»  su  6  sn  A  sii( />; -r- w; 


Cela  posé,  considérons  le  cas  où  b  =^  — (t  ;  ou  liomc  aisément, 
en  chassant  le  dénominateur  sa'-x  —  <,n-a.  i'écjuation 

(sn- j-  —  sn-a  )  D^.  y  —  2  sna*  cnr  du./-  Dr)' 

snîj-  -r- C-     (  <n-.r  —  sii^a)  \  y  —  o. 

sn  a  \  sn-7.  a  ,  J  " 

Particularisons  encore  davantage  et.  observant  qu'on  a 

s  n  2  a 

faisons  disparaître  le  terme  en  sn-jc  dans  le  coefficient  de  y,   en 
posant 

■2  cna  dna  i 

sna  SI17.  rt 

Ce  coefficient  se  réduisant  à  une  constante,  léquation  précédente 
devient 

(sn-;r  —  sn-a)  D^y  —  2  sn.r  en  jt  dur  D.r  j" 

-+-  .>.['3/<-  sii*rt  —  2(1  -!-  /.-2  j  sn-a  -h\]y  =  o. 

Soit  donc,  pour  un  moment, 

^(x)  =  sn-x  —  <n-a: 

on  voit  qu'on  peut  l'écrire  ainsi 

^(x)  DJ.J  —  4»  1  arj  Dj:y  -h  4>"(  a)y  =  o, 
et  l'on  en  conclut,  par  la  différentiation, 

^(x)  D%y  —  [«Î>"(a7)  — *"(«  )]  D.rjK  =  o. 
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(le  résultat  remarquahle  donne,  en  remplaçant  Dj.y  par  z, 


oî^  =  [î^ 


(,r) 


z  =  (GÂ-^  sn'2.r  -+-  Gt^  sn^a  —  4  -  4  /,-?)2  : 


c'est  précisément  l'équatiou  de  Lamé  dans  le  cas  de  n  =  2,  la 
constante  qui  j  figure  étant  h  =  6/.-sn-rt  —  4  —  4/>'-  Nous  n'avons 
donc  plus,  pour  parvenir  à  notre  but,  qu'à  former  l'intégrale  de 
léquation  en  j)',  c'est-à-dire  à  déterminer  les  quantités  to  et  X  au 
moyen    des  équations  rappelées   plus   haut.    Introduisons,    à   cet 

edet,  les  conditions  b  =  —a,  C  = ;  on  en  tirera 

'  sua  sir>a 

successivement,  en  les  retranchant  et  les  ajoutant, 

sn2(.)                sn-a(>./.- sn^a —  i  —  k^) 
— ^ :; —  —  :, \ — l ' 

sn  M  en  fi)  H  11  (o 


s  ri  -  a  —  s  II  -  (o 


De  là  nous  concluons  d'abord,  pour  (o,  les  expressions  suivantes, 

sn^rt(2/i2  sn^a  —  I  —  k"-) 
sn^'jj  = 

cn2  to  =  — 

d  n  -  oj  =  —   ,  ,         ,  , , 

3  A-  sn*a  —  •;>'  i  ^-  A'^)  sn-«  -h  i 

On  a  ensuite 

sn^oj  cn2(,j  (In-oj         ('•^/■•-  sii^c/  —  i  —  /,  -  )  (  ik-  sn-rt  —  i)  (a  sn-a  —  i) 


3/.^ 

sn^rt 

—  ad 

-- 

A-2 

)  sn 

-a  -h  i  ' 

en* 

a(2k-^- 

sn 

2rt 

—  I 

) 

3/x2 

sn^rt 

-211 

— 

A-2 

)  sn-a  -+-  1  ' 

dn 

'*  rt  (  9.  ? 

n2 

a  - 

-u 

À2  = 


(  sn-rt  —  sn-  to  )■-  3/i2  sn'^a  —  'ii  i  -H  A'-  )  sn-a  -4-  i 


et  l'on  voit  que  les  constantes  sn-oj  et  )>-  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  sn-<7  ou  de  h.  Nous  remarquerons  en  même  temps  que 
snw  et,  par  conséquent,  (o  ayant  deux  déterminations  égales  et  de 
signes  contraires,  le  signe  de  A  est  donné  par  celui  de  oj,  en  vertu 

,     ,         ,     .        ^         sn  co  cn(o  dn  o)     .  ,  .       ..   ,  ,    «-        j 

de  la  relation  >>  =  — ; ^ —  Aucune  ambiguïté  ne  s  oltre  donc 

SM-rt  —  sn'-oj  " 

dans  la  formule 

r.      (-)'.(.)) -1  r,      (^'if)i  "I 
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cl  I On  en  coiicliil.  |i(tiii-  I  inléf^ralc  «le  I  l'-qualion  de  I>amé, 

Dj.7  =  f6/2sn»r  —  G/.2  sii^a  —  4  —  4/>*)7, 
l'expression 


j-  =  CDj:  — :: e 


Voici  les  remarques  auxquelles  elle  donne  lien, 


XL. 

Nous  allons  supposer  nulle  ou  infinie  la  quanlilé  X,  en  nous  pro- 
posant d'étudier  les  circonstances  qu'ollVe  alors  la  solution  de 
l'équation  dillcrentielle. 

Et  d'abord,  on  \oil,  par  l'expression  de  A-,  que  le  premier  cas 
a  lieu  en  posant  les  conditions 

ik-  sn*o  —  1  —  k-  =  o, 

•2/1 2  sn^a  —  I  =  o, 

1  sn^a  —  1  =  0, 

qui  donnent  successivement  snio  =  o,  cnto^o,  dno>=:o.  l^es 
valeurs  de  to  qui  en  résultent,  à  savoir,  0  =  0,  oj  =  K,  w  =:  R  +  fK.', 
conduisent  aux  solutions  considérées  par  Lamé,  qui  sont  des  fonc- 
tions doublement  périodiques  de  la  variable,  avec  la  périodicité 
caractéristique  desn:r,  cn:r,  dna?.  Nous  avons,  en  efïet,  pour  to^o 
et  (0  ^  R  :  j' =  JJ^sn^c,  jk  =  L)a;cna::.  Il  suffit  ensuite  d'employer 
les  relations 


H(.r  —  K-h  Hv')  =  0i(:r)e 


♦  IV 


H  (  K  —  /K'; 


-iK 


pour  conclure  de  la  valeur  oj  =  R  +  «  R'  l'expression  y  =  D^dn^. 
Supposons  maintenant  A  infini,  et  soit  à  cet  effet 

3 A-*  sn'»a  —  2(1  -r-  A-)  sn^a  +  i  =  o; 

en  désignant  une   solution   de   cette  équation  par  «  =  a,  je  ferai 
a=:a-f-Yi,   to^f'R'  +  c,    les    quantités   r\    et   t    étant  infiniment 
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petites.  D'après  la  relation 


sn-oj  = 


3k-  sn*a  —  2(1  -i-  k-)  sn^a  -+-  i 

on  voit  d'abord  qu'on  aura,  en  développant  en  série, 

--  =  P'->  -^q-rr-^---, 

/),  q  étant  des  constantes.  Cela  étant,  nous  développerons  aussi  X 
suivant  les  puissances  croissantes  de  î,  au  moyen  de  l'expression 

^         sn  (ij  c n  co  d  11  to        eus  d  m  i 


sn'-a  —  sn-w  sns        i  —  /:- sn^i  a -1- r,  j  sn- î 

Or,  ayant 

rns  (In  £         i         i  —  /.- 


I  —  k-  sn^  (  a  -i-  T,  ;  sn-  z 
on  en  conclut 


sne  £  j 


A  =  -  -h  (  A-2  sn2  a — 


Employons  maintenant  l'équation 

e'r?'K'-4-£)  _  H7£)         JT.  _  i         i-        /J         i^A-2',      , 

e  (tK'-F-£)  ~  H  (£)  ~  2K  ~  £  ~  2 k  ~  l  K  3       _)"■•••' 

nous  obtenons  cette  expression,  qui  est  finie,  pour  £^0,  à  savoir 

^^  -  fc)  (  ,-K'-  £)  -  ^  ^  r-  sn-a  -  -  j  £  ^.  . .. 

Enfin,  je  remplace,  dans  la  solution  de  l'équation  difi'érentielle, 
la  quantité  H  [x  -[-/K  +  s)  par 

i&{x^t)e    ''^  ; 

il  viendra  ainsi 

[,       0'((i)i"l  tjK' 

6(37)     "  e(a?)       ' 

en  faisant,  pour  abréger, 


srn  QiKi.yiKS  Ai'i'i.i(:\rinNs  i)i:s  konctihns  ki.i.ii'tioi  ks.  379 

()y.  fil  il('-\el()|)|)aiit  sui\;iiit  les  puissances  de  s,  <tii  ohlleiit,  si 
1  on  >t'   IxMiic   ,iii\  deux  |irrMiii'i-<  toiines, 


e(x 


ii(X 


:)es'-  {'d'ix)  1 


C 


il  Midira  donc  de  remplacer  la  constante  arbitraire  C  par^j  pour 
la  limite  ciicrchée,  lorsqu'on  pose  £  =  0.  iNous  trouvons  ainsi 

-  D,.     =  I),.     —-^  -4-  g\  =  7.2   sir-a  — sn^a-), 

où  la  constante  sn-a  est  déterminée  par  réquation 
3  A-2  sn'*  a  —  2  (  i-t-  A*  )  sn^  a  4-  i  =  o. 

Ces  deux  solutions  de  l'équation  différentielle,  réunies  à  celles 
qui  ont  été  obtenues  précédemment,  complètent  l'ensemble  des 
cinq  solutions  de  Lamé,  qui  sont  des  fonctions  doublement  pério- 
diques, ces  deux  dernières  ayant,  comme  on  voit,  la  périodicité 
de  sn-x. 


XLI. 


La  théorie  du  pendule  conique  ou  du  mouvement  d'un  point 
pesant  sur  une  sphère  conduit  à  une  application  immédiate  de 
l'équation  qui  vient  de  nous'occuper.  C'est  M.  Tissot  qui  a  le  pre- 
mier traité  cette  question  importante,  par  une  analyse  semblable 
à  celle  de  Jacobi  dans  le  problème  de  la  rotation,  et  donné  expli- 
citement, en  fonction  du  temps,  les  coordonnées  du  point  mobile 
[Thèse  de  Mécanique^  Journal  de  M.  Liouville^  t.  XVII,  p.  88). 
En  suivant  une  autre  marche,  nous  trouvons  une  autre  forme  ana- 
lytique de  la  solution  que  j'ai  indiquée,  sans  démonstration,  dans 
une  Lettre  adressée  à  M.  H.  Gyldén  et  publiée  dans  le  Journal 
de  Borchardt,  t.  LXXXV,  p.  246.  Ces  résultats  s'établissent  de 
la  manière  suivante. 

Soient  x^  y,  z  les  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  pesant, 
assujetti  à  rester  sur  une  sphère  de  rayon  égal  à  l'unité  ;  les  équa- 
tions du  mouvement,  si  l'on  désigne  par  ^  la  pesanteur  et  N  la  force 
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accélératrice,  seront  (') 


dt^-  ' 

-   !■>  X 

", 

d\y  ^ 

dr- 

-^y 

= 

o. 

d-^z 

dr^    ' 

-^  z 

= 

g^ 

x-^~-y^ 

H- ^2 

= 

I. 

Elles  donnent  d'abord,  comme  on  sait,  en  désignant  par  c  et  /  des 
constantes. 


dxy     (dry-     /dzy 

(Ix  dv 


•^    dt  dt 

Cela  étant,  j'emploie  la  combinaison  suivante, 

I  dx        .dy\  dx  dy         .  l     dr  dy  \  dz         . , 

et  je  remarque  que  le  carré  du  module  du  premier  membre, 
s'exprime  par 

de  sorte  qu'on  obtient,  en  l'égalant  au  carré  du  module  du  second 
membre. 


ou  bien 


K^'-"- 


La  variable  z  étant  déterminée   par   cette  relation,    une  première 
méthode  pour  obtenir  les  deux  autres  coordonnées  consiste  à  di- 


(  '  )  Traité  de  Mécanique  de  Poisson,  t.  I,  p.  386. 
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viser  membre  à  membre  les  ("rjualions 

(  dx        .<iy\  dz        ., 

^  -^  '\dl  dt  J  dt 

On  ol»tient  facilement  ainsi  les  expressions  qui  conduisent  aux 
résultats  de  M.  Tissot,  à  savoir 


x  —  ij 
puis,  en  cbanj^eant  /  en  —  /, 


X  -r-  ly  —  e 


Çzilz-\-il<lt 


Mais  j'opérerai  didéremnient  ;  je  dcduis  d'abord  des  équations  dif- 
férentielles, et  les  ajoutant  après  les  avoir  multipliées  respecli\e- 
menl  par  x,  \\  3, 


puis  de  réquation  de  la  s|)hèrc,  dillérenliée  deux  fois, 


d^-x 
IF 


d^V 


d-^z 


^  df^     '    "  df' 


/dxY        /dvY        /'^-\- 

-[lïï)  '-[-d7)  -^dï)  =  —  ff^^^^)- 


Nous  avons  donc 


N  =  g{-iz-r-'2C), 


et,  par  conséquent, 

d-(x  -+-  iy  ) 


—  gCiz  -+-'2c)(a7  +  iy); 


or  on  est  ainsi  amené  à  l'équation  de  Lamé,  dans  le  cas  de  n 
comme  nous  allons  le  voir. 

Formons  pour  cela  l'expression  de  ^,  et  soit  à  cet  effet 

■,.g{  z  -^  c)  {i  —  z^-  )  -  l-^  =  -  'igiz  -  y.)  (  z  -  'P)  {z  —  'i), 
ce  qui  donne  les  relations  suivantes  : 


a    -H  ^    -f-  Y    =  —  c, 
«S  -4-  3 Y  -I-  Y^  =  —  I , 


ap 


a.,  _ 


/•^ 
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On  sait  que  Jes  racines  a,  [i,  v  sont  nécessairement  réelles,  et 
qu'en  les  rangeant  par  ordre  décroissant  de  grandeur  a  sera  posi- 
tive, [j  positive  ou  négative,  et  toutes  deux  moindres  en  valeur 
absolue  que  Tunité,  tandis  que  y  sera  négative  et  supérieure  à 
l'unité  en  valeur  absolue.   Soient  donc 


on  aura 


"V^ 


z  =  a  — fa—  3)  sn2(»,  /e), 

/o  étant  une  constante  et  le  coefficient  n  étant  pris  positivement. 
Introduisons  maintenant  la  variable  a  dans  l'équation  du  second 
ordre;  elle  deviendra 

I>l{x-^iy)=  4,  [3(a  -  p  )  sn^  w  —  3a  —  ^c]  (j:- +  iy) 

et,  en  simplifiant, 

Dlix  -f-  iy)  =  Uk-^  sn2  u  —  i  ''~^'"~^''  )  {x  ^  iy). 

C'est  donc  l'équation  de  Lamé  dont  nous  avons  donné  la  solu- 
tion complète  au  mojen  de  deux  fonctions  doublement  périodiques 
de  seconde  espèce  à  multiplicateurs  réciproques.  Or  une  seule  de 
ces  fonctions  doit  figurer  dans  l'expression  de  x-\-iy^  comme  le 
montre  la  formule  obtenue  tout  à  l'heure 

Çzdz-^ildt 

X  -{-  ly  =^  e  '^  ; 

par  conséquent,  nous  pouvons  immédiatement  écrire 

ou,  sous  une  autre  forme,  en  modifiant  la  constante  arbitraire, 

maintenant  il  nous  faut  déterminer  cette  constante,  ainsi  que  les 
quantités  to  et  ).. 
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XLII. 

En  pos:inl  l<i  coinliliDn 

6A»  snîrt  —  4  -  .i  A2  =  -■?.  «  — "^3  — 2Y  ^ 

a- Y 

a  —  3 
et  employant  I  «xpression  du  module  /•  -  = '-,  on  Irouve  d'abord 

^       î 

a 

sn-rt  =  - 


De  là  se  tirent  ensuite,  après  quelques  réductions  faciles  où  l'on 

a^J  -i-  8y  -h  y^  =  —  '  ) 


fera  usage  de  la  relation 


les  formules  suivantes, 


sn- w  =  — 


cn-(o 


.-p 

p-' 

^(a  +  Y) 

.-?      ^ 

r 

'(a-Hli) 

a  — Y 

7.  -  Y 

Cela  étant,  nous  remarquerons  en  premier  lieu  que,  d'après  les 
limites  entre  lesquelles  sont  comprises  les  quantités  a,  [3,  y,  on 
obtient  pour  sn-co  et  dn-to  des  valeurs  positives,  tandis  que  cn-oj 
est  négatif.   Il  en  résulte  que   sn-w  est  plus  grand  que  l'unité  et 

moindre  qucp;)  de  sorte  qu'on  doit  suj)poser 

(0  =  ±  K  -i-  f  j , 
u  étant  réel  et  donné  par  ces  expressions 

^    '      ^       a2(Y"--p2) 

cn2(u,//)=.  J-^ —L, 

^    '      '        a2([i--Y')   ■ 

dn2(u,A-')=     ^tr""      • 
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J  observe  ensuite  qu  avant  n-  = —  nous  pouvons  écrire  la 

valeur  de  A-  de  cette  manière, 

^,  _  _  ,.yr7.-4-P)(fi  +  -;)(Y-^a^ 

d'où  l'on  conclut  facilement 

.^_ /^ 

"       'i  «- 

Les  constantes  to  et  A  se  trouvent  ainsi  déterminées,  mais  seule- 
ment au  signe  près,  et  deux  autres  relations  sont  encore  néces- 
saires pour  lever  toute  ambiguïté.  La  première  résulte  d'abord  de 
la  condition  qui  a  été  donnée  pour  la  solution  générale  de  l'équa- 
tion de  Lamé,  à  savoir 

^         sn  10  en  10  (In  m 
sn-  a  —  sn-  w 

et  l'on  en  tire  immédiatement 

(a  —  p )  sn  w  CI)  to  d n  w 


A  = 


«P- 


Nous  obtiendrons  tout  à  l'heure  la  seconde  comme  conséquence 
de  l'équation  considérée  plus  haut, 


/  dx         .  dy  \  dz 


^"  +  ^•^^^-^777; 


-r  -f-  il. 

dt 


Mais  voici  d'abord  la  détermination  de  la  constante  A.  qui   entre 
dans  la  formule 

.H-.>  =  AD,."''">""--"'.['~IS;J". 

•^  "      e(to)0(/o 

Soit,  pour  abréger, 

^    '  t)  (  10  ;  w  (  u  ) 

Désignons  par  F,(w)  ce  que  devient  cette  fonction  lorsqu'on 
change  i  en  — /,  et  par  A,  la  quantité  conjuguée  de  A,  de  sorte 
qu'o 

X  -f-  i  y  =  A    F'  (  a  ), 
X  —  iy  =  Al  F;(«;, 
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et,  par  i'«in>^i'f]ticnt . 

x^-^y^=  AA,  F'(//  »F;(«). 

Nous  supposerons  //=o,  rc  (jui  donne  c  =  a,  dans  ré([nalion 
X-  -T-y-  -!-5-  =  I  ;  il  viendra  ainsi 

AA,  F'(o)F;(o)  =  I  — aï, 
OU  encore,  ;iu  moyen  de  la  condilion  ajilH-  jy -h  y^-= —  'i 
AA,  F'ro)F;(o)  =  — (a-^  3)(a  +  Y)- 
J'emploie  maintenant,  pour  y  faire  u  =  o,  la  relation 

F'(u}  _  ii'( /<-!-(■>)  _  e'(u)  _  e'((ii)     . 

F  (  ;/  )  ~  H  (  a  -H  w  )        B  (  « ,)        «  (  w  ) 


on  en  tire  d'abord 

F'(o  )        en  (o  (In  oj 


>-, 


F  (o)  siu» 

puis,  au  moyen  de  la  valeur  donnée  précédemment  de  )., 

F7o)         cnioflnw         a — S  ,  cnojrlnw/  ît  —  !i 

— — —   =   —   — ^ — -  s  n  OJ  c  II  OJ  d  n  OJ  == '  ' 

F  (o)  «110)  a'iv  sna» 

et  enfin 

F'Co)  cnwdno) 

F  (  o  )  ~         Py  sn  w    ' 
comme  conséquence  de  la  formule 


sn'o) 


3t 


mais  l'expression  de  F(?^)  donne  immédiatement 

F(o)  =  —, -— — -  —  k  snoj, 

^    ^        e'(o)  B(oj) 

et  nous  en  concluons  l'expression  cherchée,  à  savoir 

A-  cnoj  dnoj 

"«»  = p:^ 

Changeons  enfin  i  en  —  i;  la  constance  lo  =:  dr  K  +  iu  deviendra 

w'  =  lir  K  —  II»  ; 
H.  —  III.  35 
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on  a  donc 

sn  tu'  =  sn  (0,  en  oj'  dn  0/  =  —  en  w  dncu, 

et  par  suite 

F(o)Fi(o)  = ^^ _ ï^rzr:[y^ 

De  cette  expression  nous  tirons 

AA,  =  (a-Y)^ 

de  sorte  qu'on  peut  écrire 

A      =  (a  —  y)  e'?, 

'û  désignant  un  angle  arbitraire. 

Ce  point  établi,  je  reprends  l'équation 

.     ^  / d.r         .  dv\  dz 

qui  devient,  si  l'on  introduit,  au  lieu  de  f,  la  variable  it, 

l dr        .  dv\                dz        il 
(37-+- JK)-} '  -r  )  =  —  -j — ' ' 

et  j'y  fais  «  =  o.  En  remarquant  qu'alors -^^  s'évanouit,  on  trouve 

(a-Y)^F'(o)F';(o)-'-^ 

ce  qui  nous  mène  à  chercher  la  valeur  de  F'[(o).    Pour  cela,  je 
déduis  de  la  relation  employée  tout  à  l'heure 

F'(if)   _    H'(h-+-  (0)  fc)'  (  u  )  (-)'{M) 

F  (a)  ~  II  (  u  -+-  OJ  )  ~  0  (  M  )  ""  fc)  (  w  ) 

la  suivante  : 

¥"{u)        ¥'Hu)  1 


F  (m)        F2  {u)  sn2(if -+-  to) 

et  j'en  tire  d'abord 


A-2  sn^M, 


F"(o)        F'"-(o)  I       _en-wdn2to  i 

F  (o  )  ~  F-  (o)  ~  sii-(o  ~    I^^Y"  sn^w    ~  sn^w' 
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puis,  apn-.s  une  rcMluclion  facilo  cl  a,.  ,nov<n  -le  la  valeur  ohlenue 
pour  F(o), 

F''(o)=-    -^^ -"'■>.. 
«(a -y; 

Celte   expression  restant  la  même   lorsqu'on  change  Un  - /, 
nous  pou \  uns  t'crire 

Fi(o)  = , 

et,  comme  on  a  déjà  trouvé 

pf/    >  /onfodiio) 

nous  en  concluons 

et,  en  employant  la  valeur  de  /.^  ré,,u;,iiou  suivante, 

(a  —  Y  j-  F'(<)  )  V]  (o)  —  '-'■<''■'  —  '^'  ^""'  '-'w.xliifo  _  // 

Si  ou  la  rapproche  maintenant  de  la  relation  déjà  donnée 
j ( '^  —  ^)  sn  (o  cil  (0  (In  co 

on  trouve  immédiatement 


a  3-' 


c'est  le  résultat  que  j-ai  principalement  en  vue  d'obtenir,  afin 
d'avoir  la  détermination  précise  de  la  constante  X,  qui  n'était 
encore  connue  qu'au  siyne  près. 

En  «lernier  lieu,  et  à  l'égard  de  co,  on  remarquera  que  la  fonc- 
tion F{a)  change  seulement  de  signe  ou  se  reproduit  quand  on 
met  .o  +  2  K  et  oj  -f-  2  iK'  à  la  place  de  co.  Et  comme  on  peut  obtenir 
un  tel  changement  de  signe  pour  la  valeur  de  ^  +  ^y,  en  rempla- 
çant o  par  '^  +  -  dans   l'argument  du  facteur  constant  A,   il   en 

résulte  qu'il  est  permis  de  faire  co  =  K  +  fu,  au  lieu  de  co  =  ±  K  + / 
et  de  déterminer  une  valeur  de  'j,  comprise  entre  _  K'  et  -f  K 
Or,  de  la  relation 

^  ^  I  —  (^  ) 


'J. 

f 
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se  tirent  deux  valeurs  égales  et  de  signes  contraires  de  cette  quan- 
tité entre  lescjuelles  il  reste  à  choisir.  C'est  à  quoi  l'on  parvient 
au  moyen  de  la  condition 

il         (a — P)  sn '0  en  (0  dnto 
in  a  [^Y 

qui  prend,  si  l'on  y  fait  co  =  K  +  i\i,  la  forme  suivante, 

in  aj^Y  (ln^('j,  k' )  ' 

or,  y  étant  négatif,  on  voit  ainsi  que  u  aura  le  signe  de  /  ou  un 
signe  contraire,  suivant  que  la  racine  moyenne  [î>  sera  positive  ou 
négative.  Dans  le  cas  de  [j  =  o,  on  a  donc 

oj  =  K 
et,  par  suite, 

Un 

F(u)  =  A-D„  e^  cnu: 

c'est  un  exemple  de  ces  fonctions  particulières  de  seconde  espèce 
<jui  ont  été  considérées  par  M.  Mittag-Leffler  dans  un  article  inti- 
tulé Sur  les  fonctions  doublement  périodiques  de  seconde  espèce 
(^Comptes  rendus^  t.  XC,  p.  177)- 

XLIII. 

Je  terminerai  par  une  remarque  sur  l'équation 

il       0'Cw) 

i -, —  =  o, 

n        <d  (m) 

qui  exprime  que  les  coordonnées  x  et  y  se  reproduisent,  sauf  le 
signe,  lorsqu'on  change  u  en  u  -4-  2K.  Soit  co  =  K  +  /u  et  posons 

t  n(u)  = \ : —  ; 

^    '        n         fc)  (  K  -h-  (  u  )  ' 

cette  fonction  n(u),  évidemment  réelle,  finie  et  continue  pour 
toute  valeur  réelle  de  u,  a  pour  déinvé  l'expression 

n'(u)  =  -  -  k-^  sn2(K  +  iu), 
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(|iii  rst  toujours  iu''ir:ili\  e.  On  n.  en  riVcl, 

J  <A»K, 

cuiniiic  conséquence  des  formules 

et  l'on  sait  d'ailleurs  (jue  sn-(K-|-/u)  est  supérieur  à  l'unité.  La 
fonction  0  (v),  étant  décroissante,  ne  peut  s'évanouir  (ju'une  fois; 
or  on  a,  en  désignant  par  a  un  nombre  entier, 

Q'(K  -^  >.iaK')  ia- 

et  par  conséquent 

iI(o)=-,  ii(2aK')=  -  —  ^• 

/(  IL  K 

Nous  établissons   ainsi  l'existence  d'une  racine,    puisqu'on  peut 

j.                Il             -.               /a-.,.  .,/ 

disposer  de  a  de  manière  que j^  soit  de  signe  contraire  a  — 

Mais  c'est  en  déterminant  les  quantités  c  et  /  qu'il  serait  surtout 
important  d'obtenir  les  cas  où  le  mouvement  du  pendule  est  pério- 
dique, ces  constantes  représentant  les  éléments  essentiels  de  la 
question.  N'ayant  pu  surmonter  les  difficultés  qui  s'offrent  alors,  je 
me  borne  à  donner  de  l'équation  précédente  une  transformée  où 
ces  constantes  se  trouvent  plus  explicitement  en  évidence.  Soit,  à 
cet  effet, 

R(^)  =  2^(i  +  c)(i-z2)  — /2; 
on  aura,  en  premier  lieu, 

^  _    /' *    n  dz  1  _   /" *    '^^'^  —  z)  dz 

on  trouvera  ensuite 

z  =a  —  (a  —  fi)  sn^u)  =  —  aj^y, 


d'où 

/            n  az                 / 
O)  =  


Enfin,  en  partageant  l'intervalle  compris  entre  les  limites,  en  deux 
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parties,  l'une  de  —  a^Sy  à  |i,  et  l'autre  de  |ii  à  a,  l'équation  se  pré- 
sentera, après  une  réduction  facile,  sous  la  forme  suivante  : 

9J  r"    dz         r''  z  ciz     r'^         dz.  r'^    dz      r^        z  dz 

La  question  qui  vient  d'être  traitée  termine  les  applications  à  la 
Mécanique  que  j'ai  annoncées  au  commencement  de  ce  travail,  et 
j'arrive  maintenant,  pour  la  considérer  dans  toute  sa  généralité,  à 

l'équation 

D%y  =  [n( n  -t-  i)/>-  s""-^  -^  ^^]7^ 

dont  la  solution  n'a  encore  été  obtenue  que  pour  /?  =  i  et  /i:=  2. 
Au  moyen  des  méthodes  de  M.  Fuchs,  permettant  de  reconnaître 
que  l'intégrale  est  une  fonction  uniforme  de  la  variable,  et  de  l'im- 
portante proposition  de  ]M.  Picard,  que  cette  intégrale  est  dès  lors 
une  fonction  doublement  périodique  de  seconde  espèce,  la  solution 
de  l'équation  de  Lamé  est  donnée  directement  par  rajiplication 
de  principes  généraux  s'appliquant  aux  équations  linéaires  d'un 
ordre  quelconque.  J'exposerai  néanmoins  une  méthode  indépen- 
dante de  ces  principes  ;  je  m'attacherai  ensuite,  et  ce  sera  mon 
principal  but,  à  la  question  difficile  de  la  détermination,  sous  forme 
entièrement  explicite,  des  éléments  de  la  solution.  La  considéra- 
tion du  dévelo|)pement  en  série,  qu'on  tire  de  l'équation  proposée 
lorsqu'on  suppose  a'^=iK'  -^z,  aura,  dans  ce  qui  va  suivre,  une 
grande  importance;  voici,  en  premier  lieu,  comment  on  l'obtient. 

XLIV. 

Soit,  pour  abréger, 

—    =    —   ^  5o  -H  5,  £•-  -^  .  .  .  -!-  .S-,-£2/^  .  .  . 

les  expressions  des  premiers  coefficients  étant 

•SO  =    7, ' 

I  -  A2 --/.■■• 


s-2  = ; 

•>.(!  — /-^^  AM2 
b-  ) 


StR    OIKLQIKS    AI'PLIi:AriONS    DKS    FONCTIONS    RLI.IPTIOUKS.  igi 

Je  «lis  qu'on  vérifie  Irqualidii 
cil  ))osanl 


2    .      /'i  /'/ 


•^  ç//     '     c«    ï         ■  ■  ■         c't—îi 


La  subsliluliun  doiiiie  en  cU'el  les  conciliions 

{  n  —  t  )  (n  —  i)li^=    h    -4-  /t  (  /i  -f-  i  )  (  /j ,  H-  Su  ), 

(  n  —  3)  (  //  —  \)h<,—  /i/ii  -h  n(  n  -h  t)  (  hi-h  X(,/ii  -r-  5|  ), 


el  nous  allons  voir  qu'elles  déterminent  de  proche  en  proclie  les 

coefficients  h,,  //-j Mdtons-les  d'abord  sous  une  forme  plus 

siin|)le;  en  éliminant  la  quantité  h  au  moyen  de  la  première,  on 
aura,  après  une  réduction  facile, 

où  j'ai  écrit,  pour  abréger,  /?(/2  H-  i  )  =  2//<. 

(Jr,  le  facteur  in  —  2/ -h  i  ne  pouvant  jamais  être  nul,  on  voit 
que  le  coefficient  de  rang  (pielconque  lii  s'obtient  au  moyen  des 
précédents,  /</_(,  hi_2-  •  •■  ■  l'^n  particulier,  on  trouve 


{■>.n  —  \)h]  rnsi 


■>.  (2/1  —  3  )         ■>.  (  2  /i  —  3  ) 

(  ■?.  n  —  I  )-  /j  ?  m  (Ç>n  —  7  )  v,  // 1  ms-i 


6(2/1  —  '6)(in  —  j)        ()(2/i  —  i  )  {•m  —  5)        3(2/i  —  i) 


Ce  premier  développement  obtenu,  nous  en  concluons  immé- 
diatement un  second.  ElFectivcment,  le  coefficient  n{n-{-\)  ne 
change  pas  si  l'on  remplace  n  par  —  (/i  +  1),  de  sorte  qu'en  dési- 
gnant par  A,,  Ag,  ...  ce  que  deviennent  //(,  Ao,  . . .  par  ce  change- 
ment, l'équation  différentielle  sera  de  même  satisfaite  en  prenant 

y  —  £«+»  —  A  ',  t"^  3  ^  /i'^  e«+5  ^ . . . , 
ou  bien 

y  =  zn+\  (1  ^  li'^z"-  -\-  hW  -\-  .  .  .). 

Je  remarque  enfin  qu'en  substituant  dans  l'expression 

_2  \n(n-\-\)         1 
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la  partie  de  la  première  série  représentée  par 

I  /*2  hj 


zll  <:U—-l  sfl—il 


1  I  <  ■  1-  ■  1 

tous  les  termes  en  ■ — -^  —,  •  •  •  ?  -r— ,  disparaissent,  de  sorte  que 

£«-(-2       ç«  e«  — 2t-(-2  r  '  1 

le  résultat  ordonné  suivant  les  puissances  croissantes  de  z  com- 
mence par  un  terme  en  _^^_.,  •  On  en  conclut  qu'en  supposant   n 

pair  et  égal  à  2v,  ou  bien  /?  =  2v  —  1 ,  on  n'aura  aucun  terme  en-r 
si  l'on  prend  dans  le  premier  cas 


/'. 


'v-l 


et  dans  le  second 

I  Al  /(v_, 

y  =  ■+- . . .- -+-  h  .t. 

•^  î2V-l  £2V-3  £  ' 

Ce  point  établi,  nous  obtenons  facilement,  comme  on  va  le  voir,  la 
solution  générale  de  l'équation  de  Lamé. 

XLV. 

Je  considère  l'élément  simple  des  fonctions  doublement  pério- 
diques de  seconde  espèce,  en  le  prenant  sous  la  forme  suivante, 

f{x)  =  e''i'-''^'»/(a7), 
OÙ  l'on  a,  comme  au  paragraphe  V, 

Le  résidu  qui   correspond  au  pôle  unique  x  =  iK'  sera  ainsi 
égal  à  l'unité,  et  nous  pourrons  écrire 

/(tK'+£)  =  ^  -i-Ho^H,£  — ...-^H,-£'-F.... 
Cela  posé,  je  dis  que  les  expressions 
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salisferoul,   Miivanl    les    ciis    de   //  =  av   ri    //    -  2v  —  i,  à  l't'(|iia- 
lidii  iliUViciiiit'lIc  eu  déleniiinaiil  coiivenaMemenl  les  constcinles 

«.)  fl   A. 

l^oiir  le  (léiiKHilrei-,  je  reinar(|ne  que,  si  l'on  pose  x  ==  f  K'  -h  e, 
les  |)arli('s   piiiieipales  tic  leurs  déveln|)p(ineiils   proviendroal  du 

seul  lenne  -  (|ui  eiilre  dans/(  /R'  4-  z),  et  seront,  par  conséquent, 


£ÎV  gîV-î 

et 


/l|  /tv- 


r2V— 1 


Disposons  maintenant  de  w  et  A,  de  telle  sorte  que  dans  le  pre- 
mier cas  le  terme  constant  soit  égal  à  li^el  le  coefficient  de  £,  dans 
le  suivant,  égal  à  zéro;  nous  poserons  pour  cela  les  conditions 

Hav   i-i-  /(ill2v-3^-  A2H2V-5-I--  •  --^  /'v   l'ii-  /'v=  o, 

Et  semblablenient,  dans  le  second  cas,  faisons  en  sorte  que  le  terme 
constant  soit  mil  et  le  coefficient  de  z  égal  à  Av,  en  écrivant 

Hîv-2-H  /'1H2V-4-1-  A2H2V-6-H-  •   -i-  /iv-iHo=  o, 
On  n  donc  ces  deux  développements,  à  savoir: 

puis 

1m  '  K    ^  e)  =  — H —  -h  ...  -4-  — ^  -H  /iv£  -4- .  •  •  ; 

e2V-l  £2V-3  r  ' 

il  eu  résulte  (jue  les  deux  fonctions  doublement  périodiques  de 
seconde  espèce 

DJ.  V{x)  —  [n{ii  -^  i)/x2  sn2a7  -^  A]  F(:r), 

étant  finies  pour  x  =  /R',  sont  par  conséquent  nulles.  Nous  avons 
ainsidémontré  que  l'équation  se  trouve  vérifiée  en  faisant^  :=  F(x), 
de  sorte  que  l'expression 

y  =  CF(x)-{-CF{  —  x) 
en  donne  l'intégrale  générale. 
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XL  VI. 

La  question  qui  s'offre  maintenant  est  d'obtenir  w  et  A  au  moyen 
des  relations  précédentes,  qui  sont  algébriques  en  sn  to  et)..  Or,. 
on  est  de  la  sorte  amené  à  un  problème  d'Algèbre  dont  la  diffi- 
culté se  montre  au  premier  coup  d'œil  et  résulte  de  la  complication 
des  coefficients  Hq,  H, ,  .... 

Revenons,  en  effet,  au  développement  déjà  donné  paragraphe  V, 
à  savoir  : 


où  1' 


on  a 


8     '  3o 


Çî    =  ,(2sn2co — , 

i 

i),  =  k^  sn  10  en  oj  dn  w, 

o.,  =  A*  sn*  w <n2  to  — — , 

J  4  ) 

I  +  A- 
i>3  =  /i2  sn co  en  O)  dn  (O  (  A-  sn-  oj 


Les  coefficients  Hq,  H, ,  ...  résultant  de  l'identité 


I        I 


'        Ho+ H, £+...=  (i-^lt-^  —  ^...]{L_LQ, 


Ho  = 

)-, 

H,= 

WX^- 

Q), 

II.,  = 

^^À^- 

■  3QA 

seront 


H3  =  ,'-7-rAi  —  GoÀ-2  _  8Û,  X  —  302), 

• î 

et  l'on  voit  que,  H„  étant  du  degré  n  -+- 1  en  A,  l'une  de  nos  deux 
équations  est,  par  rapport  à  cette  quantité,  du  degré  n,  et  la 
seconde  du  degré  /^  +  i .  A  l'égard  de  snto,  une  nouvelle  compli- 
cation se  présente  en  raison  du  facteur  irrationnel  cnw  dnoj,  qui 
entre  dans  Q,,  Q3,  Q5,  ...;  aussi  paraît-il  impossible  de  conclure 
de  leur  forme  actuelle  qu'elles  ne  donnent  pour  A^  et  sn^w  qu'une 
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seule  el  iiiu(|iu'  (K-terininalion.  lu  si  lOn  ronsidi're  ces  qiiaiitilps 
coinine  des  cooiiloiiiit'es,  en  >•■  placaiil  an  |i<iiiil  de  vue  dv  l.i 
(iéoinélrie,  ou  verra  aist'-mi'iit  (|iii'  les  courbes  représentées  par- 
nos  lieux  éipialious  n'ont  aiiciiu  pniul  d  inln  scclioti  indt-peudanl 
de  la  constante  A  <pii  entre  smis  Inruic  riiliouiHlIc  <l  ruliri-e  dans 
les  coefficient^.  Il  n'est  donc  pas  possible  d'employer  les  imMbodes 
si  simples  de  Clebscli  et  de  Cliaslcs  qui  perineltent  de  reconnaître, 
a  priori  et  sans  calcul,  (pu'  les  points  d'nn  lieu  géométrique  se 
déteruiincnl  individuellement  eu  lunction  d  nn  paramètre.  Le  (;as 
<le  /^  =  3,  (pii  sera  tiaitt-  tout  à  l'heure,  leia  \ oii- en  edet  (|ue  les 
intersections  des  deux  courbes  se  trouvent,  à  rexce[)ti()n  d'une 
seule,  rejetées  à  l'infini.  Mais,  avant  d'v  arriver,  je  ferai  encore 
celte  remanjue,  qu'on  peut  joindre  aux  ('-rpialions  déjà  obtenues 
une  infinité  d'autres,  dont  voici  l'origine. 

iNous  avons  vu  au  [paragraphe  XLIV^  que  linpialiou  de  Lamé 
<lonne,  en  faisant  .r^/K'-|-$,  ces  deux  dé\eloppemenls,  à 
savoir  : 


I 


'I 


Il  en  r(''Stilte  que,  si  l'on  pose  de  même  x  :=  /K'  +  z  dans  la  solu- 
tion représentée  par  F(a:),  nous  aurons,  en  désignant  par  G  une 
constante  dont  on  obtiendra  bientôt  la  valeur. 


F(iK'-f-£)  = H 


F  A|  /«2 


_U  C  (  î"  +  l  -+-  //  ',  E"+»  -+-  h',  2''  +  3  -^  .  .  .  ). 

On  peut  donc  identifier  ce  développement  avec  celui  (|ue  donnent 
l'une  ou  l'autre  des  deux  formules 

^ ^^^  -         i^(2v)         '' '  r7^V~ry  - •  •  •  -  /'v ^1  ^c  A^), 

lorsqu'on  pose  x=  /K'4- 1.  Bornons-nous,  pour  abréger,  au  cas 
de  n  =  2v,  et  représentons  la  partie  qui  procède,  suivant  les  puis- 
sances positives  de  î,  par 


1 


i 

0 
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On  trouve  facilement,  si  l'on  écrit 

m  [m  —  \\.  .  .(  m  —  f  -H  i  ) 

ni;  =: : » 

1  .■>...  / 

l'expression 

^i  —  —  (  i  -h  av  —  \)i  H,^_2v-i  —(/-+-  2 V  —  3  ),  h ,  H,-^2v-3 
—  (  i  -i-  i  V  —  5  )j  ;^2  H,+2v-  5  —  •••—'''-+-  I )i  /'v-i  H,--t-i . 

Nous  aurons  donc,  pour  ;  =  i ,  3,  5, 2v  —  1 ,  les  équations 

on  trouvera  ensuite,  pour  les  valeurs  paires  de  1  indice, 

et  enfin,  pour  les  valeurs  impaires  supérieures  à  2v  —  i, 

Telles  sont  les  relations,  en  nombre  illimité,  qui  doivent  toutes 
résulter  des  deux  que  nous  avons  données  en  premier  lieu,  à 
savoir  : 

on  est  amené  ainsi  à  se  demander  si  leurs  premiers  membres, 
^ii  ^2i  —  /'/4-v,  ^2/+2v+i  — GA^ ,  ne  s'exprimeraient  point,  sous 
forme  rationnelle  et  entière,  par  les  fonctions  i^,  et  jQo  —  hy 
Mais  je  laisserai  entièrement  de  côté  celte  question  difficile,  et 
j'arrive  immédiatement  à  la  résolution  des  équations  relatives  au 
cas  de  n  =  3. 

XLYII. 

Ces  équations  ont  été  données  au  paragraphe  XXXVIII,  et  sont 

H2-+-  Al  Ho  =  o, 
3H3-4-/iiH,  =  /(2. 

Si  l'on  met  en  évidence  les  quantités  Q,  et  qu'on  fasse  A,=-. 

ce  qui  donne 

h  =  —  4  (  1  -f-  /.-^  )  —  3  /, 

/J2=    —    —Si, 
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elles  prennent  l.i  liiiinc  stii\:inle  : 

À'  —Mil  -  -^  Û,  -f-  {  /À  =  o, 
).*  — (lUX*—  HL>,À    -  Mil  -1/1^-—?.^  =  — 8*,. 

Cela  étnnt,  j'i  inploif  ces  idenlités,  à  savoir  : 

el  je  remarque  c|u'un  en  lire,  par  l'éliinlnation  de  Q|  el  il,-,  deux 
équations  du  second  degré  en  Q.  ATais  il  convient  d'introduire  Uf 
au  lieu  de  Cl;  en  faisant  alors,  pour  un  moment, 

a  =  I  —  A-2_^-  ^4, 

6  =  2  —  3A-2— 3/-^-!-  'i/tS 

ces  relations  seront 

36Hf  —  1-2/11,  —  3C./X2-H  5/2—  jrt  =  o, 
72/n|-6(5/2—r<)Hi -1-72/2X2-^/»  =  0. 

Eliminons  A-  ;  elles  donnent  immédiatement 

_        10/3—  s  r//—  /> 

1 1  1   ^^^^  ; ; I 

nous  obtenons  ensuite 


X2  = 


)(i/(/^—  -•/j2 

ou  bien 

36/(/2_a;2' 

si  l'on  pose,  pour  abréger, 

tp  (  /  )  =  1 25  /"  —  V.  1  o  a/*  —  22  6/3  -H  93  a2  /2  +  1 8  a/>/  -+-  62  —  4  «3^ 

soit  encore 

^(/)  =  3/6^_6a/4— 106/3—  3^2/2  _^6a6/+  62  —  4^3 
=  <p(/)  — 12/(72  — a)(io/3— 8a/  —  6); 

de  la  relation  a-  —  2  H,  =  U  on  conclura 

H-Z-2  ^(/) 


Q  =  A-2  sn2(o  — 


36/(/2—  rt)2 
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Enfin  j'ol)serve   qu'on  déduit  des  équalions  proposées  la  valeur 
de  Q|  exprimée  en  Q  et  À,  par  celle  formule, 

2Q,  =  {X2— 3  0  -f-  3/)À; 
faisant  donc 

nous  parvenons  encore  à  la  relation 


o,  =  k-  sn  w  en  w  dn  (o  = 


3iU{i^—af 


l^e  sii;ne  de  \  se  trouve  ainsi  déterminé  par  celui  de  w,  et  la 
solution  complète  de  l'équation  de  Lamé  dans  le  cas  de  /?  =  3. 
est  obtenue  sans  aucune  ambiguïté  au  moyen  de  la  fonction 

On  n'a  toutefois  pas  mis  en  évidence  dans  les  formules  précé- 
dentes les  valeurs  de  la  constante  /  qui  donnent  les  solutions- 
doublement  périodiques,  ou  les  fonctions  particulières  de  seconde 
espèce  de  M.  Mittag-Leffler,  comme  nous  l'avons  fait  dans  le  cas- 
de  n  ^  1. 

Voici,  dans  ce  but,  les  nouvelles  expressions  qu'on  en  déduiu 

Posons,  en  premier  lieu, 

p  ==  5  /^  —  2(  n-    A-2)  /  —  3  (  [  -  k^  )\ 

Q  =  5/2_.^(i_2A-2)/^-3, 

R  =  5/-— 2(X-^— a)   /  — 3AS 

S  =  36  /, 

el,  d'autre  part, 

A  =  /2— (1+  A-2)/  — 3/■^ 

B  =  /2—  (  I  —  ■2/.-2)/  -+-  3(/i-'  —  A''  ), 
G=/--(A^^2)   /  — 3(1  — A-^), 

D    =    /2_n_/,-2_  A'.  ; 


on  aura 


QF5-' 
A-2cn2to  =-4-    ^ 


dn^io  = 


RC2 
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t'I  fiilin,  pour  l'iahlir  la  corres|)on(lance  des  signes  entre  to  et  A, 
ré(|u:ilion 

A*  snio  en  ui  du  (o  = - 

Cela  étant,  ce  soûl  les  (.oiKlilioiis  I*  —  o,  (^)  =  o,  R  =  o,  S  =:  o 
qui  donnent  les  solutions  doublement  |)ériodi(|ues,  au  nombre  de 
sept,  tandis  qu'on  obtient  les  fonctions  de  M.  Mittag-Lefller  en 
posant  A  =  o,  B  =:  o,  C  =  o,  D  =  o.  Mais  je  laisse  de  côté  l'étude 
détaillée  de  ces  formules,  en  me  bornant  à  la  remarque  suivante, 
sur  laquelle  je  reviendrai  plus  tard.  Exprimons  les  quantités 
A"-sn-'a),  A"-cn-(o,  dn-(o,  en  partant  de  l'équation 

,,     ,          I  -4-  A-^  -W/) 

ff'sn'oj = 


36/ 

/^- 

af- 

> 

l9./(/î- 

-O)^ 

(7./^2 

—  I 

)  + 

•1(1) 

36/ 

/■2-_ 

«)'- 

I2/f/^ 

-ay^ 

(  ••>.  - 

A-^ 

-h 

Hh 

•J6/(/2— «)••; 
de  celte  nouvelle  manière,  à  savoir  : 
k-  sn^ w  = 
A-2cnî(o  = 

^"''"^  36/, /^-«)-^ 

On  conclura  facilement  de  l'égalilé 

's(  l\-/^(  l\ 
[36/(/-^— «)2J-' 

la  relation  que  voici  : 

<|;»(/)-  3.I2Îrt/2(/^—  a)i<{;(/)-^i23  6/3(/2_a)6=o(/)/2(/). 

Or  elle  conduit  à  cette  conséquence,  qu'en  posant 

y         iW(/2-rt;2' 
on  a 

'(5/2— rtU// 

T 


c'est  donc  un  exemple  de  réduction  d'une  intégrale  hjperelliplique 
de  seconde  classe  à  l'intégrale  elliptique  de  première  espèce. 
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XLVIII. 

La  mélhode  générale  (|iie  je  vais  exposer  maintenant  pour  la 
détermination  des  constantes  co  et  X  repose  principalement  sur  la 
considéi-ation  du  produit  des  solutions  de  l'équalion  de  Lamé,  qui 
viennent  d'être  représentées  par  F(;r)  et  F( — x).  Et,  d'abord,  on 
remarquera  que,  ayant 

F(^-r-'2    K  )  =  <JL  ¥{x), 
Yix-^iiK")  =  \i.'¥{x) 
et,  par  suite, 

F(— a-  — 2  K  )=  -  F(— :p), 
F(— .r  —  2iK')=:  ^,  F(— ^), 

ce  produit  est  une  fonction  doublement  périodique  de  première 
espèce,  qui  a  pour  pôle  unique  x  ^=  lYJ .  Voici,  en  conséquence, 
comment  s'obtient  son  expression  sous  forme  entièrement  expli- 
cite. 

Soit 

^{x)  =  (—i)'^ix'¥{x)¥(—x), 

le  facteur  a'  ayant  été  introduit  poui-  pouvoir  écrire 

<ï>(iK'-+-£)  =  (— i)«fx'F(îK'-+-£)F(— tK'— £) 

=  (-!)"         F(nv'+£)F('        flv'— £). 


Cela  étant  et  posant,  pour  abréger. 


S   = 


?"  ?«-2  en-'* 


C  (  £"  +  '  +  h\  £«+3  ^  /,  ^  j«+5  +  ...), 


nous  aurons 


F('iK'+£)  =  S^Si, 
F(jK'-£)  =  (— i)"(S-S,), 

d'où,  par  conséquent, 

*(^îK'-f-£)  =  S2-  S-f. 

On  voit  ainsi  que  la   partie  principale  de  développement  suivant 
les  puissances  croissantes  de  £  est  donnée  parle  premier  terme  S-, 
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et  ne  dépend  |)()int  de  la  conslanle  C,  entrant  diiiis  le  second  l<  rnie, 
que  nous  ne  connaissons  pas  encore.  Faisons  donc 


A, 


S'=rT:7-^.,„_, 


rt/(  -* 


A,,-i 


les  coefficients  A,,  .\,,  ...  seront 

A,  =  -^./i,, 

A  t  =  x  h  3  -f-  ».  /i\  fi^, 
» 

et  l'on  en  coiichil  (pie,  A/  étant  un  poljnoine  de  dej^ré  /en  A,,  il 
en  est  de  même,  en  général,  pour  un  coefficient  de  rang  quel- 
conque A,-.  Maintenant  l'expression  cherchée  découle  de  la  formule 
de  décomposition  en  élé-mcnts  simples,  qui  a  été  donnée  au  para- 
graphe II.  Nous  ohtenons  ainsi 


^(x)  ^  — 


I  H  (  .r  )  I  H  (  .7- 


D2" 


r  (  j.  Il  ) 


V  (  •>.  n  —  ■/  ) 
j 


-  A, 


'(T)-] 
I  .T  \\ 


r(in  —  4  ) 


consl. 


La  relaiion  élémenlaire 


D.. 


e'(x)      J 


e(T) 


K 


/,2  sii2.r 


donnera   ensuite,  sous  une  autre  forme,  en  désignant  par  A   une 
nouvelle  constante, 


*(a:) 


D2"-2(X-2sn2.r) 
Vcxri) 


,     02"-*^-- sn^.r)         .     D2"-6(/r2  sn2r) 

A  1  ^7^ 1-  A2 


T(-in  —  x) 
A„_,(A-2sn2:r)+  A. 


r  (  2  /«—.') 


Pour  la  déterminer,  nous  emploierons,  en  outre  de  la  partie  j)rin- 
cipale  de  la  série  S-,  le  terme  indépendant  de  e,  qui  sera  désigné 
par  Art-  En  déduisant  ce  même  terme  de  l'expression  de  ^(x),  et 
se  rappelant  qu'on  a  fait 


—    -^  So  +  SiZ'-+-.  .  .-h  Sit 


z^l  _!_ 


H.  —  III. 


26 
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nous  trouvons  immédiatement 

3  .1  n  —  i        in  —  I 

Beaucoup  d'autres  expressions  s'obtiennent  par  un  procédé 
semblable  en  fonction  linéaire  de  dérivées  successives  de  A'^sn^^j 
celles-ci;,  par  exemple, 

D«F(a')D?F(-^), 

que  je  vais  considérer  dans  le  cas  particulier  de  a  =  i ,  |j  ^  i . 
Soit  alors 

*,  {X)  =  (—  [)«+!  ;/  F'(x)F'(—  x), 

et  désignons  par  S'  et  S,  les  dérivées  par  rapport  à  z  des  séries  S 
et  S,,  de  sorte  qu'on  ait 

F'(/K'^£)  =  S'-+-S',, 
F'(/K'-s^  =  (-i)''+i(S'-S',). 
De  la  relation 

*i(fK'+£)  =:  (-1;"+'  r'(iK'^i)F'(iK'—z), 
on  conclura  cette  expiession,  savoir  : 

Faisant  donc,  comme  tout  à  l'heure, 

où  le  coefficient  B^  est  encore  un  polynôme  en  h,  de  degré  /,  nous 
aurons 

Di"f/>5sn2^)  V)^/'^-^(A^-f<n^-x) 


^,{x)  =  «2  -^ — ■'  —  B 


rc>.rt-t-2)  r('-«) 

1  (  •>.  n  —  ■>  ) 


et  la  constante  sera  donnée  par  la  formule 


B  =  B„+,-B„.o-B.-,^-...-B,  ^^^ »?      •'' 


o  ■>. n  —  I  in  ^  \ 
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J'envisage  enlin  le  Ji'Morminant  foiirlionnel  foniic-  avec  les  solu- 
tions V{x)  el  F( — t)  de  r<;f|iiati()n  de  Lanu',  cl  jr  pose 

«ï»,(x)  =  (— 1)"+' fjL'f  F(a-)  F'(- a:) -t- F'(r  )  F(— a-)l. 

I>;i  rcl.ilidii  siiivanlc,  (|iii  s'obtient  aiscnicnl,  cl  dont  le  second 
membre  ne  contient  (jiie  des  ternies  entiers  en  ô,  à  savoir 

'^,(^K'-t-e)  =  9,(SS',— S'S,)  =  2(2«  -4- i)C -!-..., 

<lonne,  couiuie  on  le  \oit,  l.i  proposition  bien  connue  (jue  celle 
fonction  est  constante;  nous  allons  en  obtenir  la  Naleuren  la  met- 
tant sous  la  forme 

(?.n  +  i)G  =  v/N", 

que  nous  garderons  df'sormais. 

XLIX. 
J'observe,  à  cet  effet,  que  de  l'identité 

(SS'—  S,S',)'  =  (SS,  -  SiS')2-^(Sî-  S])(S'2-  S',2) 

on  conclut  immédiatement,  entre  les  fonctions  dont  il  vient  d'être 
question,  la  relation  suivante  : 

'  «t'-VtR'+c)  =  '*|(iK'^£)  +  *(jK'+ï)'l>,(«K'-f-  ■), 
4  4 

et,  par  consf-qucnt, 

i<ï>'î(.r)  =  N  -f-4>(x;<ï>i(.r). 
4 

Elle  fait  voir  qu'en  altribuant  à  la  variable  une  valeur  particu- 
lière, en  supposant,  par  exemple,  a:  =  o,  N  s'obtient  comme  un 
polynôme  entier  en  A,  du  degré  2 /?  +  i ,  puisque  cette  quantité 
entre,  comme  on  l'a  vu,  au  degré  n  dans  'l>(a:)  el  au  degré  n  -h  i 
dans  <I>,  (x).  Ce  point  établi,  nous  remarquons  que,  en  posant  la 
condition   N=o,  le   déterminant  fonctionnel  *i^2{x)   ^st  nul,  de 

sorte  que  le  quotient  =^7- r  se  réduit  alors  a  une  constante.  Uesi- 

'  *■  r  ( —  ce  ) 
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gnons-la  pour  un  iiislanl  j)ar  A,  on  voit  que  le   cliangemenl  de 

^  en  ^ —  X  donne  A  =  —  ;  on  a  donc 

A 

A=±i, 

et,  jiar  conséquent, 

F(—x)  =±F(a7). 

Remplaçons  ensuite  x  par  :f  +  2R  et  x  +  2/K'  :  le  quotient  se 
reproduit  inulliplié  par  pi-  et  [/'-  ;  ainsi  il  faut  poser  jj.-  =  i ,  tj.'-  =  1 , 
c'est-à-dire  [j.  ^  ±  i ,  ul'=  dz  1 . 

La  condition  N  =  o  détermine  donc  les  valeurs  de  A,  pour 
lesquelles  l'équalion  de  Lamé  est  vérifiée  par  des  fonctions  dou- 
blement périodiques.  Ce  sont  ces  solutions,  auxquelles  est  attaché 
à  jamais  le  nom  du  grand  géomètre,  et  dont  les  propriétés  lui  ont 
permis  de  traiter  pour  la  preinière  fois  le  problème  difficile  de  la 
détermination  des  températures  d'un  ellipsoïde,  lorsque  l'on  donne 
en  chaque  point  la  température  de  la  surface.  Elles  s'offrent  en  ce 
moment  comme  un  cas  singulier  de  l'équation  différentielle,  où 
l'intégrale  cesse  d'être  représentée  par  la  formule 

jK  =  GF(.r)4-G'F(  — .r) 

et  subit  un  changement  de  forme  analytique.  Je  me  borne  à  les 
signaler  sous  ce  point  de  vue,  devant  bientôt  y  revenir,  et  je 
reprends,  pour  en  tirer  une  nouvelle  conséquence,  l'équation 

i4''2(:r)  =  N-t-<i>(a^)<i>i(a7). 
4 

Introduisons  sn-:r  pour  variable,  en  posant  sn-^r^^;  on  voit 
que^(x)  et  4>,(^),  ne  contenant  que  des  dérivées  d'ordre  pair  de 
sn-x,  deviendront  des  polynômes  entiers  en  t  des  degrés  n  et 
n  +  1 ,  que  je  désignerai  par  n(^)  etn,(^).  Soit  encore 

R(^)  =  t(i  —  t}(i  —  k^-t); 
la  relation  considérée  prend  cette  forme 

R(0n'2(o  =  N-i-n(/)n,(0; 

et  voici  la  remarque,  importante  pour  notre  objet,  à  laquelle  elle 
donne  lieu. 

Développons  la  fonction  rationnelle  --- —  en  fraction  continue, 
^  '  n{t )  ' 
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el  dislinyuons,  dans  la  st'ri<'  •!•  ^  it'diiiles,  celle  tlonl  le  dénoinina- 
teur  est   du  def^r»-  v,  tlaiis  le>  deii\  cas  de  //  =  v*  cl  n  =z 'i^  —  r. 

Si  ou  la  lepiésculc  par  >  le  dt'velunheiiieul ,   siii\aul  les  puis- 

I  r       (p(/)  '  ' 

sanccs  di-eroissantes  de  /.  de  la  dillVieuee 

<-()uiuienccra  aiusi   par  uu  leriue  eu— -y»  et,  en  jxjsaul 

on  voit  que,  dans  le  premier  cas,  '\{t)  sera  un  polynôme  de  degré 
V  —  I ,  et,  dans  le  second,  de  degré  v  —  ■>..  Cela  étant,  je  considère 
l'expression  suivante, 

on  trouve  d'abord  aisément,  en  employant  la  relation  proposée  et 
la  valeur  de  '^{t),  qu'elle  devient 

n(/)f— '^2(n  lit (o +  •>.?( O^KORC^Hi' (0  —  02(0  R(0 11(01, 

et  contient,  par  conséquent,  en  fadeur,  le  polynôme  n(f).  On 
vérifie  ensuite  qu'elle  est  de  degré  n  -{-  \  en  <,  dans  les  deux  cas 
de  n  ^  2v  et  /;  ^  2v  —  i  :  nous  pouvons  ainsi  poser 

i\  cp2(o  -  \\it)'hHt)  =  n(/j  {gi  -  g'), 

et  nous  allons  voir  que  to  est  donné  |>ar  la  formule 

OÙ  le  second  membre  est  une  fonction  rationnelle  de  li. 

L. 

Considérons  dans   ce   but  une    nouvelle  fonction    doublement 
périodique  définie  de  la  manière  suivante, 

en  faisant  toujours 

f{x)  =  e~>^^-—'^')ySx), 
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de  sorte  que  les  deux  fadeurs /( — x)  et  ^ {oc)  soient  encore  des 
fonctions  de  seconde  espèce  à  multiplicateurs  réciproques.  Nous 
aurons  d'abord 

\\'(^x)^Y(—x)  =  'x"-f{x)J\  —  x)Y{x)¥{—x), 
et,  en  employant  l'égalité,  qu'il  est  facile  d'établir, 
[i!  f{x) /(—  x)  =  —  k-^ ( sn2  jr  —  siV-î  to  ), 

on  parvient  ;i  celte  relation 

W(a7)T(— a^)  =  (— i)"-*-U-^(sn2j-  — sn2w  )(ï>(.r), 

dont  on  va  voir  l'importance.  Formons  à  cet  effet  l'expression  de 
W[x)  qui  s'obtiendra  sous  forme  linéaire  au  moyen  des  dérivées 
successives  de  A"-sn-.r,  puisque  cette  fonction,  comnie  celles  qui 
ont  été  précédemment  introduites,  a  pour  seul  pôle  jc  =  f'K'.  Nous 
déduirons  pour  cela  un  développement,  suivant  les  puissances 
croissantes  de  s,  de  l'équation 


développement  que  je  représenterai  par  la  formule 

en  posant 

«0  =  —  Ho,         a,  —  Hi,         . . ., 

et  nous  observerons  immédiatement  que  cette  série  ne  contient 
point  le  terme  -^^.  On  a  effectivement,  pour  n  =  av, 

a„_i  =  IIsv-i-^  A1H2V-3-Î-  /'2'i2v-5  — .  •  --i-  /'v    1  Hi-t-  /(v, 

puis,  en  supposant  /?  =:  av  —  i , 

««-1  =  — (H.v  2-^/'iH2v-4  +  A^Hiv-e-f--  •  .-hAv-iHo). 

Or  on  voit  que,  d'après  les  équations  obtenues  pour  la  détermi- 
nation de  (0  et  ).,  au  paragraplie  XLV^,  le  coefficient  y.,i_,  est  nul 
dans   les    deux   cas.   La    ()artie   principale  du  développement   de 
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^''(/K' -h  e)^  à  l;i(jiM'llf  nous   joliidrniis  le  Icrmc  imlt'pendanl  (lt>  s, 
est  donc 

I  «0  «I  ^n-i 

7   H 1 :    -t-.  .  .H ;; H   2,,. 

£«-+-1        e«        grt-i  gî 

On  en  concinl,  f|ii;ind  //   —  .av, 

V(j:t  — '-TT-, 1-  2o  — '■ — r 

—  311  -^Vt -+-•  .  •-+-  «2v-ï(A-  snîj7)  -4-  a, 

1  (  2  V  —  I  ) 

la  conslanic  avanl  jxjur  xalciu- 

J  iV  I 

puis,  dans  le  cas  de  /*  =  .iv  —  i , 


en  posant 


— ...-+-  a-vv-afA-  sn^ir)  -4-  a, 


a  —  a_v    I  —  3:2V  -3 *u  —  '^i^^—â  —  —  ■  •  •  —  "^i 


Soit  maintenant  sn-oC  =  ^  ;  les  expressions  auxquelles  nous  venons 
de  parvenir  prendront  celte  nouvelle  forme,  à  savoir 

W{x)=^G{i)-i-s/W)Gi{n, 

où  G(t)  et  G,  (0  sont  des  polynômes  entiers  en  t  des  degrés  v  et 
V  —  I  dans  le  premier  cas,  v  et  v  —  2  dans  le  second.  Observons 
aussi  que,  le  radical  \/[i(t)  changeant  de  signe  avec  x,  d'après  la 
condition 

v/R(  t  )  =  snar  cn.r  dn.r, 
on  aura 


\l-{—  X)  =  G{t)  —  v/R(7)  G,(7;; 

nous  concluons  donc  de  l'égalité  donnée  plus  haut 

W(x)Wi—x)  =  (—!)''+> /.■2(sir^j-  —  sn2a))*(a7) 

la  suivante  : 

G2(<i  —  R(/j  Gj(0  =  (— i)"+iA--'i/  — sn2oj)n(0- 
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Cette  forme  de  relation  est  l)icn  connue  par  le  théorème  d'Abel 
pour  l'addition  des  inl('grales  elliptiques,  et  l'on  sait  que  les  poly- 
nômes G(^),  G|(^),  étant  des  degrés  donnés  tout  à  l'heure,  se 
trouvent,  à  un  facteur  constant  près,  déterminés  par  la  condition 
que  l'expression 

G2(/)-R('/)G^(0 

soit  divisible  parn(^).  11  suflit,  par  conséquent,  de  nous  leporter 
à  l'équation  obtenue  au  j)arai;ra|)he  XI^IX,  à  savoir 

N  o2(/)  —  R(/)'J/2(7)  =  U{t)(,^t  —  ff'), 
pour  en  concbire  le  résultat  que  nous  avons  annoncé 

Sll^to  =    . 

g- 

Mais  nous  voyons,  de  plus,  qu'on  peut  poser 

p[G(0  +  v/RÔÔG,(0]-v^?(0  +  /RT7)^(0. 

p  désignant  une  constante.  Voici  maintenant  les  conséquences  à 
tirer  de  cette  relation. 

Je  supposerai  que  l'on  ait  n  =  yv;  les  polynômes  o(i)  el'li(f), 
dont  les  coefficients  doivent  être  regardés  comme  connus  et,  si 
l'on  veut,  exprimés  sous  forme  entière  en  A,  seront  alors  des  degrés 
V  et  V  —  I.  Gela  étant,  revenons  à  la  variable  primitive  en  faisant 
l  =  sn-a:;  on  pourra  mettre  y  R(/)'];(/)  et  o(t)  sous  la  forme  sui- 
vante, à  savoir 

Nous  aurons  donc  cette  expression  de  la  fonction  ^(x*), 

^  ^  I^('2V  +  l)  r('2V—  1) 

+  y/N  \b  ^""^  ^^  "^^">  +  b'  P""^^^  "'^"^  +         1 

^  L  I^C2V)  r(2V--2)  ^•••J' 

où  les  constantes  «,  «',  ...,  b,  b',  ...  sont  déterminées  linéaire- 
ment par  les  coefficients  de  ^(i)  et  '^{t). 
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Or  on  en  tloduil,  en  faisanl  x  =  /R'-i-  £  et  se  rappelant  qu'on  a 
supposé  n  =1  2v,  régalilé  suivante, 

P  l   g//-t-l     ■     £/i  £«-1  '  '     /  :"-t-l  î"     '  •  •  •  ~^  V         I    g„   "*"    g,,_t  •  •  •  j  1 

<1  où  nous  tirons 

p  =  «. 

pa,  =  a', 


Éliminons  l'imléterminée  p  et  remplaçons  les  coefficients  ao, 
a,.  ...  par  leurs  valeurs  «lu  para';raplie  L  (p.  f\oÇi)\  on  aura  ces 
relations 


\  = 


a 


■A  a 


La  première  donne  l'expression  de  A,  et  nous  reconnaissons,  par 
celte  voie,  qu'elle  ne  contient  d'autre  irrationnalité  que  \/N.  On 
obtiendrait  la  même  conclusion  dans  le  cas  de  /i  =  2v  —  i,  el 
c'est  le  résultat  que  j'avais  principalement  en  vue  d'éialdir,  après 
avoir  démontré  que  sn-to  est  une  fonction  rationnelle  de  A.  L'élude 
des  solutions  de  Lamé  qui  correspondent  aux  racines  de  l'équa- 
tion N  =  o  nous  permettra,  confine  ot»  va  le  voir,  d'aller  plus 
loin  et  d'approfondir  davantage  la  nature  de  ces  expressions  de  )> 
et  sn^d). 

Ll. 

On  a  vu  au  paragraphe  XLIX  (p.  4o4)  ^l^ie  l'intégrale  générale 
de  l'équation  difTérentielle  n'est  |)lus  représentée,  lorsqu'on  a 
N  ^  o,  par  la  formule 

j  =  CF(:r)  +  C'F(-:r), 


le  rapport  ■  '  '  "^  ^     se  réduisant  alors  à  une  constante,  et,  comme 

^^        F(  —  X)  ' 


F(:r) 

'■) 

conséquence,  nous  avons  établi  que  les  multiplicateurs  de  la  fonc- 
tion de  seconde  espèce  deviennent,  au  signe  près,  égaux  à  l'unité. 
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SuivaiiL  les  diverses  combinaisons  des  signes  de  [j.  et  ul',  nous 
pouvons  donc  avoir  des  solutions  particulièies  de  quatre  espèces, 
caractérisées  par  les  relations  suivantes  : 

(I)  F(:r  ^2K)  =-— FC2-),  F(.r^2iK')  =-+-F(ar), 

(II)  F(.r^2Ki=-F(3'),  F(.r  +  2iK')=  — F(^), 

(III)  F(T-i-iK)=-j-F(.r),  F(x  +  iiK')  =  -~F(x), 

(IV)  F(^  +  2K,i  =+ F(:r),  F(x^'2iK')=:^F{x). 

Toutes  existent  en  eflet,  et  les  trois  premières,  où  F(x)  a  succes- 
sivement la  périodicité  de  snjc,  cn:r,  dn^,  s'obtiennent  en  faisant, 
dans  l'expression  générale  de  cette  formule,  A  =  o,  conjointement 
avec  co  un  o,  oj  =  K,  to  =  K  +  f  K'.  Nous  remarquerons,  pour  l'éta- 
blir, que,  les  valeurs  de  réiément  simple 

f(x)  =  e>-(ï--'K'i  ^(-p) 

étant  alors  /(j;)  =  A*  snj:",  ikcnx,  /dnx,  dans  ces  trois  cas,  les 
développements  en  série  de  /(/K'+s)  ne  contiennent  que  des 
puissances  impaires  de  t,  de  sorte  que  les  coefficients  désignés  par 
H/  s'évanouissent  tons  pour  des  valeurs  paires  de  l'indice.  Des 
deux  conditions  obtenues  au  jjaragraphe  XLV  (p.  SgS),  pour  la 
détermination  de  w  et  A,  à  savoir 

IIsv-i-i-  /'i  H-2v-3^  /laHav-D-^-  ■  •+  /'v    i  H,-l-  /jv  =  o, 

2V  H.2vH-  (av  —  '2)f>i  U-ij     2  -T-  (iV  —  4)/i2  H:-v     i  H- .  .  .  "+-  ïAv-i  Ho  =  O, 

dans  le  cas  de  n  =  'îv;  puis,  en  supposant  /?  =  2v  —  i, 

H,v-2-r-  /'l  IÏ2V-4-+-  A2H2V    6^--  •  •-+-  /'v     1  Ho=  O, 

(2v  —  ijHjv-i  -i-  (2v  —  3)/2iH2v-3-H- .  -H-  Av-iH,  —  Av=  o; 

on  voit  ainsi  qu'une  seule  subsiste   et  détermine  la  constante  h, 
l'autre  étant  satisfaite  delle-méme. 
Mais  soit,  pour  plus  de  précision, 

A-  sn(  jK'-f-  s  )  =  -  -4-  /?,£  -i-/>2î^-H.  •  .-t-/>/î2'~'  -(-..., 
i    dn(tK'^  E  I  =  -  —  7-,  £  -h  /-îE^  — .  .  .-I-  /V£-''-'-r-.  .  .  ; 
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je  poserai,  clans  le  cas  de  n  =  av, 

I»  =  /;,H-  /j,^.,  x-^h^p,,  j^.  .  .-H  //v  1^,-r-  Av, 
Q  ='/•/—  /'l7v  I  —  /'2  «77- ï-r---  .—  /'v  l7l  /'■/, 
H  =    /•.,  H-  A  1   /\    I  -^  /*,  l\-  s  -r-  .  .  .  -i-  /*v     1   'l    t-  /'v  ; 

puis,  en  supposant  n  =  av  —  i, 

P  =  (OV  —  i;/>v-t-  (-27  —  3  l/l|/A,_,  -H.  .  .    -  //v     l/M—  /'v, 

<.>  =  (v.v  —  \)q.,^  (i'/  —  3)Ai</v-i   •  •••-+-  /'v-i7i  —  Av. 
l{  =  (  7  /  —  r  )  /-y  -4-  (  ■>. •/  —  3  I  // 1  f\    I  ~  . . .  -!-  Av    I  /'i  —  A V  ; 

cela  étant,  les  ('qnalions 

I'  =  o,        Q  =  o,         R  =  o 

(Jt'lerniineront  les  valeurs  particulières  de  //  auxquelles  corres- 
pondent les  trois  espèces  de  solutions  que  nous  avons  considérées, 
et  Ton  \oit  que  dans  les  deux  cas  elles  sont  toutes  du  degré  v. 

Il  no  nous  reste  |>lus  ni;iintenant  qu'à  obtenir  les  solutions  de  la 
quatrième  espèce  dont  la  périodicité  est  celle  de  sn-.r,  mais  elles 
se  déduisent  moins  immédiatement  ([ue  les  précédentes  de  l'expres- 
sion générale  de  V{x);  il  est  nécessaire,  en  eiïet,  de  sup|ioser 
alors  la  constante  A  et  sno)  infinis;  je  donnerai  en  premier  lieu  une 
méthode  plus  directe  et  plus  facile  pour  y  parvenir. 

Soit  d'abord  //  :=  2v;  je  remarque  (jue  toute  solution  de  l'équa- 
tion différentielle  par  une  fonction  doublement  périodique  de  pre- 
mière espèce  résulte  du  déveloj)pement 

I  Al  Av-1    ,    , 

et  sera  donnée  par  l'expression 

F(x)  =  ^, r-  Al  -4; +..  .H-  Av-i(A-  SW^X) 


Av  —  Av- 1  so  —  Av  2  -r  — ...  —  Al 


'v-l 


3  2  V  o  2  7  — ^  I 

(]ela  étant,  disposons  de  h  de  manière  à  avoir 

F(.K' -  e;  =  ^  +  ;Al_  + .  .  .  +  ^  _.  /,,^  +  k,^^  ,2, 
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ce  (|tii  donne  la  condition 

V5v-4-  (V  —  Ij/*i.?v-l  H-  (V  —  2)/j2.'!v  -2  — •  •  ■+  /'v-l^l  =    /'v-f-1  '■> 

je  dis  que  la  fonction  douhlenieiit  périodique 

D^  Fix)  —  [n(n -r-i)k-^  sns.r -+- A]  F (x) 

est  nécessairement  nulle.  Si,  après  avoir  posé  x^  /K'4-  e,  on  la 
développe  en  effet  suivant  les  puissances  croissantes  de  s,  non 
seulement  la  partie  principale,  mais  le  terme  indépendant  dispa- 
raîtront, comme  on  l'a  vu  au  paragraphe  XLIV  (p.  Sga).  De  ce  que 
la  partie  principale  n'existe  pas,  on  conclut  que  la  fonction  est 
constante;  enfin  cette  constante  elle-même  est  nulle,  puisqu'elle 
s'exprime  linéairement  et  sous  forme  homogène  par  le  terme  indé- 
pendant de  £,  et  les  coefficients  des  divers  termes  en  — • 

Soit  ensuite  «  =  av  —  i  ;  le  développement  qu'on  tire  de  l'équa- 
tion différentielle,  à  savoir 


i2V      1  ?2V-3 


contenant  un  terme  en  ->  on  doit  tout  d'abord  le  faire  disparaître 

en   posant  h^_^  =  o,    pour  en  déduire  une   fonction  doublement 
périodique  de  première  espèce,  qui  sera  de  cette  manière 

F(x)  = ^— —   Il  -^ — . ■  —  ...  —  hy-2  Dx(^'^  sn^-x). 

Cela  étant,  et  en  nous  bornante  la  partie  principale,  on  aura 
F  r .  K  '  +  O  =  -L- +  _^  + . . .  4- :^  ; 

'  l2V-l  £2V-3  î^ 

il  en  résulte  que,  si  on  laisse  indéterminée  la  constante  A,  le  déve- 
loppement de  l'expression 

Dl.  F(;r)  — [/Mn-t-i)A-2sn^r-i-  /(]  F{x), 

après  avoir  pose  .r=«K  -j-s,   commencera  par  un  terme  en  — • 
Mais  faisons  h^_\  =  o;  comme  on  peut  écrire  alors 

F(iK'+  ç)  =  -L_  ^_  _^  ^  __^_^hzl^!L^, 

^  '  £2V-1    ^^    £2V   -3    ^^"      •     '  r3  '  £        ' 
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on  voit  que  ce  dévelop[)eiMciil  commenrerii  |);ii'  un  ifiinc  tu  -.  (|ui 

lui-Micuic  (li»ii  iK'coss.Tireinenl  s't'\iiu<iiiir,  cl  il  csl  ;iinsi  prouM- 
que,  sous  la  coaclilioii  posée,  le  résultat  de  la  suhsliluliou  de  la 
fonction  V(^x),  dans  le  premier  meinhre  de  ré(|ualion  diUéreu- 
lielle,  ne  peut  être  (pi'nue  constante,  .rajoute  que  cette  constante 
est  nidle,  le  résultai  ilr  la  subslitulion  étant,  comme  F(jc),  une 
foncUou  (pii  change  de  signe  avec  la  variable.  Soit  donc,  dans  le 
cas  de  n  ^-^  av, 

puis,  en  supposant  /j  =  av  —  i , 

S    =    /Jv-l, 

on  voit  (jue  les  c(|ualions 

I' =  „.         Q  =  o,  R^o,         S=o 

déterminent  les  valeuis  de  h  auxquelles  correspondent  les  quatre 
espèces  de  solutions  doublement  périodiques  découvertes  par 
Lamé,  ces  solutions  ne  se  trouvant  plus  distinguées  par  leur  ex|)res- 
sion  algébrique,  comme  l'a  (ait  l'illustre  auteur,  mais  d'après  la 
nature  de  leur  périodicité.  On  voit  aussi  que  la  condition  ÎS  =  o, 
d'où  elles  ont  été  tirées,  se  présente  sous  la  forme 

PQRS  =  o, 

et  l'on  vérifie  immédiatement  que  le  produit  des  quatre  facteurs, 
dans  les  deux  cas  de /«  =  2v  et  /j  =  2v  —  i,  est  bien  du  degié 
in-\-\  en  h,  comme  nous  l'avons  établi  pourN  au  paragraphe  XLI\ 
(p.  4o3). 

Voici  maintenant  le  procédé  que  j'ai  annoncé  pour  déduire  les 
solutions  de  la  quatrième  espèce  de  la  solution  générale. 

LU. 

Je  reviens  à  l'élément  simple 


r.         W'KO)    I  ...  ; 


TIO) 


OÙ  \  et  snco   sont  des  fonctions  déterminées  de  h\  je  les  suppose 
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infinies  l'une  et  Taulre  pour  une  certaine  valeur  de  cette  constante, 
et  je  me  propose  de  reconnaître  ce  que  devient,  lorsqu'on  altrllnie 
à  h  cette  valeur,  l'expression  de/(^).  Concevons,  à  cet  effet,  que 
)v  soit  exprimé  au  moyen  de  to;  je  ferai 

oj  =  i  K  -I-  0, 
ce  qui  donne,  après  une  réduction  facile, 

Or  nous  avons,  en  développant  suivant  les  puissances  croissantes 

de  0, 

5n  —    r-       0 ...  : 


H   iZ)         0  V  1^ 

cela  étant,  pour  que  l'exponentielle 

soit  finie  lorsqu'on  fera   S  =  o,  on  voit  que  A  doit  s'exprimer  de 
telle  manière  en  to  qu'on  ail,  en  supposant  (o  =  l'K'  -{-  o, 

I        .         ^    ^ 

A  =    ^   _^Xo-H  X,o  -I- 

0 

Cette  forme  de  développement  nous  donne,  en  effet, 

on  a  d'ailleurs  immédiatement 

H'(o)  _  l  ^  f    _  IV^  ^ 

=  1  H — -  0  --  - .... 

WCr  )  (ô  (x ) 

et  nous  en  concluons  l'expression 


StR    OIKI-QUES    .\IM'LI<:AT1()NS    OES    KOVimoNS    IMII l' T  lui  KS. 

OÙ  le  terme  indépeudiiMt  de  o,  (|iii  sera  seul  à  considérer,  esl 
..         /,  J\.  ....  /-  H'(.r) 

Elle  (ail  \<»ir  (|ii('  les  formules,  pour  //  ^^  y.v  ri  /i  --^  x-j  —  i , 


1 1  ■> 


Y{X)  = 


I>Ï"'.A^)         ,     \)^^-\f{.r) 


r(-^v, 


— // 


Tciv  —  -1.) 


puis 


F(.)  =  +Llï:!ZiiL> +  *,""-'/<■'•' 


— ...—  //v-t  \).,f{x). 


K-t      /(^), 


,  2V  -  3 


conliennenl  eliacune  un  lerme  en  ^>  qui  esl,  pour  la  première, 

_  e/.„u-  /Kl    _J! — 
et,  dans  la  seconde, 

L  1  (  V.  V  — 


')      '       ''r(2V  —  -2) 


,  2V     2  -.  2V     4 

'■  Il 


.  -1-  /'v     I 


>M,]    , 


1  )  !'(  'V  —  3  ) 


Tl  est  donc  nécessaire,  afin  d'ohtenir  des  quantités  finies  en  faisant 
o  =:  o,  que  Àq  satisfasse  à  ces  équation  s 

■)2V— I  ■)2V— 3 

/'  I  ZT-, H  .  .  .  —  Av    i  Ao  =  f, 


i-(-,vj       'r(->.v  — ■>.; 

■)2v— 4 
I  ''•(1 


•\  2V-2 


r(.,v  — I)         'i^(,.v-;i; 


-H  Av_i       =  o. 


Gela  étant,  les  expressions  de  F(x)  se  Iransformenl  de  la  manière 
suivante. 

Soit,  en  général, 

■en  désignant  par  À  et  X  une  constante  et  une  fonctioa  quelconques. 
On  voit  aisément  que  la  quantité 

AD5/(^)-+-A,Dr^/(^)-f-...+ A„/C^-,, 

si  Ton  admet  la  relation 

AX«+  A,X"-i^-...-i-  A,j=  o, 
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s'exprime,  au  moyen  de  la  nouvelle  fonction 

par  la  formule 

ADr"/i(^)  +  (AX  + A,)Dr•Vl^^•)--••• 
Dans  le  cas  auquel  nous  avons  été  conduit,  on  tire  immédiate- 
ment de  la  valeur  de  X  l'expression 

fi{r)  =  e>o!>-'K'>(Xj  +  5n  —  Ic^-  sn2.r), 

et  nous  obtenons  par  conséquent  j)Our  F{x)  le  produit,  par  l'expo- 
nentielle e^o-^,  d'une  fonction  doublement  périodique  de  preuiière 
espèce,  composée  linéairement  avec  les  dérivées  de  sn-x.  L'analyse 
précédente,  en  établissant  l'existence  de  ce  genre  de  solutions  de 
léquation  ditîerentielle,  les  rattache  aux  valeurs  de  /i  qui  rendent 
à  la  fois  infinies  les  constantes  À  el  su to;  on  voit  aussi  que,  dans  le 
cas  particulier  où  Ao  est  nul,  elles  donnent  bien  les  fonctions  que 
je  me  suis  proposé  de  déduire  de  la  solution  générale.  Mais  reve- 
nons à  la  première  forme  qui  a  été  obtenue  au  moyen  de  la  fonc- 
tion 

/(x)  =  e>-o(^--'Ki  /'  •  _|-  X  +  X,  0  -  . . .  y 

Le  terme  - — ^ —    disparaissant,  comme  nous  1  avons  vu  dans- 

l'expression  de  F(^'),  il  est  permis  de  prendre  plus  simplement  à 
la  limite,  pour  B  =  o, 

f{x)  =  eV'--'K')X. 

Celle  fonction  joue  donc  le  rôle  d'élément  simple;  il  est  facile, 
lorsqu'on  fait  x=  /K'H-  s,  d'obtenir  son  développement  et  d'avoir 
ainsi  les  quantités  qui  remplacent,  dans  le  cas  présent,  les  coeffi- 
cients désignés  en  général  par  Ho,  H,,  etc.  Nous  avons  en  effet,, 
po  u  r  .r  =  /  K'  H-  £ , 

X   =    ^),^.o_  _j.+   ^^^    =    -   +  ,,.  _    _   _   ^   _.... 

Multiplions  par  e^"^  les  deux  membres,  et  soit 

eUX=  I  +  So+Si£-^...  +  S/£'; 
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nous  ln»ii\riuns 

I  .-i 

S,=  -li^-f-X.Xo, 

I  .  ■', .  ) .  \  I  .  ->.         i 

S/  élanl,  en  gt-néral,  un  polynôme  du  degré  «  +  i  en  Aq,  où 
n'entrent  (|ne  des  puissances  impaires  ou  des  puissances  paires, 
suivant  <pi«'  l'indice  est  pair  ou  impair,  f^es  conditions  donnres  au 
paragraplic  XIA  (  j).  39.2)  conduisent  donc,  dans  les  deux  cas  de 
/i  =  2V,  n  ^  •->.  V  —  I ,  en  V  joignant  ['('quation  on  A,,  précédemment 
trouvée,  à  ces  trois  relalicjiis 

■),2V  — 1  )2V— 3 

I  ('^.v;  1  (  lAv  —  -i) 

S2V-I  -i-  ''1  S2V-3-+-  /'2S2v-5-r--  •  .-*-  'i-h-i-l  Si  -+-  h.,  =  O, 
2  V  Sov  -f-  (  9.  V  —  3i  )  A,  S.>v-î  -i-  (  2  V  4  )  fh  Sov-i  -f-  .  .  .  -t-   9.  /<v--l  Si  =  O, 

lorscpie  1  on  suppose  n  =  2V,  puis 


-,  2v— 2  ■)  2V— 4 


r(2v  — I)       'r('iv-3) 

Sjv-2 -*-  /'l  Svv_i-(-  /ioS2v-G +  •••-•-  ^*V-l  So  =0, 

(2V  —  IjSjv-l  +  (2V  —  3)/ii  S2V-3  +  -  •  •-!-  /'v-1  Si  /(v  =  O 

pour  /?  =  2v  —  I.  Elles  donnent  le  moyen  d'obtenir  directement, 
et  sans  supposer  la  connaissance  de  la  solution  générale,  les  trois 
quantités  Aq,  >'-i  6t  h.  Elles  montrent  aussi  qu'on  a  en  particulier 
la  valeur  A»  ^  o,  à  laquelle  correspondent  les  solutions  de  Eamé. 
Eft'ectivemenl,  lorscpie  Aq  est  supposé  nul,  on  obtient 

82/=  o,  Si^Ai,  S2/-1-1  = 


'  ■  "■  "     "  2t  -+-  I 


cela  étant,  dans  le  cas  de  n  =  av,  la  première  et  la  troisième  équa- 
tion sont  satisfaites  d'elles-mèiues  ;  la  deuxième,  devenant 

Al 77   —  /(2  r  -f-  .  .  .  -^-  /lv+1  Al  -f-  /h  =  O, 


•2  V  I  '2  V  —  O  2  V 

H.  —  III.  27 
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ne  détermine  que  A|.Il  est  donc  nécessaire  de  recourir  à  l'une  des 
relations  en  nombre  infini  qui  ont  été  données  au  paragraphe  XLVI 
(p.  894),  sous  ces  formes, 

»   La  plus  simple  est 
ou  bien 

—  V  (   2  V   -I-    I  )  H^v-r-l  -t-  (  V  —  I  )  f  -J  V  I  )  A  1  H2V-I 

-t-(V    —  2)(2V  3}/<2H2v-3-r-.  .  .-t-  3  Av-lHs-l-  /iv-Hi  =  o, 

et  nous  en  tirons  immédiatement 

JS^ (v  —  I}Ai5v-i  —  (v  —  2)/?25v-2 •  •  • Av-l^i  ^-  /'v+1  =  O; 

ce  qui  est  l'équation  en  h  précédemment  trouvée. 

»  En  dernier  lieu  et  pour  le  cas  de  71  =  2y  —  i,  nos  trois  rela- 
tions se  trouvent  vérifiées  si  l'on  fait  /?v„i  ^=0;  on  retrouve  donc 
encore  de  cette  manière  le  résultat  auquel  nous  étions  précédem- 
ment parvenu  par  une  méthode  toute  différente.  » 


inL'np:s  dk  m.  sylvestkk 


s  LU    LA 


THEORIE    AIJ;ÉHK10LE    DES   FOHMES 


Comptes  rendus  de  l'Académie  des  Sciences, 
t.  LXXXIV.  1S77,  p.  97',. 


On  doit  à  M.  Paul  (Jordan,  professeur  à  TUniversité  d'Erlangen, 
la  belle  el  imporlanle  découverte,  qu'à  légard  des  formes  à  deux 
indéterminées,  les  invariants  et  covariants,  qui  sont,  comme  on 
sait,  en  nombre  illimité,  peuvent  être  exprimés  tous  par  les  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  d'un  nombre  essentiellement  fini 
et  limité  d'invariants  et  covariants  fondamentaux,  nommés,  pour 
ce  motif,  Grundformen.  Cette  proposition  capitale  vient  d'être 
étendue  par  M.  Sjlvester  aux  formes  les  plus  générales,  quels  que 
soient  leur  degré  et  le  nombre  de  leurs  indéterminées,  et  je  me 
fais  un  devoir  de  reproduire  les  termes  mêmes  dans  lesquels 
l'illustre  géomètre  m'a  cbargé  d'annoncer  sa  belle  découverte. 

Baltimore.  —  Depuis  mon  dernier  envoi,  avertissez  l'Académie 
que  j'ai  résolu  le  problème  de  trouver  les  Grundformen  complètes 
pour  des  quantités  quelconques  avec  n  varialdes. 


E  Vf  H  AIT 


d'unk 


LETTRE  DE  M.  CH.  HERMITE  À  M.  L.  FUCHS. 


Journal  de   C relie,   t.   8:2,  1877,  p.  343. 


Soit 

H'(:r) 


Z{x)  = 


H(:r)' 


on  peut  à  l'aide  de  cette  fonction  représenter  toute  fonction 
uniforme,  ayant  pour  périodes  2K  et  a/R',  par  une  formule 
entièrement  analogue  à  celle  d'une  fraction  rationnelle  décom- 
posée en  fractions  simples,  à  savoir 

F  (a;)  =  oonsl.-i-  .VL{x  —  a)  -+-  Ai  D^.  Z(a7  —  a)  -f-  A2D_j.Z(:r  —  «  j  h-  .  . . 
+  BZ(^—  6)4-  BiD.çZCo'—  b)  ^  B^_\)%Z{x  —  b)  ^ .  .  . 
-+- 

4-  LZ(:p—  ^)-f-  LiD.rZ(:r—  /)+  L2D2.Z(.r—  /)+..., 

où  les  constantes  A,  B,  ...,  L  sont  essentiellement  assujetties  à 
remplir  la  condition 

A  -1-  B  -t-. .  .-H  L  =  o. 

C'est  cette  expression,  dont  j'ai  fait  usage  dans  bien  des  circon- 
stances, que  je  vais  employer  à  la  recherche  des  coordonnées  d'une 
cubique  plane  en  fonction  explicite  d'un  paramètre.  Je  pose  à  cet 

eflet 

X  —  Xo-h  k  Z{t  —  a)  -T-  B  Z U  —  b)  -}-  C,  Z{t  —  c ), 

j.=jy4- A'Z(^  —  a)  +  B'Z(f  — 6)  +  G'Z(;  — c), 

avec  les  conditions 

A-hB  +  G  =  o,  A'---B'-i-G'^o, 


KXTRAIT    n'iMC    I.KTTnK    DK    M.    lll.    llKItMITI-;    A    M.    I..    IKIIS.  4^1 

de  sorte  qur  les  roonlonnéos  x  cl  y  se  IioiinckhiI  des  loiic- 
tions  linéaires  des  deux  dillV-renccs  :  'Ait  — a)  —  Z(/  —  r)  et 
7j(t  —  b) — Z(/  —  c).  Cela  t'-liint,  je  rcmar(|iir  inic  x-,  xy,  y- 
élant  des  fondions  doiihlenient  ix'iiodicjiics  uniformes  aux 
périodes  2K  et  :>./K',  s'c\|iniiiriil  limMiicniciil.  d  iimc  |);irl  par 
ces  deux  dillV-ifuccs,  ci  de  limiir  par  les  dérivées  DfZ(^  —  a), 
D,Z(<  —  h),  D(yj[t  —  c).  \'A  parfillement,  si  l'on  (onsidcTC  x', 
^^y^  ^y'i  .>'''  ■'  lésullo  d<"  la  foiinule  générale  qu'on  aura 
seulement  les  dérivées  secondes  D)'Z  (^  —  a),  DjrZ  (^  —  6), 
D^Z(^  —  c),  à  joindre  aux  dérivées  premières  el  aux  deux  diffé- 
rences. Ce  sont  donc  Iniit  fondions  en  tout,  entrant  linéairement 
dans  les  neuf  fonctions  douhlcment  périodiques,  que  je  viens  de 
former,  et  la  relation  du  troisième  deyré  entre  les  coordonnées  x 
et  y  en  est  la  consécpience  immédiate.  .l'ajoute  que  ces  coor- 
données renfermant,  en  premier  lieu,  les  constantes  a,  b,  c,  ou 
seulement  a  —  <\  b  —  c,  car  on  peut  mettre  t  —  c  au  lieu  de  ;, 
puis  les  coefficients  A,  B,  A',  B',  et  enfin  x^  et  lo,  contiendront 
huit  arbitraires,  de  sorte  qu'en  y  joignant  le  module  de  la  transcen- 
ilanle,  on  aura  bien  le  noml)re  maximum  égal  à  neuf,  des  indéter- 
minées d'une  cubique  plane  quelconque. 
Soit  maintenant 

x  =  Xo^  \  Z(f  —  a)  +  B  Z{t  —  b)-^C  7.(t  —  c)  +  D  Z(t  —  d), 
y=yo-i--VZ(f-a)-hB'Z(i  —  b)-^C'Z(t  —  c)  +  D'Z(t—d), 
z  =  zo^  \"Z{t  —  a)-{~n"Z(t  —  b)^  C"Z{t^c)-hT)"Z(t  —  d), 

avec  les  conditions 

S  A  =  o,  ^  A'  =  o,         i:  A"  =  o. 

Ces  trois  quantités  d'une  part,  et  celles-ci  de  l'autre,  à  savoir  :  x-, 
y-,  z-,  xy,  xz^  yz,  s'exprimeront  en  fonctions  linéaires  de 
7.{t~a)—7Ât  —  d),7M  —  b)-~7.{t~d),'L{L  —  c)  —  'L{t~d), 
et  des  quatre  dérivées  DfZ(/  —  r/),  etc.  On  a  par  conséquent  sept 
fonctions,  dans  l'expression  de  neuf  quantités,  qui  dès  lors  sont 
liées  par  deux  équations,  de  sorte  que  les  quantités  considérées 
représentent  bien  lintersection  de  deux  surfaces  du  second  ordre, 
et  comme  ci-dessus,  on  voit  qu'elles  contiennent  le  nombre  d'arbi- 
traires maximum  que  comporte  une  telle  courbe,  lequel  est  égal 
à  seize. 
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Je  reviens  à  la  Géométrie  plane  pour  considérer  les  courbes  de 
Clebsch,  dont  les  coordonnées  sont  des  fonctions  elliptiques  d'un 
paramètre,  (jue  je  prends  sous  la  forme  suivante  : 

X  =  a:o-i-  \  Z(/  —  rt)  -H  B  Z{t  —  b)  -^- . .  .^  L  Z(  t  —  l), 
j-  =  j-o  -^  A '  Z  (  f  —  a  )  +  B  '  Z  (  «  —  6  )  -T- . . .  -1-  L  '  Z  Ù  —  /  ) , 

en  supposant  toujours 

Le  succès  de  la  méthode  précédente  dans  le  cas  de  la  cubique  m'a 
fait  tenter  d'établir  par  la  même  voie  que  x  et  r  satisfont  à  une 
équation  algébrique  dun  degré  égal  au  nombre  des  transcen- 
dantes :  Z(;  —  n),  7.(t  —  b),  ...,  X(t — /).  Mais  les  choses  se 
passent  alors  moins  simplement.  Considérez  en  effet  les  diverses 
fonctions  homogènes  de  x  et  y,  jusqu'au  degré  a,  dont  le  nombre 

sera  2  +  3  +  . . .  +  ui  +  i  =  -  (  a-  +  3  m  ),  et  soit  m  le  nombre  des 


■ji 


transcendantes.  Toutes  ces  fonctions  doublement  périodiques 
s'expriment  linéairement  par  les  différences  :  Z(^  —  a)  —  Z(<  —  Z), 
Z(^  —  b)  —  Z(;  —  /),  . . .,  en  nomlire  m  —  i ,  puis  par  les  dérivées 
jusqu'à  l'ordre  ^  —  i,  des  quantités  X(t  —  a),  c'est-à-dire  en  tout 
par  /)i  —  I  -f-  /«([x  —  i)  fonctions.  Afin  donc  de  pouvoir  effectuer 
rélimination  de  ces  fonctions,  je  pose  la  condition 

-  (  ;jL"-  ■+-  3  [J.  )  ^  ni  1-  /n  (  u.  ■ —  i  )  =  "'  J^ 

qui  me  donne  a  =  2/»  —  3,  de  sorte  que  je  par\iens  par  cette  voie 
à  une  courbe  d'ordre  2m  —  3,  au  lieu  d'obtenir  l'ordre  m.  Le 
procédé  qui  réussit  dans  le  cas  de  m  =  3,  donne  donc  en  général 
un  degré  trop  élevé,  et  j'ai  du  complètement  y  renoncer,  comme 
méthode  d'élimination.  Mais  l'existence,  au  moins,  d'une  équa- 
tion de  ce  degré  m  se  prouve  très  facilement.  Considérez  pour 
cela  une  droite  arbitraire  aa: -j- ,3)' H- "  =  o,  dont  les  points  de 
rencontre  avec  la  courbe  s'obtiennent  en  déterminant  ^  par  l'équa- 
tion 

aro+P^o-r-Y  +  (Aa  +  A'^)Z(<  — a)+  (Bx+  B\3)Z(f  — 6)^...  =  o. 
Le  premier  membre  de  cette  équation  est  une  fonction  double- 
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ment  |M-ri(Hli(iiii-  inn  ilrvimt    iiiliiiit-  |ii>iii    Ir^  ///  n.iIcuis 

t  =  a.  h,  c,  ...,/. 

Klle  no  poiil  ilciiic  s'iinmilcr,  d'iiprrs  un  lli('nr("'nio  coniiii  ilc  la 
tliroric  ilc'-  riiiictioiis  dliiil  i(|iirs,  (1110  [loiii  ///  valnirs  de  /,  ilaiis 
I  inltTHMii'  (lu  ictl,iiii;lc  (If-^  périodes  ',  K  cl  >. /K'.  ri  l;i  cunilx'  ne 
poiixanl  t'ire  i(iiipcc  (pi  en  ///  |)()(iUs  par  une  droite  (jucleoinpie, 
est  bien  d  ordre  ///. 

Ce   même    raisonnenieiil    aj)pli(pic    a    la    polaire;,   don!  les  eooi- 
doiinées  soiil 


X  = 


-r 


>j  —^  y 


^y  —^  y 


en  déteiniine  le  d<'i;re. 

Elleetiveinent  les  intersecti(His  de  celte  seconde  courbe  a\ee  la 
drolle  '/  \  -h  |j  V  +  -'=:()  sont  données  par  Télénient 

—  aj'-4-  '^x' ^'((xf  —  yx' )=.o, 

cl  \ous  vove/.  que  son  j)reniier  membre  est  une  fond  ion  double- 
n»ent  péi-iotlicpie,  admellani  les  infinis  doubles  l  =  «,  A,  . . .  ,  /,  de 
sorte  (pion  a  >.i)i  racines,  et  par  suite  'iiu  points  d'intersection. 
Connaissant  l'ordre  de  la  polaire  des  courbes  de  Clebscli,  o  =  iin, 
le  nombre  d  des  points  doubles  de  ces  courbes  en  résulte  immé- 
diatement, comme  conséquence  de  la  relation  2d -\-ù  =  mÇm  —  i) 
donnt'C  dans  mon  Coins  d' Analyse  (p.  3(S5  );  on  li-ouve  ainsi  par 

une    voie    facile    la    j)roposilion    fondamentale    t/ =     nt[^in — ■ '■>) 

démontrée  par  (>lebsch  (t.  ()3  de  ce  Journal^  p.    iHç)). 

Pari?,  v.y  juin   i  SjO. 

I* .-S .  —  La  détermination  des  points  d'inflexion  de  la  cubique 
plane,  et  des  points  stationnaires  fie  la  (|uadrique  dans  l'espace, 
dépendent  des  équations  suivantes  : 

Z'  (/  —  </)  —  Z'  (/  —  e  )     7J(t  —  b)^'/:  (t  —  c) 
T'(  t  —  a)  —  Z"{t  —  c)     7:{t  —  b)  —  7J'(  t  —  c) 
et 

Z'  (t  —  a)  —  T  it  —  d)  'L[t  —  b)—'L{l  —  d)  T  {t~c)  —  7:  (l  —  d) 
Z"  {t  —  a)  —  7:  yt  —  d)  Z"  {(  —  b)  —  Z"  (t  —  d)  Z"  {t  —  c)~Z"  U  —  d) 
Z-(t  —  a)  —  7J"{t  —  d)     7J'\t  —  b)—Z'"{t  —  d)     Z"'{t  —  c)—7J'\t  —  d) 
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Je  me  suis  proposé  de  calculer  les  déterminants  qui  forment  les 
premiers  membres,  et  j'ai  trouvé  les  expressions  suivantes.  Soit 
pour  abréger 

'Pia.b.c)       =U{a  —  b)H(a-c)n(b  —  c), 
*((/.  b,  c,  d)  =  H(a  —  b)  H(a  —  c)  H(«  —  d) 

}i{b  —  c)\\{b  —  d) 

Yi.{c  —  d), 
le  premier  déterminant  est 

,.    ^ia.b,c)Y{(,'it  —  a  —  b  —  C) 

et  le  second 

*(  a.  ^,  c.  <r/)  H(  4/ —  rt  —  h  —  c  —  d) 


H'(o) 


[  H  (  ^  —  <  /  j  H  (  /  —  6  )  H  (  i' —  r  )  H  f  /  —  ^  1  ]  * 


Les  beaux  résultats  découverts  par  Clebscli  sont  la  conséquence 
de  ces  expressions  qui  m'ont  amené  à  considérer,  en  général,  le 
déterminant  à  /?  —  i  colonnes 

Z'(f-rt)_      Tit-l)         V(t  —  b)—      Z'it  —  I)     ...  Z'it-k)-      Z'(t  —  l) 

Z"(t-a}-      V{t~l)         T'it  —  b)-      V{l  —  l)     ...  Tyt  —  k)—      Z"{t—l) 


Z"-i(i  —  a)  —  Z"-Uf  —  /)     Z"-i(t-b)  —  Z"-Uf  —  l)     ...     Z"-Ht  —  k)  —  Z'^-Ht  —  I) 
où  a,  b,  . . .,  A',  /  sont  /i  constantes.  Si  l'on  pose  comme  précédem- 


ment 


'P(a,b,  ...,kj)  =  H{a  —  b)U(a  —  c)...U(a  —  l) 

H(b  —  c)...U(b  —  l) 


Hik  —  l), 
on  trouve  qu'il  a  pour  valeur 

l(»-i.(;»  +  2,  4'(«,6,  ...,k.l)H(nl-a  —  b—...-l) 
'""      ^"^  [IKf  -a)U(t  —  b)...H{t  —  /)]" 

u.  désignant  un  facteur  numérique. 
Paris.  21)  décembre  1876. 


EXTilAlT  DL'NH  LKITIIK  liK  M.  Cil.  IIHirMITH  A  M.  lioHCilAHDT 

SUK    \A  FORMULE   DE   MACLÀURIN. 


Journal  de  C relie,  t.  84,  1(^78,  \k  (')4. 


Les   |)r()|)rii't(''S  de  la  loncliou  de  Jacob  licrnouilli  (Hablies   pai- 
M.  Malinslen  dans  son  beau  Mémoire  sur  la  l'orinule 


huj.=  \Ux—      h\Uj. 


(t.  3o  de  ce  Journal,  p.  55)  peuvent  être  obtenues  par  une 
autre  méthode  à  laquelle  m'ont  conduit  les  reclierclies  (jue  vous 
avez  publiées,  t.  79,  p.  -J^g.  Reprenant  à  cet  efFet  l'équation  de 
délinilion,  à  savoir 

e'-r— I  >.  \-^ 

—. =  S(a7)o-H  -S(a:)i-i S(3-)2  +  .  .  ., 

e> — I  I  i.A 

de  sorte  que  Ton  ait  pour  x  entier 

S(a')„=  i"-i-'2"-H  V  ^...^{x  —  I)", 

je  remplacerai  d  abord  ).  par  /),,  ce  qui  donnera 


1.-/1.-  1  -    \ 

-//..»■/      -it..v  —-il..r\  -//.(.r-1) 

?-        \  e-        —  e     - 


1 
e"'^ — I         e'        \  e-        — e  /        e  siriv^. x 


e-     \e-     —  e 

sin-jrX.r  cos4X(a"  —  i)         .sin  JX^r  siniA(ar  —  i) 

—         -  -  '    i-       ' 


sin'X  sin.lX 
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et  l'on    en  ronclina   ces  deux   égalités,    où  je   fais    pour   abréger 

(/;i)  ^  I  .2..')  .  . .  //  : 

(0       = — t: =  KS(x   i—  -—-S(x)3^  -—S(x)r,  —  ..., 


sin  |-Xa7Cos-|Xf:r  —  i)  ^^    ,  ^^    c ,    ^  ^^ 

'        ^ =      Sf3^)o—  --S(:r)2-f-  -— 


^^^^     -2-— .;m..-m^      Sf:r)„-,-^S(:r),+  ^Sf:r),-.. 


Ceci  posé,  la  formule  suivante  dans  laquelle  B,,  Bo,  etc.,  désignent 
sui\anl  l'usaiie  les  nombres  de  Bernouilli 

.1            ,1             Bi    x^-         B,    X*                     B„     .r2« 
log  sin  -  ^-  =  los  -  37 • — .  .  . . .  . 

•2  "2  (  2  )    2  (4)4  (2  n  )    2  /i 

conduit  à  une  expression  analytique  des  polynômes  S(a:)„,  qui 
met  immédiatement  en  évidence  les  propriétés  découvertes  par 
M.  Malmsten.  En  considérant  d'abord  la  première  de  nos  deux 
relations,  on  en  déduit  en  effet 


,       sin  1  Àa- sin  ô  XCa:" — i)       ,       '  ^      .  r  «  „i      Ri  ^^- 

log = zrz-f-^, '-^\os-lx(x-î)+[i—x'-    -{i~xf\     —  — 

[i-x*    —(i  —  x)*]     -—  - 

(  4  j  4 


sinLX  '^^-i"     '  •/  ■   L-      "  V-  '  ^     (2)      2 


B      X2« 

\i--x^-"  —  (i—xy-"]^ 


Posant  donc 

et  observant  que 


x„  =  I  —  x^-"  —  (1  —  xy-" 


nous  avons  celle  formule 

s.n|Aa7sm|X(.r-,)  A        ^^T^iiTT^- 

siniA  4 

dont  voici  les  conséquences.  Je  remarque  que  le  développement 
de  Texponentielle,  suivant  les  puissances  de  A,  donnera  pour  le 
coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  cette  indéterminée, 
une  fonction  rationnelle  et  entière  des  quantités  X,,  X2,  .  .  . ,  X„, 
dont  les  coefficients  seront  tous  positifs.  On  trouvera  successive- 
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mcnl,  en  rllci. 


I 


S(a-),=  -^Xî, 


I 


igv. 

S(x):  =  ^  (  iti  \,  X,-^  4-.>.Xî  Xî+  3-.X;  \ 


(  )r  \„  qui  saiiiiiili'  |)()iir  .r  =  o  et  .r  =  i ,  n  admet  dans  l'inter- 
\alle  de  ces  doux   racines,  (jii  un    :~<iil    maximum,  correspondant 

à  la  valeur  .r  =  ->  comme  le  montre  la  dérivée' 
■i 

\\,.\„  =  —  i/ja-"-"-!—  ifn\  —  r  )*''-•. 

(^ette  valeur-  ne  dt-pcndant  point  de  /?,  fournit  par  conséquent  le 
maximum  de  toute  fonction  rationnelle  entière  et  à  coefficients 
positifs  des  quantités  \„,  et  il  est  ainsi  prouvé  que  le  poly- 
nôme   ( — i)""' S(a:)2n+i,    est    positif    quand    la    variable    croît 

de  a"  =  o  à  a:  =  I ,  et  acquiert  sa  valeur  la  plus  grande  pour^  =  -• 

Je  passe  à  l'équation  (2)  qui  concerne  les  polvnomes  d'indices  pairs, 

I  sin  .SrÀ(  '2  3'  —  1) 


el  en  écrivant  le  premier  membre  sous  la  forme — h 


2  sin-^X 


je  développerai  le  logarithme  de  la  quantité  — '—, — — '-■  On  sera 

S 1 1 1  t)  /*■ 

ainsi  amené  à  employer  l'expression 

x;;  =  i  —  (iT  —  1)2", 

qui  permettra  d'écrire 

log .     ,, =  log(2Ar-  1-4-  -7-^ ^  —TT-  T  -^•••• 
et  par  suite 


&in4-À 


—   =  (■2X  —  \)e     '2i       2     •       (4)        4 


Les  polynômes  X"  possèdent  la  même  propriété  que  les  précé- 
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dcnls  de  s'annuler  pour  je  =  o,   x  =  i ,    et   de    n'admettre    dans 

l'intervalle  qu'un  seul  maximum  correspondant  à  a;  =  -•  Il  en  est 

donc  aussi  de  même  de  tous  les  coefficients  des  puissances  de  À 
dans  le  développement  de  l'exponentielle,  et  en  exceptant  seule- 
ment S(:r)o,  nous  avons  cette  seconde  proposition  que  les  polj- 

(—1)"  Six)on  •    •/■         1  ^  1 

nomes  —  sont   positirs    de  :c  =  o  a  x  =  i  avec  un  seul 

•3.x  —  I  ' 

maximum  dans  l'intervalle  pour  j?=  -• 

'  2 

La  facilité  avec  laquelle  les  propriétés  des  polynômes  S(x),i 
résultent  de  la  forme  trigonométrique  de  leurs  fonctions  généra- 
trices conduit  à  employer  ces  mêmes  fonctions  pour  établir  la 
formule  de  Maclaurin.  A  cet  eflfet  je  partirai  de  la  formule  élémen- 
taire 


fl]'-"\dx=  U2''-iV—  U2«-2V'  +  ...— UV2"-i+  TuV^" 


dx. 


où  U  et  V  sont  deux  fonctions  quelconques  de  la  vaiiable  x,  dont 
les  dérivées  d'ordre  k  sont  désignées  par  U'f  et  V^.  Posons  pour 
abréger 

<ï>(:r)=  U2"-'V  +  U2«-3V"  +  ...+  U'V2«-2, 

ce  qui  donnera 

en  laissant  arbitraire  la  fonction  V,  je  prendrai 

sin|).a7  sin  .^Xf-r  —  1)  '^■''     c  /     x 

sin^X  1.2.3 

et  il  sera  facile  d'obtenir  les  expressions  de  ^(x)  et  W[x).,  si  l'on 

,  TT              1     r              cosIà  —  cosiX(2a;  —  i)      .  ,v, 

met  U  sous  la  lorme = -^ , -•  Ayant  en  eiiet 


Li2A-i  =  (_i)/.XH-i 


asm  i/. 

sinp. 
sin  |X(  '2  37  —  i) 


u2A-  =  (_i)/>X2A    ^^îàlil^^ill, 


2  s  i  n  .'  X 
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oïl  IrtniN  «Tii 

4»(a:)  =  (—!)"       ^'"ï^-'-^-^  — ')p.,„_,y  _)î„_3V''^-..._(_,u.XVî"-ïJ, 

2Sin,X 

H7j-)  =  (-i)^'-'      ^-        , L'[Xî«-iV'-A2"-*V"'-T-...+  r— ij"    V2"   1] 

•>.  siHjX 

rosiX  ...      . 
H =—  N  -'"-I. 


•l  sin  2  A 


Maïutciiaul   <-l«''signt)iis   Its   valeurs   de    \  ''    j)Our   jt  =  i     el  a:  ^  o, 
par  \  *  et  \  *,  de  ce  qui  précède  nous  déduirons  les  formules 

*(i;-T(o)=       ^-^^       [X2«-i(v, +  Vo)-x^"-3(V';-+-v;)  +  ...j, 

•2.sin^À 


COS  ,^  /  Vî"-  1  V'2"-'   » 

I  -  V  *  1  *  u         A 


•2  s  m  2  A 


donl  la  première  comme  on  voit  renferme  des  sommes  et  la  seconde 
des  difl'érences.  Soit  encore 

o(X)  =  X2''-!(v, -+-Vo)— X2«-2(V'; 4- v; )+...-!-(- o"  X(Vf«-2  +  v2"-2), 
ij;(X)  =  Xî''-2(  v;  -  v;)  -  x^"-  *(  v;— v;  )  -4-. . .  +  (—  i  )«  X2(V2"  -3  _v2"-3  ). 

en  remarquant  que  le  terme  indépendant  de  A  disparaît  dans  la 
seconde  formule,  nous  pouvons  écrire 

( —  I  )" 
*(i;-*(o)=  —^         cp(X), 

^r(,)-W(o;=.^--^"7<S(X), 

et  l'on  en  conclura,  en  prenant  pour  limites  des  intégrales  zéro  et 
l'unité,  la  relation  suivante  : 

(—  I  j"   /      X2« 1 ■ V  dx 

=  I=llll'y(X)-^-'^^"'^"^^S(X)H-  r^c"-P-co4X(^^-0^.2.^^^ 


2 


ou,  plus  simplement, 

a2« -^ ; ^\  dx  ^-o{\)-\ ^J/(X)  +  (—  i)«   /      lJ\2" 

2siniX  2  '  2       ■  j 


û?a;. 
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Elle  donne  parmi  divers  résultats  la  formule  de  Maclaurin  que  j'ai 
eue  principalement  en  vue,  et  qui  s'obtient,  comme  on  va  le  voir, 
en  égalant  les  termes  en  A-""'.  Posons  en  efiet  ^  =  /(xq  +  lix), 
d'où 

le  coefficient  de  À-""',  dans  la  quantité  -  cot-À'}(Â),  s'obtient  au 
moven  de  la  série 

2'^^'^â  '  ~  X        (2j  (/i)  (6; 

sous  la  forme  suivante  : 

-  ^  [f'i^o  +  /'  )  -/'  Uo  )]  ^-  ^  [/'"(-ro  -^  h  )  -/'"(.ro  )]-... 
(  2  )  (  4  ) 

D'ailleurs,  dans  'f  (a),  le  coefficient  du  même  terme  est  simple- 
ment 

Vi -H  Vo = /(a^o  + /' ) +/(-^o  )  ; 

dans  la  fonction 

U  =  À  S(a7)i —S(x)3^..., 

son  expression  est —  S(x'i2«_i;  on  est  par  conséquent  amené 


à  légalité 


f  fia:,-^hx)dx='-\f{x,+  h)-^f{x,)]-  -^[f{x,+  h)-f'{T,)\ 


A-«       r  ' 

— — —    ^     /2"  ( :ro  +  /(  a:-  )  S  (  a- ).2„_i  dx 


qui  se  ramène  à  la  forme  habituelle,  en  remplaçanl  dans  le  premier 
membre  l'intégrale    /  /(xo-h  Ax)<:/d7  par  j   /         j\x)dx. 

La  proposition  de  M.  Malmsten  à  l'égard   de  S(x)2„_,  permet 


SI  n  i.\  roHMi  i.i:  m;  mmimuin. 


Hi 


ensiiili'  il  «•en vr 

f  /■"(T,-^-hx)S(T)i„.iii.r=f*"(jro^<Ut)  I     S{x)in-\dx, 

-    0  ^0 

0  •'•liiiil  cniniiii^  ciitiT'  zr'in  cl  I  ii  iiil('.(  )ii,iiil  .m  hic  leur   /     Six)-,,,^  x^ix^ 
il  (.'xl  (loniit'  iiiir  le  coefliciciil  de ,  duus  le  dcM-loppc- 

'  (  V.  /J  —  I  )  '  ' 

Mieiil  lie  riulcy-rale 


/ 


ros|).  —  cosf^J"  —  I  )^À    ,  I  I, 

j — dx  =      col     A, 

Q  •>.  siii,;/. 


•2  1 


d'où    hi  \  iilciir 


I      S(ar)„,_,  ^/a- =  (—!)"  B„, 


de  sorte  que  la  lorimile  ordinaire  sohliendra  en  remplacanl  dans 
le  premier  meinhre  l'intégrale 


/{xo-i- /ix)dx  par  j-  /{x) 


dx. 
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EXTRAIT  DUNE  LETTRE  DE  M.  CH.  HERMITE  A  M.  BORCIIARDT 

SUR   LA 

FORMULE    D'INTERPOLATION    DE    LÂGRAN&E 


Journal  de  C relie,  t.  84,  1878,  p.  70. 


Je  me  suis  proposé  de    trouver  un   polynôme  entier  F(.r)  de 
degré  n  —  i,  satisfaisant  aux  conditions  suivantes  : 

F(«)=/(a),  F'(«)=/'(«),  ...,  F^'-'Ca)  =/«-•(«), 

¥{b)=f{b),  F'(b)=/'{b),  ...,  FP-'(6)=/8-i(6), 


'  1 


F(/)  =/(/),  F'(/)  =/'(/),  ....  FX-HO  =/'-'(0, 

où/(:r)  est  une  fonction  donnée.  En  supposant 

a  -t-  p  -I-.  .  .-t-  X  =  /i, 

la  question  comme  on  voit  est  déterminée  et  conduira  à  une 
généralisation  de  la  formule  de  Lagrange  sur  laquelle  je  présen- 
terai quelques  remarques.  Elle  se  résout  d'abord  facilement  comme 
il  suit.  Je  considère  une  aire  s,  comprenant  d'une  part,  «,  b,  .  .  .  , 
/,  et  de  l'autre  la  quantité  x;ie  suppose  qu'à  son  intérieur  la  fonc- 
tiony"(x)soit  uniforme  et  n'ait  aucun  pôle;  cela  étant  je  vais  établir 
la  relation 


^'^      -^^    '        ■^-lT.J^(x  —  z)(z  —  a)^(z-b)^...{z-l)'^ 


dz, 


l'intégrale  du  second  membre  se  rapportant  au  contour  de  s,  et  en 
même  temps  donner  l'expression  du  polynôme  cherché  F(a:). 


-i  II  i\  r.iHMi  i.i:  Il  intkri'OlaTion  m:  i.\(;rance.  »V3 

Faison»  pnm-  .ihrt'^er 

«J>i  .r  1  =  (  .r  --  rt  )*  (  .r  —  h  )?  . .  .  (  T  —  /  j^- 

et 


(a:  —  z)'P[Z)' 


l'iiiléi^ral»'   <iir\  ilit^iir   >ci;t   la   soiiiine  des  résidus  de  'i(:;)  pour  l<- 

\idrui>   r  = '/.   // /  it  z=x.  Le  dernier  de  ces  résidus  est 

évideiiunent         /\.r);  à  lézard  des  aulres,  en   considérant    pour 
fixer  les  idées  celui  qui  correspond  à  ;  =  /(.  je  \ais  le  délerniiner 

par  le  calcul  du  Icrnic  en  j  dans   le  développeincnl  de  z>{ft. -{- /t), 

suivant  les  puissances  croissantes  de  /i. 
Observons  d'abord  (ju'on  a 

<P(a  -T-  h)  =  li^ia  —  b  -¥■  ltp(a  —  c  -f-  h)'( .  .  .  (a  —  /-4-/t)>-, 

de  sorte  qu'en  posant 

(  rt  —  6  -H  //  )-^  (  rt  —  c  -4-  /t  ;  Y  . . .  (  a  —  /  4-  A  )->" 
=  A^.\,A  -+- A, /j2 -+-...  +  Aa-i /««-'  +  ..., 

nous  pouvons  ('-crire 

f{(i^  h)^(x)  .1,4/.,  1 

Ellectuons  ensuite  le  produit  des  deux  séries 


\  .:>....  y.  —  I 


X  —  a  —  h        X  —  a        ( X  —  a )''        (x  —  af  (x  —  «  )* 

il  est  clair  qu'on  aura  pour  résultat 

/(  a  — h)    _      Xq      _       XiA  X,A2  Xg   ,  >i«-< 

X  —  a  —  k        X  —  a        (X  —  a)'-        (x  —  a)^    '  ■■■       ^^  —  ^^^        ■  ■  ■ , 

X,  désignant  un  polynôme  entier  en  x  du  degré  i.  Il  résulte  que  le 
résidu  cherché,  étant  le  coefficient  de  h°^~\  dans  le  produit 

4>(a7)[A+  Ai/<  + A2/i2-h...-î-  Aa-iA^-i] 

^  r   Xq  x.a  x,/t^-  Xa_,A»-n 

La:  —  a  '^  (  X — a)-        (x  —  a)-*       '*'       (x  —  «  )*  J  ' 
H.  —  III.  28 


434  COUVRES  DE  CHARLES  HERMITE. 

aura  pour  expression 

^,    ,r    AX^-i      ,       AiXjt-,  Aa_i  Xq  "I 

<P(a7) h   ; ^ -H.  .  .H } 

^     ^[ix  —  a)='        {x  —  a)^-^  x  —  a] 

ou  encore 

{x  —  b)<^(x  —  c)T.  ..{x  —  ly- 

X  [AXa-i-l- A,Xa-2(a7  —  a)  -H.  .  . -j- A^-i  Xo(a7  —  «)='-' ]. 

C'est  donc  à  l'égard  de  la  variable  x,  un  polynôme  entier  de 
degré  a  +  [i  +  .  .  .  +  À  —  i  =  /?  —  i  ;  il  en  est  de  même  des  autres 
résidus  de  C5  (^),  et  par  conséquent  leur  somme  que  je  désignerai 
par  F(:r)  est  bien  un  polynôme  entier  de  degré  n  —  i,  dans  la 
relation  que  nous  venons  d'obtenir 


"'^'-.A^'-^./^^ 


(-) 


Observez  maintenant  que  l'intégrale  du  second  membre,  ren- 
fermant comme  facteur,  sous  le  signe  d'intégration,  la  fonction 
$(:r),  s'annule  ainsi  que  ses  dérivées  par  rapport  à  x,  jusqu'à 
l'ordre  a —  i  pour  x  =  a  jusqu'à  l'ordre  [i  —  i  pour  x  =  b^  etc. 
Il  est  ainsi  immédiatement  mis  en  évidence  que  F(:r)  est  le  poly- 
nôme cherché,  toutes  les  conditions  à  remplir  se  trouvant  en  efl'et 
satisfaites.  Mais  de  plus,  nous  obtenons  une  expression  de  la  dif- 
férence entre  la  fonction  et  le  polynôme  d'interpolation,  sous  une 
forme  permettant  de  reconnaître  qu'elle  diminue  sans  limite, 
lorsque  le  nombre  des  quantités  a,  6,  ...,/,  ou  bien  les  ex|)Osants 
a,  [3,  .  .  . ,  X  vont  en  augmentant.  Effectivement,  si  nous  admettons 
cjue  tous  les  cercles  passant  par  le  point  dont  l'affixe  est  x  et 
ayant  pour  centres  les  n  points  a,  b,  .  .  . ,  /  soient  contenus  à 
l'intérieur  de  s,  les  rayons  de  ces  cercles,  c'est-à-dire  les  modules 
de  X  —  a,  X  —  b,  ,  .  . ,  seront  respectivement  inférieurs  aux 
modules  des  quantités  :;  —  a,  z  —  b,  ...,  z  —  /,  lorsque  la  variable  z 
décrit  le  contour  de  l'aire. 

4>  (  x) 
Le  module  du  facteur  t:- — -   entrant  dans  l'intégrale  curviligne 

peut  ainsi  devenir  moindre  que  toute  quantité  donnée,  lorsqu'on 
augmente  le  degré  du  polynôme  F(x). 

Cette  considération  est  d'ailleurs  exactement  celle  dont  on  fait 
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usage  à  l'égard  du  reste  de  la  série  de  Taylor, 


•iiT.J    {x  —  z)  {z  —  a)* 


lorsqu'on  veut  établir  la  convergence  de  cette  série  pour  des 
valeurs  imaginaires  de  la  variable.  J'ajouterai  cette  remarque  que 
hi  diliV'iciiliatiuii  par  rapport  à  //  donne 

dR  _  a(x  —  a)»-i     r    f(z)dz 
da  ~  lir.  J,  (^  —  <t )'^^^' 

de  sorte  que  la  formule 

permet  d'écrire 

rfR  _  (j-  — «)«   '/t«'(a) 
da  I .  -2  ...  a  —  I 

et  l'on  en  conclut,  R  s'évanouissant  pour  a^  x^  la  forme  élémen- 
taire du  reste 

"cr  — a )*-'/(«'(; a)  rfa 


-/ 


\  .).. 


Après  avoir  rattaché  à  un  même  point  de  vue  la  série  de  Taylor 
et  la  formule  d'interpolation  de  Lagrange,  qui  s'obtiennent, 
comme  on  voit,  en  posant 

^{x)  =  {x  —  a)*  et  ^{x)=:  {x  —  a){x  —  b) .  ..{x  —  l), 

je  vais  considérer  un  nouveau  cas  et  faire 

^{x)  =  {x  —  aY{x  —  b)^. 

Si   l'expression  des  polynômes  F(x)  devient  alors  plus  compli- 
quée,  l'intégrale    /    F(.r)<ijc  donne,  pour  la  valeur  approchée  de  la 

r''  ■ 

quadrature    /   J{x)dx^  un  résultat  très  simple,  auquel  on  par- 

vient  comme  il  suit. 

Nommons  A  et  B  les  résidus  correspondant  à  z  ^i  a  eV  z^  b 

de  la  fonction 

,    ,  f(z)(x  —  aY-^(x  —  b)^ 


{x  —  z){z  —  a)0'(,3  _  è)P 
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de  sorte  qu'on  ait 

¥{cr)  =  A-i-B, 

je  montrerai  d'abord  que  les  intégrales 

r  ''  r  '' 

se  déduisent  immédiatement  l'une  de  l'autre.  Ces  quantités  sont 
en  effet  les  coefficients  de  jj  dans  le  développement  des  exprès- 

i     ^^  '  h^ia  —  b^hfU.,  x  —  a  —  h 


sions 


et 

.h 


r  ^ib+h)dx=.  ,j,^''^''\   I 


f(b-h  h)  f''(x  —  a)='(x  —  b}Pd.r 

X  —  b  —  h 


Or  écrivons  pour  un  moment 

,       ,         „                fia^h)           r''(x  —  a)^(x  —  b)?dx 
(rt,è,a.B)  =  ^- — -    /      ^ j- , 

et  permutons  à  la  fois,  d'une  part  a  et  6,  et  de  l'autre  a  et  |3,  ce 

qui  donnera 

,,         0      ^               f(b-^h)           f"(x-a)=^{x-b)?dx^ 
(  6,  a,  p,  a)  =  — --^ /      -, -, , 

on  voit  que  le  second  membre  de  cette  égalité  étant  —  B^  on  a 
simplement 

/      Y[x)dx=  {a,b,i,  P)  —  (6,  a,  |3,a). 

Cette  remarque  faite,  posons  m  =  a  +  |j;  la  formule  élémentaire 

C    ^x—a)P-Hb  —  x)i-^  dx  =  {h  —  a)P+i-'Y^^  ^^'^^ 


'iP  +  9) 


donne  le  développement 


/ 


{x  —  a)'^(b  —  X)?  dx 
X  —  a  —  h  ' 

— — - — — b  —  a)'"  H ^^ — — {  b  —  a  )'"-'  h 

T(m  —  I  ) 
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Plaisons  encore  h=z(^h  —  n)l,  on  pourra  l'écrire  sous  cette  nou- 
velle forme 


lia  (Fi 


^ (b  —  a )"<     I  H /  4-  , ^ —  r- 

■+-1)  I  a  — I  (a  —  i){0L  —  -j.) 


r(//i 

Cela    élanl,    nous    «•llctliicntiis    la    iiiiilliplicalion    |)ar    le    fadeur 
(rt  —  0  -{-  fi)~P,   ou    |iliilùl    par  la  quantité  éj;ale 

(—  i)P(6  —  a)-P(i  —  t)~P. 

Des  réductions  qui  se  présentent  «I  elles-mêmes  montrent  que  le 
produit  des  deux  séries 

/n  /ni  ni  --  \)         ^  in(  ni  —  i  )  (  ni  —  i) 

t-^  ■ ^ —- ^«'-H..., 


a  —  I  (  a  —  I  )  (  a  —  -2  )  (  a  —  i  )  (  a  —  -i  )  (  a  —  3  ) 

I  1.7.  1  .  >.  .  ) 

a  la  forme  simple 

1=1-1 t  -\ ; l-  ^ -— ?•'  -t-  .  .  . 

a  —  I  1  .  '2  (  a  —  o  )  l .  2 .  J  (  a  —  J  ) 

.  .  .(a  —  i; 
de  sorte  qu'on  a 

I  r''(x-a)^{x  —  b)'^dx  __  V(%)Y(^^i) 

Mais  il  est  préférable,  en  gardant  seulement  les  puissances  de  A, 
dont  l'exposant  est  inférieur  à  a,  et  qui  nous  seront  seules  utiles, 
d'ordonner  le  second  membre  suivant  les  puissances  décroissantes 
de  cette  quantité.  On  obtient  ainsi 

^'  (x  —  a)^{x  —  lj)'^dx 


(a_6  +  /t)P  J„ 


X  —  a  —  h 


=  —(b  —  a)h^-^-\ 

m  m  {m  —  i  i  a 

a(a  — n('a— 2)      (  b  —  a)^  h<^-3 
m  {m  —  i  )  (m  —  2  )  3 

En  dernier  lieu,  multiplions  par  le  facteur 

fia  -^  h  )  =/(«)  +/'(a)  ^  +f"(a)  -^  ^.  .  .-+-/«-•(«)         ''*"' 


I  1.2  1 . 2 ...  a  —  I 
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pour  former  le  coefficient  du  terme  en  A'*"',  qui  est  la  quantité 
cherchée,  nous  parvenons  ainsi  à  l'expression 

a     ,               .                       aCa  — I)           (b  —  ayf'(a) 
(a,  è,  a,  fi)  =  -(6  — a) /(a)  H —- ^-^^-^ — 


a 


(•a-i)(a  — 2)      (b-aff'ia) 


m  (m  —  I  )  (  /7i  —  2  )  1.2.3 

dont  la  loi  est  manifeste. 

On  obtient  d'une  autre  manière  cette  formule,  en  partant  de  la 
relation 

I  VY'"  dx  =  e(cr)  -h  {—ï}'"  I  Wi'n  dx, 

où  j'ai  fait 

(d{x)  =  UV'«-i—  U'V'"-2-+-  U"V"»-3-  .... 

Prenons  en  effet  U  =/(a;),  \  =  {x  —  a)^  (x  —  b)'^,  avec  la  condi- 
tion a  +  [3  =  m,  de  sorte  qu'on  ait  V"'^  1.2  ..  .m.  On  en  déduira 
en  intégrant  entre  les  limites  x  =  a  e\  x  ^=  b 

f      "^  \  .1.  .  .m  i  .2.  .  .m  J 

et  il  est  aisé  de  calculer  0(rt)  ei(d( b).  11  suffit  en  effet  d'avoir  les 
dérivées  successives  de  Y  =  (x  —  a)^  (x  —  è)»  pour  x  =  a 
et  x^b;  or  les  premières  s'obtiennent  en  faisant  x  =  a  +  h, 
et  sont  données  par  les  coefficients  de  h^{a  —  b  +  hy^  les  autres 
résultant  semblablement  de  l'expression  h^{b  —  a  +  h)^,  et  l'on 
trouve  ainsi 

=  —(a-b)fia)—  


1 . 2 . . . /n.        m  "^  mi  m  —  i)  1.2 

a(a  — i)(a-2)      (a  —  b)\f"(a)  _ 
m  (m  —  i)  (m  —  2  )  i .  2 .  3 

Ecrivons  cette  quantité  de  la  manière  suivante 

-  (b  —  a)f(a)— 


1.2.../»  m  ij.    I       m{m  —  i)  1.2 

a(g_,)(a_2)      (b  —  ayf"{a) 
m  (m  —  1  )  (  "î  —  'i)  I .  -2 . 3 
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on  aura  »lc  im*m<' 


H(6 


I .  'i . .  .  m  //j  •  //i  (  /«  —  I  )  1.2 

_     fi(^  -  l)(P— 7.)     (r<-  h)\r(b) 
m  {m  —  I  )  (  '"  —  2  )  1 . 2 .  iJ 

et  nous    sommes   ramen«'-s  à   la    forum  le  pn-rédcmment  obtenue. 
iMais  on  trouve,  pai-  cett**  mc-lliode.  ([ue  la  dillérence  entre  l'inlé- 

grale    /   f{x)dx  et  sa  valeur  approchée  est  la  quantité 

'-Il 

— ^ ■ —    /      f"'{x){x  —  a)?(x  —  bY  dx^ 

i  .i. .  .m  ,  ' 


où  le  facteur  (x  —  a)^{x  —  b)'^  conserve  toujours  le  même  siyne 
tre  les  limites  ( 
écrivant  donc 


entre  les  limites  de  l'intégration. 


I     /"'(x){x  —  a]P{x  —  b)'^dx  =/"'(;)  I      (x  —  a)^{x  —  b)^  dx, 
•-,1  •-  « 

en  désignant  par  ;  une  <juantité  comprise  entre  a  et  b.  on  voit 
que  pour  une  valeur  donnée  de  oi,  l'approximation  obtenue  dépend 
du  fadeur 

r'' 

I     (x  —  a)?  (x  —  b)'^  dx, 

ce  qui  conduit  à  déterminer  a  et  |5*  par  la  condition  qnil  soit  le 
plus  petit  possible.   Or  on  trou\e  aisément  que  le  minimum  du 

produit    V{x)Y[in — x)    s'obtient  en    faisant   x=— •  Parmi    les 

diverses  formules  qui  se  rapportent  à  la  même  valeur  de  m,  c'est 
donc  celle  où  a  =.  3,  où  figure  par  conséquent  la  dérivée  de  l'ordre 
le  moins  élevé  de  la  fonction  /{x),  qui  conduit  en  même  temps  à 
1  approximation  la  plus  grande. 

En  particulier  on  trouvera,  pour  a  ==  |j  =  i , 

r'' 

I     /{x)dx  =  -(b-a)[f(a)-r-fib)]-  -L(è-a,)3/«(j). 
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puis  en  suj)posant  a  =  [i  =  2, 

/     fix)dx=        --  (6-a)[/(«)+  /(A)J 


^±(t-ar-[f'ia)-f'{b)]^~ib-arf-a). 


Paris,  ')  juillet  1877. 


POST-SCRIPTUM. 


J'ai    rélléclii   de   nouveau  à   ces  deux    origines   de    la  série    de 


Taylor,  suivant  qu'on  la  déduit,  au  point  de  vue  élémentaire,  de 


l'intégrale  définie 


f 


du. 


i  .i. . .a 


ou  bien  sous  un  point  de  vue   analyti(pie  plus  étendu,  de  l'inté- 


grale curviligne 


I      r    ix  —  ay^^'^fi  z) 

Tïr.  J .  {X  —  z)(z  —  a)^^^  '  "' 


et  j'ai  pensé  qu'il  devait  être  possible  pareiifement  d'arriver  au 
poljnome  d'interpolation  par  une  autre  voie  qui  n'exigerait  pas 
l'emploi  des  variables  imaginaires  et  des  intégrales  curvdignes. 
C'est  en  effet  ce  qui  a  lieu,  mais  il  faut  recourir  comme  vous  allez 
le  voir  à  la  considération  des  intégrales  multiples. 
En  posant 

W(z)  —  {z  —  a^){z  —  ax)  .  .  .(z  —  an) 


j'envisage  l'intégrale 


■HT..)  n 


/■<- 


(-) 


dz. 


où  la  fonction  /'(:?)  est  supposée  continue  à  l'intérieur  de  Taire  .ç, 
qui  comprend  tous  les  points  ayant  pour  affixes  a^^  a,,  . . .,  a„. 

Si  l'on  désigne  par /'"(s)  la  dérivée  d'ordre  n  de  /(z)  et  qu'on 
fasse 

u  =  (oq  —  ai)ti-^  (ai —  a2)^2  — •  •  .-1-  (  ««-1  —  ««  )^«  -^  ««, 
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riiilt'f;r;il('  ciii  \  ilij;nr  s'cx|)riinr  (•niimi"'  il  >iiit  ,\u  inoyen  d'une  in- 
légralr  imihi|)li'  (rordre  //.  On  a 

e\  nous  allons  aist'inenl  le  démonlrer. 
11  vient  d'al)()i'(l  eu  t-llel 


/"-^[<ai  —  ai)t.,-^{  «2— ff.0^3-h.  .  .-4-  n,i] 

«I—  «0 


puis  successivement 

/      df.,  I     /"  (  ti  )  dt  I 


«y  il  a  //\ 


(«0—  «I  )(«o—  «2  ) 

/"  -|('"/i  —  flt»)<3  +  (q3  —  «O^v  -^  •  • .-+-  <•/«] 

I  <i^  —  at))(ai  —  (i-i  ) 

f"--\(a-2  —  a3)t:i  -4-  («.i  —  «t)<4  -i-  •  •  •  -^  '^h,  J 
(  «2  —  ao)  ("«2 —  «1  ) 

./"^M(^?o  —  a;)fi  -f-  (gj  — «5)<5  +  >•  ■  -+-  ''^i] 

/"-3[^(ai  —  a^)ti  -h  (a;  —  a-^)tr, -\-  .  .  .  ^  a„] 

(«1  —  «u)  f  ai  —  a2)(«i  —  «3) 

/'""■'[(aa  —  «'.  ) /y  -h  (g;  —  «5)^5  -H  ...  -+-  a„] 

(«2—  «0;  («2— «1)  («2— «3) 

J'"-^  \(a:i  —  a'.jtj.  -+-  («4  —  a5)/3  -f- .  ■  .  -4-  q„] 

(  «3—  «o)(«3—  «ij  (/'3  —  «2) 


en  faisant  usage  des  identités  élémentaires 


I 


(«j — ai)(a„ — «2)        («1  —  «o)(«i  —  <ï2)        («2 — «o)(<^2 — <^ij 
I  I 


(  «0—  «l)<«0—  '''2)  («0—   «3)  («1 «o)(«l  —  «2)  («1  —  «3) 

I  I 


(ao «o)  («2—  «1  )  (  «2  —  f^'z)  (  (Iz «0)  f  «3 «2)  ^«3  —  «1^ 


^  O. 


En  dernier  lieu,  et  sans  qu'il  soit  besoin  d'entrer  dans  des  détails 
que  la  simplicité  des  calculs  rend  inutiles,  on  obtient  pour  l'inté- 
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grale  mulliplc  d'ordre  ii  rexpression 

/(gp)        f(a\)  ^    /( (1^1  )  ^ 

qui  est  en  effet  la  valeur  de  l'intégrale  —r-    /  -— — •  dz. 

T  ^  atTt  ,7^  il(-s) 

A-ppliquons  ce  résultat  en  supposant  cIq  =  x,    et   faisons   pour 


abréger 


^(x)  =  (a?  —  a,)  (.r  —  «-2)  .  .  .  (.r  —  «,,); 


si  l'on  désigne  comme  précédemment  par  F(^)  le  polynôme  d'in- 
terpolation de  Lagrange,  on  trouvera 

f(a:)—F(x}  =  <i>(.T)  f   dt„  f     dtn-i...  f  f"iu)dti, 

la  valeur  de  u  pouvant  être  mise  sous  la  forme  suivante  : 

//  —  a-^i  -+-  «i     (  ^2  —  h     ) 


rt„_i  (/„  —  /„-]) 
fin       i   1    —  fn       )• 


Je  remarque   ensuite  qu'en  difïérentiant  la  relation 

_!_    f /^^\^        clz=   f'  dt„   f'"d  (,-,...    f''f"{u 


a—  I  fois  par  rapport  à  rti,  '^—  i  tois  par  rapport  à  «2,  ...,  À—  1  fois 
par  rapport  à  a„,  nous  obtiendrons  dans  le  premier  membre  l'in- 


tégrale 


'i.iT.J^  {z  — x)(z —  a^)^(z  —  ao)'^  .  ..{z —  an)^ 
qui  se  trouvera  donc  exprimée  par  l'intégrale  multiple 

C   dt„  f'^dtn^,...   f   f^{u)edtu 

OÙ  j'ai  fait 
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Noii>  [larvenons  ainsi,   pour  la  fonmile  plus  générale  d'inlerpo- 
lation,  à  l'expression  siii\;iiile  du  reste 

'<^>- P'^)  =  nWrrroû/' *"./"'' '""  '  ■  . [ V?— Mu^erf,,, 

^(x)  représenlani  le  polynôme  [j-  —  r/,  )=<  (x  —  ao)^  •  •  -{^  —  ^«)^j 
c'est  le  résullal  (jiie  jf  me  suis  projiosé  d'obtenir  et  qui  me  semble 
compléter  sous  un  point  de  vue  essentiel  la  théorie  élémentaire  de 
l'interpolation. 

l?aiii-tle-Brelagne,  septembre  1877. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  DE  M.  HERMITE  A  M.  LINDEMANN. 

OBSERVATIONS  ALGÉBRIQUES 


SUR 


LES   COURBES   PLANES 


Journal  de  Crelle.  t.  84.  1878,  p.  298-299. 


Les  formules  que  je  crois  d'une  grande  importance,  par  lesquelles 
vous  représentez  les  coordonnées  d'une  courbe  d'ordre  ni  et  de 
genre y>,  renferment-elles  le  nombre  maximum  de  constantes  arbi- 
traires qu'elles  comportent,  c'est-à-dire 


-  m  (  m  -I-  3  ;  —     7  (^  "^  —  i  )  (  "^  —  2  J  —  p\  =  ^  m  —  i  -\~  p 

Poar p  =  o,  les  expressions  des  coordonnées  étant 

.       B  C 


? 


'         "'=Â' 


où  A,    B,   C    représentent  des  polynômes  du  m""^'^   degré   en   /, 
on   peut  d'abord,  si   l'on  remplace  cette  variable  par  la  fonction 

linéaire ^,  diminuer  de  trois  unités,  en  disposant  de  a,  [i,  y, 

le  nombre  des  constantes  que  contiennent  ces  formules.  On  peut 
encore  dans  les  résultats  de  cette  substitution 


supposer  égal  à  l'unité  le  coefficient  de  la  puissance  la  plus  élevée 
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«le  /,  dans  l«'  (lénoiniiiatriii-  ^.  |t;ir  rxriiijdr  :  <l  airiM  le  nomijic  <I««i 
.ithiliMircs  SI-  rtiliiil  .1 

?.  (  wi  -(-  I  )  -f-  //<  —  3  =  i  m  —  I . 
Pour  j)  z=  i ,  les  formules 

5  =  $0  -H  A ,  Z  (  <  —  /i ,)  -+-  A,  Z(  /  —  /,  )  -H  . . .  -+-  A„,  /  (  /  —  /„,  ), 

^  =  ^0-^  n,Z(/  — /,)-T-  i{..Z(/  — ^o)-^.-.^  |{,«Z(/  — 1„,) 

iiu'ttenl  en  évidence,  d'une  [>arl  les  résidus,  V, ,  A^,  . . . ,  H, ,  Hj.  .  . ., 
c'est-à-dire  2(///  —  1)  constantes,  à  cause  des  conditions  SA=:  o, 

SB  ::=  o,  puis  les  quantités  /, .  /o /,„  (ju'il  i;int  réduire  à  //f  —  1 

arbitraires,  puiscju'on  peut  remplacer  /,  par  /  +  /,,  par  exemple. 
Si  l'on  ajoute  à  ces  constantes  le  module  ainsi  que  ^0  et  y,,,,  on 
trouve  bien  en  définitive  le  nombre  3///. 

Apn''S  avoir  appelé  votre  attention  sur  ce  point,  permettez-moi 
<le  vous  dire  de  quelle  manière  j'exprime  qu'une  courbe 

admet  0  points  doubles.  Je  considère  à  cet  effet  les  relations 

et  j'observe  que  le  résultat  de  l'élimination  de  a:  et  y  sera  une 
équation  en  u,  T[{u)  =  o  dont  les  racines  représenteront  les 
diverses  valeurs  que  prend/(x,y),  quand  on  y  remplace  x  et  y, 

par  les  solutions  des  équations  -^  =  o,  -j-  =  o.  Par  conséquent  le 

nombre  des  points  doubles  est  donné  par  le  nombre  des  racines  a 
(|ui  sont  égales  à  zéro.  Ceci  posé,  nommons  a,  6,  c,  ...,  k  les 
coefficients  de/(.r,jK)et  supposons  que  le  terme  indépendant  des 
variables  soit  k.  Il  est  évident  que  l'équation  U(u)  =  o  se  formera 
au  moyen  du  discriminant  relatif  à  l'équation  proposée,  en  y  rem- 
plaçant A"  par  /r  —  w,  de  sorte  qu'en  représentant  ce  discriminant 
par  n(«,  b,  c,  .  . .,  A),  on  aura 

U{u)  =  U(a,  b,  c.  . . . ,  k  —  u). 
Les  conditions  pour  que  la  courhe  f(x,y)  =  o  possède  0  points 
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doubles  peuvent  donc  s'obtenir,  au  moyen  du  discriminant,  sous 
la  forme  suivante  : 

du  rf2  n  rfS  1  n 

n  =  o,       -77  =  (),         ., .,  >        •  •   >       — ; —  =  o. 

d/i  dk^  dk^-^ 

Paris,  i3  juillet  1877. 


EXTRAIT  D'UNE  LETTRE  A  M.  GYLUf'N,  DE  STOCKHOLM. 

SUR  LE  PENDULE. 


Journal  de  C relie,  Bel.  83,    1878,  p.  ?.46- 


J'ai  remarqué  (|ue  les  coordonnées  x^  y,  z  de  l'extrémilé  d'un 
pendule  sphérique  sont  les  dérivées  de  fonctions  uniformes  du 
temps  dont  voici  les  expressions.  Considérons  en  premier  lieu  la 
valeur  de  ;:  qui  s'obtient  immédiatement  comme  conséquence  des 
équations  fondamentales 


a.^^yi-^z'-=  l, 


(^\)ixy-  ^  {Diyf^  {Diz)^^  i.q(z-\-c), 
yDiX  —  xDty  =  A, 

où  C  et  A  désignent  des  constantes  dont  la  signification  est  bien 
connue  et  qui  donnent  comme  on  sait 

Nommons  a,  ^,  y  les  racines  rangées  par  ordre  décroissant  de 
grandeur,  de  l'équation  du  troisième  degré 

ig{z-^-c){i  —  z-')  —  h^=o, 

de  sorte  que  a  soit  positive  et  moindre  que  l'unité,  ^  moindre 
également  que  l'unité  en  valeur  absolue  et  y  enfin  négative  et 
supérieure  à  l'unité  en  valeur  absolue.  Si  l'on  pose 


r.=  tl, 


a 


ï 


/i2=  -^^a-Y) 
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et 


on  aura 


Or  la  formule 


i 


Il  =  n{t  —  /u), 

a  —  z  =  (a  —  ^&)  sin"-am  (ii), 
z  —  ^  =  (a  —  p)  cos2am(M), 
z  —  Y  =  (  2  —  7  j  A2     a  m  (  M  ). 


/c^  sin-  a  m  (  u  )  du  =  -jt- 


e(«) 

permet  déjà  d'écrire 

_        [a/f^K-(7.-i3)J  e'(?/.)  1 

Soit  ensuite,  en  désignant  par  es  un  angle  arbitraire, 


et  posons 

e(o)H,r«-^o.)  r>.-S^l" 

c|,(m)  ^  _LJ__!_ — —— lé-L       W,(w)J 
^     '^  Hi(oj;e(«;  ' 

on  aura  cette  expression 

X  -4-  iy  =  AD,.,  * (  ?0î 

de  sorte  qu'en  égalant  les  parties  réelles  et  les  coefficients  de  /, 
X  &K.  y  seront,  aussi  bien  que  ;,  les  dérivées  de  fonctions  à  sens 
unique.  Voici  maintenant  la  détermination  des  constantes  oj  et  ). 
qui  entrent  dans  la  fonction  *î*(  «)•  Nous  avons  d'abord 


A2  =  — 

)uis  ces  formules 


A-  = , 

1  n 


cos2am(w)  =  —-^ ^, 

o ^. 

A2ani(co)—       '^        ' 


Elles   font   voir   que   w  est    imaginaire,   mais  sans   partie    réelle, 
comme  A.  Si  l'on  pose  en  effet  to  =  m,  et  qu'on  emploie  les  rela- 
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lions 

,,         t  sin  am(j:,  A) 

SI  11  ani(/.r.  A'  )  =  ; — » 

cos  iirn(  j",  k } 

cos  am(ta-,  A-  )  =  ; j-, 

cos  uin(:r,  A) 

, ,  Aiimiar,  k) 

cosann(a:,  A) 

on  ol)tient  les  \aleurs 

32  (  aï  —  y2  > 


cos2  ami  a,  k'  t 


:LH'y'—-i-)' 


A-^am(a,A-')-— ^ 


a-^(3-r-Y)- 


el  d'après  l'ordre  de  grandeur  des  (|uanlités  a,  |j,  y,  vous  voyez 
(ju'elles  sont,  en  eflel,  toutes  positives  et  moindres  que  l'unit»'. 
Miiis  une  double  indétermination  subsiste  à  l'égard  des  signes 
de  tij  cl  a;  elle  se  l«'-ve  par  les  formules  suivantes.  On  a,  en  premier 

lltMl, 

^in  ain  (  (o  1  cf)S  am  (  (o  ]         ili         '^'^ii  '^  —  Y^ 

A'aiiKw)  n    u('a  — P)(y  —  [i)' 

ce  qui  fixe  le  signe  de  (o,  sa  valeur  absolue  étant  connue;  je  trou\c 

ensuite  (piOn  doit  prendre 

ili 
•in 

Vérifions,  par  l'élévation  au  carré,  la  formule  relative  à  w  au  moyen 
des  expressions  données  pour  sin-  am  (oj),  cos-  am  ((')),  A-  am  (o-»). 
On  trouve  d'abord,  dans  le  premier  membre,  la  quantité 

_  g^  ^-- Y^(  g  ^  [B  )  (  p  -I-  y)  (  Y  -*-  ^  )  ^  ^  "  Y  ) 
(?-Y)M,a-a/^ 

et  le  second,  en  remplaçant  n-  par  -g  (a  —  y),  devient 

_  li^     -J.'- 'i'- ■;"-{'■■>■  — '() 

il  suffit,  par  conséquent,  de  vérifier  la  condition 

A2 


=  (a +^)(P^YHy -+-=<). 
H.  —  III. 


29 
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ce  qui  se  fait  iinmédiateinent,  en  posant  dans  l'équation 

■2^(5  -+-  c)  (1  -  ^2  .  -  l,^-  =  -ig(^z  _  7.)  (^  -  p)  ( -:  _  Y), 

z  ■=  —  c,  el  remarquant  qu'on  a 

a  -t-  p  -f-  Y  =  —  c. 

Vous  m'avez  dit,  Monsieur,  dans  votre  dernière  lettre,  que  la 
différentiation  des  fonctions  elliptiques  par  rapport  au  module 
pourrait  peut-être  servir  dans  les  importantes  recherches  aux- 
quelles vous  consacrez  vos  efforts  pour  l'application  de  ces  fonc- 
tions à  la  théorie  des  perturbations.  Voici  à  ce  sujet  les  diverses 
formules    que   j'ai    obtenues,    et   dans   lesquelles  j'ai    posé    pour 

abréger  ç  ^  —  : 

.           ,                      cosam(.r)Aam(a")       f  &\(x)'] 

D.suiam(.r)=  ^^ |  (^  - /.^)^  -   ^-^  J  , 

sinaiii(.r  )Aam(.r)        V  &\{x)l 

D.cosam(.r)=-       ^^ >       [^,  ^  ~  A^)- -  ^^^  J  ^ 


^                 ,     ,             /i- sin  am  (.r  )  cosam  (37) 
D/,     Aam(j7)= ^     '  ' 


Si  l'on  pose,  en  outre, 

Z(x)=j     A-2  sin2am(a7)  o?a?, 


['^-'■'-"^^ 


on  a  aussi 


D/,  Z(^)  =  YT  [x\^am(x)  —  sinam(a7)cosam  (x)ùiam(x)  —  cos2am(:c)Z(a7)]. 
k  ^ 

M.  G.  O.  Meyer  avait  déjà  donné  les  trois  premières,  mais  sous 
une  forme  différente  et  en  prenant  pour  variable  la  quantité  q  au 
lieu  du  module,  dans  son  Mémoire  intitulé  Ueber  rationale  Ver- 
bindangen  ddJ^  elliptisclien  Transceiidenten,  t.  LVl  de  ce 
Journal^  p.  Sai . 

Paris,  8  octobre  1877. 


SI  15    L\ 


TlIÉOmE  DES  lOXCTIOXS   Sl^IIÉmoUKS, 


Comptes  rendus  de  r Académie  des  Sciences, 
t.   I.WXVI.    1.S78.  |).    i5ij. 


J'ai  riiouneui-  de  faire  hommage  à  TAcadémie,  an  nom  de 
l'auleur,  M.  le  D""  E.  Heine,  |jrofessenr  à  l'Université  de  Halle, 
de  la  seconde  édition  d'nn  Ouvrage  intitulé  :  Sur  les  fonctions 
sphériques.  Tliroric  et  applications.  Ce  sont  les  applications  du 
calcul  à  la  Mécanique  céleste  qui  ont  conduit  à  la  découverte  et 
à  l'introduction  en  Analjse  des  fonctions  auxquelles  est  consacré 
le  beau  et  savant  Ouvrage  de  M.  Heine.  Legendre  et  Laplace,  dans 
d'admirables  recherches  sur  la  théorie  de  l'attraction  des  sphé- 
roïdes et  la  ligure  des  planètes,  en  ont  donné  les  propriétés  fonda- 
mentales, et  elles  ont  été  ensuite  employées  avec  le  plus  grand 
succès  dans  beaucoup  de  (piestions  importantes  de  Physique 
mathématique,  et  principalement  dans  la  Théorie  de  la  chaleur. 
Après  ces  deux  grands  géomètres,  et  en  suivant  la  voie  qu'ils 
avaient  ouverte,  Lamé  est  parvenu  à  ses  belles  découvertes  qui 
ont  étendu  à  la  fois,  comme  on  le  sait,  le  champ  des  applications 
du  calcul  à  la  Physique  et  celui  de  l'Analyse  pure.  Coordonner, 
sous  ce  double  point  de  vue,  de  nombreux  et  importants  travaux, 
ceux  de  Dirichlet,  de  Jacobi,  de  nos  illustres  confrères  Lamé 
et  M.  Liouville,  de  M.  F.-E.  Neumann,  compléter  la  théorie  sous 
un  point  de  vue  essentiel  par  l'introduction  des  fonctions  de 
seconde  espèce,  montrer  enfin  par  quels  liens  étroits  elle  se  rattache 
aux  fractions  continues  algébriques  et  à  la  série  hypergéométrique 
de  Gauss,  tel  est  en  peu  de  mots  l'objet  d'un  Ouvrage  auquel 
l'auteur  a  fait  concourir  tous  les  travaux  de  sa  vie  scientifique.  Un 
point  entièrement  nouveau  me  semble  devoir  être  particulièrement 
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signale  à  l'attention  :  c'est  celui  qui  se  rattache  aux  recherches  de 
Lamé.  Soient  a,,  «a,  •  •  •  ?  «/>  des  constantes,  et  2r(^)  une  fonction 
entière,  composée  de  telle  manière  que  l'une  des  intégrales  de 
l'équation  différentielle 

(a)  ^;+2;(:r)j  =  o, 

où  l'on  suppose 


du  = 


^x{x  —  ai)  (x-  —  rt-i)  •  •  •  (^  —  (^p) 


soit  une  fonction  entière  et  du  degré  /?  de  y'.r,  \/x  —  a,,  ..., 
\/x  —  cip.  L'auteur  appelle  cette  intégrale  fonction  de  Lamé  de 
première  espèce,  de  degré  n  et  d'ordre/?.  11  démontre  l'existence  et 
trouve  le  nombre  de  ces  fonctions  pour  chaque  ordre />  (§  13o). 
Les  intégi'ales  de  l'équation  diflérenlielle,  qui  s'évanouissent  pour 
des  valeurs  infinies  de  x^  forment  les  fonctions  de  seconde  espèce. 
Pour/>  =  2,  on  a  les  fonctions  ellipsoïdales  E,  introduites  par 
Lamé  lui-même;  et,  si  l'on  fait  a,  =  r/o,  elles  se  changent  en 
fonctions  sphériques  de  Legendre.  Supposons  ensuite  que  les  pro- 
duits n\jx  —  a,,  n\/x  —  a.2  soient  finis  pour  n  infini,  on  trou\e 
(p.  4i3)  les  fonctions  du  cylindre  elliptique  ;  et,  faisant  en 
outre  a\  =  Oo,  on  en  conclut  les  fonctions  de  cylindre  de  révolu- 
tion. Ces  dernières,  introduites  par  Fourier^  en  1822,  sont  de 
première  ou  de  seconde  espèce  et,  dans  le  premier  cas,  ont  la 
forme 

^   ,     ^  x^         \  x-  x''  "I 

Jy(x)  =   I H — — ; .  .  . 

^       ^  -2  .  4  ...  a  V    L  2  (  -2  V  -h  '.i  )  2  .  4  (  2  V  -+-  -2  )  (  2  V  -t-  4  )  J 

( i)V      r" 

L'auteur  les  représente  ainsi 

Kv  (  a:  )  =  (—  I  )'^   /      e'>  c"*  '"  cos  i  v  u  du  =  (—  i  )^  Kv  (—  ■'^  ), 

sous  la  condition  que  la  partie  réelle  de  ix  soit  négative;  et,  pour 
une  valeur  réelle  de  x,  il  égale  Kv(j:)  à  la  moyenne  arithmétique, 
entre  Kv(j"  +  oi)  et  Kv(:r  —  oi). 

Pour  toutes  ces  fonctions  on  a  des  théorèmes  semblables,  par 
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exeinph'   m»  llicorèine  d'addilion.  coiiiine  celui  de   Laplace  (voir 
p.   5 12,  .i3.i,  .{40,  .i/{6,  4^Ji  etc.). 

Lamé  a  créé  ses  fonctions  (  Journal  île    )/.    lAou\,ille^  t.   1\  . 
p.  lu))  en  inlé-^ranl  par  des  produits  E(oi)  .  li^p..  )  Ic'-qualion 

-7-r  -*-  ^f-r  -H  «(  «  -h  I  ^  L)  (  ?  1  —  0.1  )  =  o  ; 

el  les  fonctions  du  cylindre  elliptKjuc  tirent  leur  orif;ine  d<;  l'équa- 
lion  l)ieii  connue 

-; 1 -. h  A-(COS-9  —  COS-ttt)  U    =0. 

l*uur    (jucllo    admette    uik;    intégrale    j)articulière    de    la    forme 
F(c3)F(/m),  il  faut  poser 

d-  ?<■(») 
{b)  \'     -i-CX^cosiio  — /jF(«>)  =  o. 

Mais  la  constante  /  n  est  j)as  définie  comme  la  constante  B  de 
l^amé.  par  la  condition  cpie  les  fonctions  F,  du  moins  dans  la  pre- 
mière de  leurs  quatre  classes,  soient  entières.  La  condition  est 
alors  (pie  chaque  intégrale  de  l'équation  (b)  soit  une  fonction 
périodique  de  'j,  développable  par  la  formule  de  Fourier.  Si  l'on 
représente  les  fonctions  F(c3),  par  exemple,  dans  la  première  de 
leurs  quatre  classes,  par  les  séries  Savcosa  v.i,  la  condition  néces- 
saire est  que  a^  s'évanouisse  pour  v  infini,  et  l'auteur  démontre 
(p.  412)  qu'elle  suffit  en  même  temps  pour  assurer  la  convergence 
de  la  série.  Or  a,,  est  un  poljnome  entier  en  /,  du  degré  v,  et  la 
condition  y.„  =:  o  donne  une  équation  d'un  degré  infini.  M.  Heine 
démontre  (§  10 i)  que  chaque  racine,  jusqu'à  une  grandeur  quel- 
conque, peut  être  comprise  entre  des  limites  aussi  rapprochées 
qu'on  le  veut,  et  parvient  (p.  4^S)  au  résultat  suivant  : 

Les  constantes  a^  sont  les  dénominateurs  Ny  des  réduites  de  la 
fraction  continue 

I 
-16. î 

b{i  —  z) î 1- 

6(4  —  .)  —  y- ^ 

6(9  —  5)-.. 
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OÙ  A^ù  =  4-  en  prenant  pour  :;  les  diverses  racines  de  l'éqiia- 
lion  N  ^  o. 

Les  mêmes  coefficients  a.^  entrent  dans  le  développement  de 
F(cp)  sui\ant  les  fonctions  J  (p.  4^à)^  et»  en  y  remplaçant  les 
quantités  J  par  les  fonctions  de  deuxième  espèce  R.  on  a  le  déve- 
loppement des  fonctions  F(cp)  de  deuxième  espèce  du  cylindre 
elliptique. 

On  retrouve  enfin  les  mêmes  valeurs  y.^  (p.  421),  si  Ton  trans- 
forme, par  une  substitution  orthogonale,  la  forme  quadratique 
d'un  nombre  infini  de  variables, 

en  une  somme  de  carrés  -SoJKn  "•"  ^'^yi  +  -'^yl  +  •  •  •  -  et  ce  résultat 
pouvait  être  prévu,  d'après  une  proposition  analogue  concernant 
les  fonctions  de  Lamé. 

Dans  les  deux  cas,  le  polynôme  homogène  du  second  degré  à 
transformer  a  la  forme  singulière 

La  démonstration  des  théorèmes  ainsi  que  les  résultats  dans  la 
théorie  de  la  transformation  orthogonale  sont  plus  simples  à 
l'égard  d'une  telle  forme  singulière  que  dans  le  cas  général.  On 
peut  mettre  cette  remarque  à  profit,  Jacobi  ayant  démontré 
i^Joarnal  de  Crelle  et  de  ^L  Borchardt,  p.  Hg  et  69,  p.  2()o  et  i) 
que  toute  forme  quadratique  peut  être  réduite  par  des  substitu- 
tions équivalentes  à  cette  forme  particulière,  et  une  légère  modifi- 
cation de  la  méthode  de  Jacobi  permet  de  démontrer  qu'on  peut 
obtenir  cette  transformation  au  moyen  d'une  série  de  substitutions 
orthogonales  très  simples,  les  coefficients  s'exprimant  par  des 
racines  carrées  (p.  480).  Ces  mêmes  remarques  ont  été  faites 
d'ailleurs  par  M.  Kronecker  dans  un  Mémoire  publié  dans  les 
Comptes  rendus  de  l^ Académie  des  Sciences  de  Berlin,  18-8, 
p.  io5,  et  dont  l'auteur  a  reçu  communication  pendant  que  s'im- 
primaient les  dernières  pages  de  son  livre. 
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itli  ilelld  lieale  Accadetnia  délie  Scienze  dl  Tarino,  vol.  XIV 
(séance  du    17  novembre  1878). 


Lapplicalion  des  procédés  élémentaires  de  l'intégialion  des  fonc- 
tions rationnelles  aux  quantités 


/■■ 


d.r         cl  /         ^ ^- —  dx. 


j?"-""-f-l  /  .r2"'  — 


OÙ  ///.  Il .  j)  sont  des  nombres  entiers,  conduit  facilement  aux  for- 
mules 

I       dz  =  —. j  /       — ■ dz  =  7:  (  col  ai: — coter), 

.\      IH- s  sinrt-  J^  i  —  z 

et  si  l'on  suppose  b  =  i  —  a,  la  seconde  devenant 

I      dz  =  arcotrtT:, 

on  a  sous  forme  d  intéi^rales  définies  les  expressions  des  fonc- 
tions -: et  cotrt— ,   pour  des  valeurs  de  l'argument  comprises 

entre  zéro  et  l'unité.  Ces  expressions  peuvent  servir  de  base  à  la 
fois  à  létude  des  fonctions  circulaires  et  à  celle  des  intégrales 
eidériennes,  en  établissant  une  transition  naturelle  entre  la  théorie 
des  deux  transcendantes  et  montrant  le  lien  étroit  qui  les  réunit. 
En  ce  qui  concerne  les  fonctions  circulaires,  je  m'attacherai  prin- 
cipalement à  la  formule 

T.  colar. 


a        «2 — I         ,(i — ^        f^i — ,j 


456  ŒUVKES    DE   CHARLES    llliKMITi:. 

pour  lever  une  difficulté  singulière  quelle  présenle,  lorsque,  en 
remplaçant  a  par  m,  on  suppose  a  infiniment  grand.  La  limite  du 
premier  membre  est,  en  eflet,  —  /-  ou  -f-  ir.,  suivant  que  a  croît 
positivement  ou  négativement,  et  depuis  longtemps  Eisenstein  a 
fait  la  remarque  que  la  série  ne  conduit  point  à  cette  limite  et 
donne  lieu  ainsi  à  un  paradoxe  que  je  me  j)ropose  d'expliquer. 
Relativement  aux  intégrales  eulériennes,  j'aurai  surtout  pour  but, 
en  suivant  une  indication  rapidement  donnée  par  Caucliy  dans 
son  Mémoire  sur  les  intégrales  prises  entre  des  limites  imagi- 
naires (p.  4-î)j  d'obtenir  la  relation 


logr(a)  =  ia I  1ol;«  —  a  -+-  log  \/-i- 


Lf 


e"^  ax, 

.T-[l  f  '    I 


démontrée  par  le  grand  Géomètre  dans  les  iVoineaux  Exercices 
d'Analyse  et  de  Physique  mathématique  (t.  II,  p.  386).  Ces 
résultats  se  rapportant  aux  fonctions  circulaires  et  aux  intégrales 
eulériennes,  vont  s'offrir  comme  les  conséquences  successives  d'une 
même  analyse,  qui  mettra  ainsi  en  évidence  la  liaison  et  renchaî- 
nement  des  théories  des  deux  genres  de  fonction. 

1.  Je  commencerai  par  faire  voir  que  des  relations 


i 


^ dz  —  ^^ — )  /       ^^ ^ — (/;=:>- cota-, 

0       '-^-  -"'"«"  .-'.  '-- 


la  première  est  une  conséquence  de  la  seconde,  et  en  découle  par 
suite  de  l'éoalité 


sinaa- 
Ayant,  en  eflèl, 


•1 

=  cot  a  -  -\-  laii"  «TT. 


1  1 

—a  f-(( 


/       r/;  =  2  71    cot«T: -t- cot  ( aJT    , 


nous  écrirons 

1  1  /  1  \ 


.0-  2. 


SI  «  I.  i.M  i:t.»  vi.i;     / ciz.  .\  >- 

de  sorte  (jiic  liiiU-gralc  sera  ramenée  à  la  ioriiie 


r- 


— ] — 

I  -i-  Z' 


Cela  éUuU,  il  convieiil  <l  v  ipiii|ilacci-  c  pai-  z- :  ollc  devient  ainsi 

•i  I ^^ dz. 

(  )r,  il  f>l  \isiljle  (jiic  1rs  ilciix  (|iiaiililés 

:^ r/z  el  / </z 


sont  égales  :  la  |)remière  se  ramenant  à  la  socondc   par  le  change- 
ment de  r  en  -•  Si  Ion  remplace  a  par  ->  nous  obtenons  donc  bien 


'ci-  I  " 

-•  ï>i  I  on  remplace  a  par  - 

z  '  '  2 

la  lelation 


J^       i^z  ^\na- 

\)  a|)rcs  cela,  je  me  bornerai  pour  abréger  à  considérer  l'intégrale 
définie,  qui  représente  la  colangente,  et  j'y  introduirai  encore 
les  limites  zéro  et  l'unité,  au  lieu  de  zéro  et  l'infini.  En  faisant,  en 
effet 


•'z«-'  — Z-"   .  r'^z"-^  —  z-" 


dz  =  ir.  cotair, 


et  remarquant,  comme    tout  à   l'heure,   que  la  seconde  intégrale 
se   ramène  à    la    première    par  le    changement  de  z  en  -,    nous 


I 
aurons 


-a 

—  dz  ^=  —  cul  a~. 


1  —  z 


Posons,  en  effet,  c  ^e^,  et  l'on  se  trouve  amené  à  cette  nouvelle 
forme 

djr  =  T.  cola—, 

I  —  e-^ 

qui  suffît  à  faire  prévoir  les  rapports  avec  la  théorie   des  intégrales 
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eulériennes,  dont  je  viens  de  parler.  I£n  représentant  sur  Sfrt)^  la 
fonction  de  Jacob  Bernouilli,  de  sorte  qu'on  ait  pour  a  entier 

S(a)„  =  (a  —  i)"-f-(a  — 3)"-h.  .  .-+-1", 
nous  avons  en  eilet 

I  —  2  «  —  1  b{a)î ■2o{a)^ 


I  —  e^  "  i .i  1.2.3.4 

—  2  S(a).2,!  — ^- 

1  .  2  ...■>.  /^ 

La  formule  relative  à  linverse  du  sinus,  à  savoir 


s\na~ 

~  u 

ou  bien 


/ 


dx  =   -: > 

I  -H  e-^  sin  «t: 


gaj:  _j_  g{l  —  /i)x 


conduit  à  une  remarque  analogue,  la  quantité ^^ donnant 

1       I       o 

la  série 

X-  x'*  ^'"" 


^^"1.2  -^1.2.3.4  I  .2.  .  .2/1 

OÙ 

I5(rt)„=  (a  —  I)"— Ca  — 2)«-h(a  —  3)"  — .  ..±1", 

lorsque  «  est  entier  ('). 

2.  Le  développement  de  la  cotangente,  sous  forme  d'une  série 
infinie  de  fractions  simples,  est  à  bien  des  égards  d'une  grande  im- 
portance en  analyse,  mais  plus  particulièrement  peut-être,  comme 
ayant  offert  le  premier  exemple  d'un  mode  d'expression  d'une 
fonction  périodique  où  la  périodicité  se  trouvait  mise  en  évidence. 
Et  c'est  sous  ce  point  de  vue  qu'elle  a  été  l'objet  des  recherches 
d'Eisenstein  en  servant  de  point  de  départ  à  la  théorie  des  fonctions 


(  ')  Les  polynômes  S(a),„  s'annulent  pour  a  =  o,  a  =  i,  et  possèdent  la  même 

propriété  que    les    polynômes    S(a)2„^,  de    n'avoir  entre  ces  limites  qu'un  seul 

I 
maximum  pour  a  =  -• 


srti  I.  i.NTi:(.i 


"'  5a- 1 —  j-<i 
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('lli|)liqiK's  (in'a  donnée  rilluslre  géoniî'lre.  Or  la  formule 

dz  =  T  cotrt- 

i  —  s 

conduit  inimt'diaiement  à  ce  développenienl.  l'^n  leinplacanl  dans 

...      .       ,         I  ,. 

1  inU'giale pu   I  «'xpif-ssidn 

I  -+-  c  —  -»  —  ..  .-t-  :;"-' ^^ — , 

1  —  z 

on  en  lire  en  eflet 

rcota-= 1 i-.  .  .  -I 


a        a  -^  i  (t  -f-  n  —  1 

1 


I 


I  —  a         >  —  a  II  —  a 


Nous  représenterons  pour  abréger  par  S„  la  somme  des  fractions 
simples,  et  par  R«  le  reste,  de  sorte  qu'on  ait 


ç  1  I  I  II 


a        a-f-i  Cl  ~n  II  —  1         I  —  a        1  —  a  n  —  a 

I  9.  a  xa  I 


a        a- — I  (C- — (  «  —  I  )*        n  —  a 

et 


r  '  -«-1 ^-((  / 

R,=  /  z-  dz  =  I 


e"-^'  dx. 


Je  me  propose  maintenant  d'établir  que  pour  une  valeur  imagi- 
naire quelconque  de  l'argument,  rt^a  +  /|S,  R,,,  ou  plutôt  son 
module,  a  pour  limite  zéro  quand  //  croît  indéfiniment.  A  cet  effet 
je  considérerai  lintégrale 


I       mocl     e"-^'    dx^ 

qui  est  une  limite  supérieure  de  modR«,  et  en  distinguant  deux 
cas  suivant  que  a  est  négatif  ou  positif,  je  l'écris  successivement 
sous  ces  deux  formes  : 

-dx 


/       mocl e("+a)ar, 

^  —  «      .       L  J 
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/       mod 

'     -    3C  L 


g[2!X+l[-i<X g(l— (|3)X' 


giJl-IXIX  dx. 


Cela  posé,  je  dis,  à  légard  de  la  première,  que  la  |)lus  grande 

g/^j.- g:i-2a-/3)a- 


valeur  du  module  de 


,  entre  les  limites  de  l'inté- 


grale, est  donnée  à  la  limite  supérieure  pour  x  ^  o.  Ce  maximum 
étant  donc  y/(  2  7.  —  i)-  +  4ii-,  nous  pourrons  écrire,  en  désignant 
par  t  un  nombre  inférieur  à  l'unité, 


modR„=  £  v'f-za  — i)-2-f-4â2   /      e  "+'->-^-r  dx  = ^-^ 


Je  mets,  pour  le  démontrer,  l'expression 

reJpx_  g(i-2a-;3)x-i         i  —  2COS2Î3^<'(^-2a'^■ 
'«^^■^[ rz^. J  = (,-e-r^ 


.(2-4a)x 


m( 
sous  la  forme  suivante 

,  _  g  l-2a  jr 


[^ 


SI  11   jX 


.1— 2a'j: 


et    je    remarque    d'abord    que    la    quantité 


,:i-2a'.r 


}    ou    bien 


en   prenant  :;  ^  e*",   est  toujours  pour  des  valeurs  de  c 

inférieures  à  lunité,  au-dessous  de  la  limite  i  —  2  a,  qu'elle  atteint 


pour  ; 


I .  On  vérifie  en  effet  l'inégalité 


I  — 


:1-2X 


2  a, 


ou  la  suivante 


-i-2a_f,_  •2a)(;i  —  z) 


(). 


en  observant  que  la  dérivée  du  premier  membre  est  la  quantité 
positive  (i  —  'i3c)(i  —  z~-'^).  Ce  premier  membre  va  donc  en  crois- 
sant depuis  la  valeur  négative  2  7.  qui  correspond  ù  ;  =  o,  pour 
aboutir  à  une  valeur  nulle  à  la  limite  supérieure  ;  =r  i ,  et  reste  par 
conséquent  négatif  dans  l'intervalle. 

Ce  point  établi,  je  passe  à  l'autre  terme,  j'y  remplace   sin[B,r 
par  p^r,  ce  qui  en  augmente  la  valeur,  et  après  l'avoir  écrit 


M\--^ 


sUH  1  'iNTri.nAi.i:     /     dz. 

I  I  -  -  .- 


if.i 


on  rrjrorc 


L*-»    —e 


:a.r 


je    tein;ir(jiu'   (jur    l.i    i|ii,iiilil( 


I 

-  .1 


I 


cioit    de   zéro    ;i    I  iiiiil» 


lors(|iie  T  \aiie  de  — x  ;"i  u.  (!"c>l  ce  ([iiOn  reconnaît  iininédiale- 
ment  en  dév('l()j)|i;iiil  en  si'iic  li'  diiKtimnaleiir.  car  on  ohlionl 
ainsi  rexpressioii 

X  I 


e-    —  )' 


1 

■  -  .»■ 

2 


I  -i- 


X- 


X* 


•2.i       i 


I  . .'. .  î .  4 . 5   I G 


On  en  conclut,  le  facteur  i'~'-'-^-''  atteignant  liii-njèine  sa  plus  grande 
\aleur  pour  x  =  o,  que  pour  ce  second  terme  comme  pour  le  pre- 
mier, le  maximum  est  encore  donne  en  Taisant  x^o,  ce  qui 
démoiilif  le  résultat  annoncé. 

Nous  obtiendrons  à  l'égard  de  l'expression 


oj,  I  ei^a^/>).r_^.-:;i-..|  ^ 


une  conclusion  toute  pareille,  en  la  mettant  sous  la  forme 
r  e2a.t  _  g.r -| .!  r  siiifiarl 

Nous    n'avons    en    eilet    citià    considérer    la    (luantité 

1  1  ,  —  g.. 


siiifia7"|2 


,20LX. 


c 


t2X  . 


ou 


-.  la  variable  :?  croissant  de  zéro  à  Idnilé;  mais  deux  cas 


sont  maintenant  à  distinguer.  Supposons  d'abord  2  a  ■<  i  de  sorte 
(pielle  soit  positive,  nous  prouverons  qu'on  a 


ou  l)ien 


I  —  z 


<  I  — 2  a, 


•/-'■'■  —  z  ~  (  i  —  2  a  )  f  1  —  :;  )  <  o, 


en  remarquant  que  le  premier  membre  prend  les  valeurs 
—  (i  —  2  a)  et  o,  pour  ;  i=  o,  ::  =  i ,  et  a  pour  dérivée  la  quan- 
tité positive 

2a(i  — ^'-2»;x;2'-'-i. 
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Soit  enfin  3a>>i,  nous  raisonnerons  sur  ^ ^;  et  la  condi- 
tion 

-  -2a 

<  2  a  —  I 

I  —  ;; 

se  vérifiera  absolument  de  même.  Il  est  donc  ainsi  démontré  que  le 
maximum  du  module  des  deux  expressions  introduites,  en  suppo- 
sant successivement  a  négatif  et  a  positif,  a  pour  valeur 


sv/C- 

-2a|2- 

'   0-) 

-  4  fJ 

»  -H  a 

sv/(. 

—  •>.  a  )2  +  4  B2 

de  sorte  qu'on  a  dans  la  première  hypothèse 

m  0  (1  R  „  = 

et  dans  la  seconde 

mod  R„  = 

Ces  expressions,  du  reste,  dans  le  développement  en  série  de 
fractions  simples  de  la  colangente,  établissent  en  toute  rigueur  la 
convergence  de  cette  série;  elles  montrent  en  effet  que  pour  des 
valeurs  aussi  grandes  qu'on  le  veut  de  a  et  [3,  mais  finies  cependant, 
R„  est  nul  si  l'on  suppose  n  infini.  Mais  on  voit  en  même  temps 
qu'on  n'est  point  autorisé  à  faire  usage  de  l'expression 

I  2  a  •>  a 


a        a-  —  1         a- 


pour  des  valeurs  infinies  de  l'argument;  dans  le  domaine  de  ces 
valeurs,  la  définition  de  cotrtixpar  la  série  offre  en  effet  une  lacune 
que  la  considération  du  reste  permet  seule  de  combler,  comme 
nous  allons  le  faire  voir. 

3.  Je  dis  en  premier  lieu  que  la  limite  de  S,i  est  indéterminée 
lorsqu'après  avoir  remplacé  a  par  ia  on  suppose  à  la  fois  n  et  a 
infinis.  Revenons  en  effet  à  l'expression 

S«=  -  -4-  — 


a        a- — 1  a-  —  (/«  — i  )-        ti  —  a 

i  'la  ïa  I 

a        a-  —  I       '"*  a- — n-  n  ~  a 


,  I 


'/     1 r-<i 
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el  clian^eoM-'  '/  <'ii  m.  on  en  toucliira 


o        a'-i-i  a--+-/j-        n -¥- la 


Soit  mainhMiaiit.  en  supposante  |tositif  —  =  c/x,  désignons  aussi 
par  A  la  limite  du  lapport  -  lorsqii  on  tait  croitie  //  et  n  indt-fini- 
ment,  de  sorte  qu  on  ait  —  =  nax  =:  a;  nous  |)ourrons  écrire,  en 


,   ••  1  I 

négligeant  -  et 


a        n  ^r-  la 

•).  dx  ■>.  cIt  7.  dx 


iS,t  = 


I  -I-  dr^         i  -h  (idx )'       '  '  '        i  -h  (  n  dx )^ 


De  cette  expression   résulte  iinmédiatenienl,  comme  on  voit,  la 
valeur  cherchée 


.  /..  I    -T-    X- 


ib„=    I      ;  =  2  arc  langA 


qui  dépend  de  la  (juanlité  entièrement  arbitraire  A. 

Ce  point  établi,  cherchons  ce  que  devient  l'intégrale  représen- 
tant le  reste, 


R„=/ 


gdx gi.l—a)x 


1  —  e-* 


e"^  dx. 


Pour  cela  je  rem])lace  a  par  /a,  n  par  )>«,  ce  qui  donne  d'abord 

/giua: g(l-/n)x 
■ -;: e>  «^  dx, 
-    « 


I  —  e^ 


puis  en  changeant  de  variable  et  posant  x  =  — 


a 

I 


Maintenant  on  obtient  pour  a  infini  la  valeur 

r"    '   t 
R«  =  —  ii  I      e"  dt  —  —  2  1  arc  tang  y , 

et  l'on  en  tire  la  relation 

i(S„  -r-  R„)  =  2  (  arc  tangX  -f-  arc  tangr-  j  =  tt 
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OU  encore 

Ce  résultat  lève  entièrement,  comme  on  voit,  la  difficulté  d'analyse 
ofl'erte  par  le  développement  en  série  de  la  cotangente. 

4.  L'expression  de  sinauen  produit  de  facteurs  linéaires  est 
immédiatement  donnée  en  intégrant  par  rapport  à  a  les  deux 
membres  de  1  équation 

I  2a  ia  I 

t:  cot  a  t:  = 1 ; h ...  H r h  K„  : 

a        a- — I  a- — «-        n -^  a 

on  obtient  ainsi 

,       sina-       ,  ,       /         «"  \       ,       /         (t- 

si  l'on  pose 

•__  f>  l—a'x g.c j 


R^i  —  /      : -T e"-^-  dx. 


Peut-être  n'est-il  pas  inutile  de  donner  encore  pour  R)^  une 
limite  supérieure  montant  que  cette  quantité  est  nulle  en  suppo- 
sant n  infini,  quelle  que  soit  la  \  aleur  réelle  ou  imaginaire 

a  =  a  H-  f  [3. 
Posons  à  cet  elîet,  pour  abréger, 


fi^)  = 


x{i  —  e-'"  j 


je  remarque  qu'on  peut  écrire  en  ajoutant  et  retranchant  26^    au 
numérateur 

[J--j"-°"]'    [>-,]' 

f(x)— !-. 

•^  x{i  —  e^)  j-(^[_e.c^ 

On  en  déduit  par  une  proposition  connue, 


r  '  ■  12 

-  Il  X  -  11  — «i.r 

[e-       -  e-  J 


e''    —  I 


moûf(x)  <  mod ; 1-  mod , 

•'^    ^  xii  —  e^)  x(i  —  e-*) 
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c'esl-à-dire 

-■••  {'--     V 

inod/(x)  <  !- H  -^ ^. 

L  e\|)iessMiM  •suivante 

/      ^- e>*^dx~\ —e"^dx 

J_«  x{e-'—\)  ./_,  ^(«-""-i) 

est  donc  une  quantité  supérieure  ;i  l'intégrale    /     \noàf{x)e"'rlx 

el   à    plus    forte    raison   au   module    de    R„.   Or   en    considérant 
d'abord   lu  seconde    des   intégrales  (jui   y  entrent  et   (pTon    peut 


écrire  ainsi 


1 
e-     —  I 


1 


je  remarque  (lue  !<■   maximum  de  la  fraction  — t—, entre  les 

/     la-  \ 

x\e-    -+-1/ 
limites  de  l'intégration  est    donné  à   la  limite  supérieure  en  fai- 
sant x  =  o.  Mettons  en  ellet  — x  au  lieu  de  :r,  elle  gardera  la 


même  forme,  et  l'inégalité 


1 

-  .r 


I  I 


ar\e^    -M/ 
ou  bien  celle-ci 


1 

-    V 


4  \C"     —  \}  <^x\e-    -+-!/, 
se  vérifie  immédiatement  par  le  développement  en  série,  le  coefli- 

(X\  ""•"' 
—  1        dans  le  premier  membre  étant 


* 


I  .  2  ...  /i  -h  I  \  .?....  Il 

dans  le  second. 

Passant  maintenant  à  la  première  intégrale,  j'emploie  la  décom- 
position suivante 

1  r  '  1  ,        12  1 

-  x  -  a  .«•         -  (1  —  a  I X  I  -  .r 

eax_  2  cos6a:e-     -i- e(J-«i-r=  |  g-       — g-  J   +  4  sin^  -  [ia?  e'^    , 

H.  —  III.  3o 
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1 
-.r 


qui    nous   condiiil    ;i   deux    termes,  dont  1  un  '-^ — ^ —   atteint 

^  x(e-^' —  i) 

encore  son  maximum   |)(»iir  x^o.  Si  on  l'augmente  en  etlel  en 


1 

-.}■ 

xe- 


remplaçant  sin-^-^-r  par  ^^i.r,  il  se  réduit  à  l'expression  — ,  dont 

le  maximum  a  été  obtenu  plus  haut,  et  ce  résultat  joint  au  précé- 
dent montre  qu'on  peut  poser,  en  désignant  par  e  un  nombre  plus 
petit  que  l'unité 


-.  0  1  /     1.  \2 

X 


4sin5J3.re*-     -^\e^     —  i 


e'^x  dx 


X  (  e-^  —  I) 


--{r^\)j[r"- 


Quant  au  dernier  terme  qui  nous  reste  à  considérer 

\e-       -e'  I 

x{e-^—\) 

nous  l'écrirons  sous  l'une  ou  l'autre  de  ces  deux  formes 

r      i(i--2«,..T^  r        i..i^ 

I  —  e-  e*-^  ga-t—  g-        g-a-^ 

; ^ et  '  ^ , 

xl^e^ — i)  x{e-^ — I) 

suivant  que  a  est  négatif  ou  positif,  en  mettant  en  évidence;  comme 
facteurs  des  exponentielles,  des  quantités  ayant  leur  maximum 
pour  X  =^  o.  En  nous  bornant  par  exemple  à  la  première  pour 
abréger,  il  suffit  de  la  décomposer  ainsi 

1  t 

-  (1  — sai.v  -  '1  — îai.r 

I  —  e-  e'-  —  I 


X 


i  —  e-*  X 


on  retrouve    en  effet  dans   le  premier  facteur  l'expression  dont 
l'étude  a  été  déjà  faite,  et  l'on  vérifie  facilement  que  le  second 

augmente  de  zéro  à  — -—-■>  quand  la  variable  augmente  de  — co 
à  o. 

De  là  résulte  que  nous  pouvons  poser 


[1                      1  "12 

I ~  e"-^' 


dx  — ^ /       e(«+a)jr  dx, 

4  .7     _ 


SUR    L  INTE(^RAL 
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|»(Mir  a  iK'gatif,  et 

[I              I              12 
-  a  I-          -  ,1     a  .1  ft 

,       L  e"'  ,./jr  =  -^^^ '-    /      e"'-a'-rr/r, 

(iiianti  7.  l'sl  [xisilil,  /,  (lt'sii;u;uil  un  uoinhre  <C  1.  Suivant  ces  deux 
cas,  nous  parvenons  donc  aux  expressions  suivantes  que  je  me  suis 
proposé  d'obtenir  : 

inod  R,,  =  — i^ 

4(«-Ha)  4/' 

et 

-r,(l-7.7.)2         e(4  3»-h) 

inod  l{„  =  -i- 1 • 

4(«  — =«;  4« 

l'Jles  donnent  la  formule 


sina7:  =  7:afi-^^  (' "  7  )  "  *  '  ^  ~  ^7^ 


?k;. 


I  H 

n 


et   par  conséquent   une  démonstration  rigoureuse  du   développe- 
ment du  sinus  en  produit  d'un  nombre  infini  de  facteurs. 

0.   Les  intégrales  R«  et  R^,  sont  des  cas  particuliers  de  cette 

expression  plus  générale 

.0 


L 


qui  offre  des  circonstances  sur  lesquelles  l'attention  a  été  appelée 
pour  la  première  fois  par  l'étude  des  intégrales  Eulériennes.  Nous 
allons  voir  qu'elle  donne  lieu  à  un  développement  en  série  j)rocé- 
dant  suivant  les  puissances  décroissantes  de  «,  mais  que  cette  série 
est  nécessairement  divergente  pour  toute  valeur  de  cette  quantité, 
si  grande  qu'on  la  suppose.  11  en  résulte  qu'on  ne  peut  en  employer 
([ue  les  premiers  termes,  avec  l'obligation  d'avoir  une  limite  supé- 
rieure du  reste  permettant  d'apprécier  pour  quel  nombre  de  termes 
il  est  le  plus  petit  possible.  Admettons  que  pour  x  infiniment 
grand  et  négatif,  les  quantités 

s'évanouissent;  ce  développement  limité  à  un  nombre  déterminé 


/- 
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de  termes,  et  le  reste  s'obtiennent  comme  conséquence  de  la  for- 
mule élémentaire 

/  ^{x)e'>^  dx= --^-f-...ii= ~-\e'^-^±—.    /  ^Hx)e"^  dx. 

.1  y     n  «2  ,ji      J  j^i  J        ^    > 

Ou  en  tire  en  eilet 

/      ^{x)e'i'' dx —  'è>i±  —.    /      ^i{x)e"'^  dx, 

en  posant 

^        *(o)        «ï>'(o)        *"(o)  ,        ,.*''-'(o) 

et  nous  allons  voir  que  cette  série  prolongée  indéfiniment  est  diver- 
gente, au  moins  dans  tous  les  cas  où  <ï>(:r)  n'est  point  une  fonc- 
tion holomorphe. 
Soit  en  efiet 

*  (  a- )  =  Ao -i-  Al  a-  -+- .  . . -1-  A^  37^' -t- .  . . , 

sous  la  condition  que  ce  développement  cesse  d'être  convergent 
;'i  l'extérieur  d'un  cercle  de  rayon  p.  C'est  dire  que  Ah  est  de  la 

forme  ^j  a/t  tendant  vers   une  limite   finie  lorsque  k  augmente 

indéfiniment.  Or  ayant 

4>A'(o)         _    H/c 

1 . 9. .  3 .  .  .  /i         p/'' 
on  en  conclut  pour  le  terme  général  de  S,,  cette  expression 


I .  '2 . 3 . .  .  A"  a  /^ 


P         /  »  .  Vc+l         ' 


et  la  divergence  est  rendue  ainsi  évidente,  puisque  ces  termes 
augmentent  indéfiniment  à  partir  d'une  certaine  valeur  de  A.  Mais 
la  conclusion  que  nous  venons  d'obtenir  pourrait  ne  plus  avoir  lieu 
si  <ï>(^)  était,  dans  toute  l'étendue  du  plan,  développable  en  série 
convergente.  En  supposant  par  exemple 

<î>(a:)  =  A  e«-i+  B  e''-^ ^ . .  ., 
et  par  suite 

A  B 


J 


^(x)  e"^'  dx  = 

n  -j-  a        n 


sin  i.'i\TF(.H\i.i;     /     ; — f/z.  (fig 

.  '  ï  —  ^ 

•  Il 

il  est  clair  que  l»_'  setuinl  iiifinhn'  (luiiiicr.i  lien  ;i  mif  stTie  cunvei'- 
gente  quiind  n  sera  siipéi'ieiir  on  \aleiir  absolue  à  la  plus  grande 
des  (juanlilés  </,  h,  de. 

Les  remarques  pn*c«''dcnles  s"a|)|)li(piriii  au\  intégrales  R„,  K), . 
El  d'ahord,  eu  einpiovaul  la  relation  tlonni'-c  eu  coinuicnrant 

gax g(.\—a)x  /pj  /p4 

=  I  —  2a  —  ?.  S(a)i 2  S(a)v — —  —  .  . . , 


e^  1.2 


on  obtient  pour  S,  cctlc  exjirossion 

I — }.a        'iS{a)i        2S(a)v  2S(a)2/ 


'Ï/-I-1 


I  —  e-' 


qui    doit    finir    par    devenir    divergente,     la    IVaclion 

n'étant  pas  en  général  sjnectique.  Mais  si  l'on  suppose  (jue  a  soit 
un  nombre  entier,  elle  cliange  de  nature;  elle  prend,  suivant  cpi'il 
est  négatif  ou  positif,  riino  ou  l'aiilre  (\c  ces  deux  formes 

et  alors  la  série  cesse  d'être  divergente  en  ayant  une  somme  finie, 
lorsque  n  est  en  valeur  absolue  plus  grand  que  a. 

La  ibéorie  des  intégrales  Eulériennes,  à  laquelle  j'arrive  mainte- 
nant, va  nous  donner  de  nouvelles  et  importantes  ap|)lications  des 
mêmes  considérations. 

(>.   Nous  rattacherons  cette  théorie  à  l'étude  de  l'intégrale 

en  développant  une  idc'-e  jetée  par  Gauchv  dans  son  Mémoire  sur 
les  intégrales  définies  prises  entre  des  limites  imaginaires  (p.  4^)i 
et  dont  le  grand  géomètre  se  borne  à  tirer,  lorsque  /i  est  un  grand 
nombre,  la  formule  de  Laplace 


1 
f —    Il  +  - 

■2-/1  - 

J 


Tin) 
mais  qui  a  une  portée  plus  étendue,  comme  on  va  voir 
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Revenons  à  la  relation 


K 


log  =  loga  +  log(i-f-«)+...+  Iog(^n-  ^^-^TY  ) 

-^-  logri  — a)  +  log(  1  —  ^j  +...+  log(i—  ^j, 

et  intégrons  les  deux  membres  entre  les  limites  «  =  o  et  «  =  i . 
Les  formules  élémentaires 

/  log^r  dx  —  a7(log:r  —  i), 

nous  donnant 

J'     \ogada—  I     logCi  —  a)  da  —  —  i, 
0  ••  0 

puis  en  général 

f    |logn+  Ij  -+-log^-  ^^j  I  f/«  =  (2A-M)log^ 


k-hi 


on  aura  dans  le  second  membre,  pour  la  somme  des  intégrales  des 
logarithmes,  la  quantité 

—  2/1-+-  3  log2  -1-  5(log3  —  log2  )  -H  ,  .  .  -+-  ('l/i  —  1  )  [log/i  —  log(/i  —  l)], 

ou  bien  en  réduisant 

—  2/?  —  2  logd  .2.3.  .  .A?  l)  -H  (2rt  —  I)  l0g«. 

On  tire  ensuite  de  l'expression  de  R^,  à  savoir 

R  ,  =   / e"^  dx, 

par  un  calcul  facile 

/     R,  da  =   /      — ^ ^ e"-^  dx. 

Dans  le  premier  membre  enfin  s'oflre  la  quantité   /    log  — ;;; —  da 


/      z"    '  z    " 

SI  H   i.'iN  I  ir.H  M  i:     /      '/z.  47' 

,  '  1  —  - 

•      Il 

tjiic  MOU--  iililriuiiis  iUiiM.  Soil   [tour  un  iiidiiiciiI, 

fia)—   I      !(•:,' — - — (li(\ 

•     Il 

un  ;Mir.t  iiisciuciil  lOs  iclaliorix 
J\a)  =J\\  —  a), 

cl  nous  conclurons  de  la  seconde 

f  fia)da  =  f    f(-\da-~  f  /('i^l^^  ^a -x- log^Tr. 

Mais  les  deux  intégrales  du  second   membre  sont  égales,  el  l'on 
pciii  écrire  par  conséquent 

/    f(a)da  =  -xj    /(^\  -l-log27r. 

Rcmarfjuant  ensuite  (|ue  la  première  relation  nous  donne 

1 

/     /'(  ri  )  da  =  •>.  I    f(a)da, 

et  ipi  on  a  évidemment 

1 

f  /(^)da=,  f'j\a)da, 

nous  conclurons  la  \aleui-  cherchée 

/i 
les  — 


1 

da  =  —  lo^r^TT. 


Au  moyen  de  ce  résuhal.  on  parvient  à  la  relation  suivante 

—  log'?.-  = —  >  n  —  7,  log[i  .2.3.  .  .fn  —  i)]  -H  (2/1  —  ij  log/i 

/"  '    ^-l' (  2  —  oc)  —  2  —  .T 

-+-   /      — ^^ e"x  dT. 

^     —  oc  / 
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(l'OÙ 

log[i.>..3...(/i -1)1 

/  1   ,  ,  ,         / —         1     r     e-^(  ■>.  —  X)  —  2  —  T  , 

=  {  n  —  -     losn  —  «  -+-  los  \/'ît.  h /       — ^ e"^  dx. 

\  2/      ^  ^  '^J-^         x-i^x  —  e"^)  ' 

et  nous  allons  en  exposer  les  conséquences. 

7.  En  premiei'  lieu  nous  avons  une  démonstration  rigoureuse 
de  la  formule  de  Laplace  par  celle  remarque  que  le  maximum  de 
la  fonction ——, '-  a  lieu  pour  x  =  o.  et  a  par  conséquent 

pour  valeur--  Afin  de  considérer  des  valeurs  positives  delà  variable 

mettons  en  effet  — x  au  lieu  de  x,  ce  qui  n'en  change  pas  la  valeur, 
et  nous  vérifierons  sur  le  champ  l'inégalité 

1  —  X  —  ('2  —  x)  e^ <^  x'-{e-''  —  i). 

par  le  développement  en   série,   car  on  trouve  pour  le  premier 

membre 

.r"  n 

1  -h  X  —  (2  —  x)  e-^  =  — — h.. 


6  1  .  2 .  .  .  n  -T-  / 


tandis  que  le  coefficient  de  x"+-  dans  le  second  est qui  est 

'  I  .  2  ...  «   ' 

évidemment  supérieur  à •  Il   suit  de  là  qu'on   peut 

écrire,  en  désignant  par  £  un  nombre  <;  i , 

'^(■1  —  x)  —  a  —  .T  ,  £     /"  '  ,  £ 
'- — c"-^  dx  =  -.    I      e"'^  dx  —  ^1 


/ 


12  n 


et  qu'on  a  par  conséquent 

log  r(n)  =  in 1  't>o  "  —  "  "*~  l'^S  sl'i.~  ^ 

En  second  lieu  j'établirai  que  si  Ton  remplace  dans  l'égalité 
loer(«)=f« losfrt— «H- loo;/^-  — -    /      — ^— ——enxdx. 

le  nombre    entier  n    par  une    quantité  quelconque    o,   et    qu'on 
pose 

(I  \                                                 . I       r  "  ,j.r  (  .,  X)  2 X 
a \\o%a  —  <7 -H  log  v/'iT -: —    / — -— ^ e"^  dx, 

on  aura  F  (a)  ^  logr(rt)  quel  que  soit  a. 


SLR  L  intk(;rai.e     /     </j.  473 

J  i)l).sorv»*  ;'i  cel  ellfl  (in'oii  :i  d'iilxiid 


,-•  0 


V  (  rt  )  =  !<><;  a h-  -    /      — :^ e"-'  dx. 

>  (t         >  j  x{\  —  e*  ) 


•  0 


F(a)=-H h-    /      — ^ e"x  dx. 

a        •à.a'^        ■?.  J  I  —  e* 

Or  oi)  o|)ti<'iit   Mil  (li'\ ('101)1361116111  en  série  de  cette  quantité,  en 

remplaçant  —■,  dans    Tinléj^rale,   |)ar  la   pro<;ression  indéfinie 

I  4-  r^  H-  ...  -h  o"^ -\- . . .  ;  les  intégrales  de  chaque  terme  résullenl 
de  la  lormiile  sui\ante 

/      [  r-'^ (  ',  —  .r  I  —  2  —  x\  e'«+"'-r  dx  = 1 


(«-t-  II)'- 

2 

-\- 

(  a  -H  n  -h  I  )2 
2 

(t  -+-  Il 

a  -^  n  -\-i 

et  l  un  eu  couclul  aisément  cette  expression 

F"(«,=    ' 


«2        («  -^  1)-        (  (7  -I-  ■;>,)- 

qui  est  précisément  D^^logr(a).  Les  deux  fonctions  F(rt)  et  logT(rt) 
ne  pourront  ainsi  difVérer  que  par  un  binôme  du  premier  degré 
en  a,  et  comme  elles  sont  égaies  pour  toutes  les  valeurs  entières 
de  a,  on  voit,  comme  nous  avions  pour  but  de  l'établir,  qu'elles 
sont  identiques. 

La  découverte  de  l'équation  que  nous  venons  de  démontrer  est 
due  à  Binet  (|ui  l'a  donnée  dans  son  beau  Mémoire  intitulé  a^w/' 
les  intégrales  définies  Eulériennes  et  leur  application  à  la 
théorie  des  suites,  ainsi  r/u'à  /évaluation  des  fonctions  de 
grands  nombres  (Journal  de  l'Ecole  Polytechnique^  t.  XVI, 
p.  12.3).  Elle  a  été  ensuite  le  sujet  des  recherches  de  Cauchy 
qui  J  a  consacré  une  partie  essentielle  d'un  travail  d'une  grande 
importance,  publié  dans  le  Tome  11  des  Nouveaux  Exercices 
d' Analyse  et  de  Physique  ma  thé  ma  tique.,  p.  384,  sous  ce  titre  : 
Mémoire  sur  la  théorie  des  intégrales  définies  singulières., 
appliquée  généralement  à  la  détermination  des  intégrales 
définies,  et  en  particulier  à  C évaluation  des  intégrales  Eulé- 
riennes.   L'analyse   un  peu  longue  du  grand  géomètre  peut  être 
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beaucoup  abrégée  et  rendue,  conuiie  on  Ta  vu,  entièrement  élémen- 
taire, en  suivant  une  voie  qu'il  avait  lui-même  ouverte,  bien  des 
années  auparavant;  et  c'est  l'étude  de  la  courte  indication  donnée 
à  ce  sujet  dans  le  Mémoire  sur  les  intégrales  infinies  prises  entre 
des  limites  imaginaires,  qui  m'a  conduit  aux  recherches  (pi'on 
vient  de  lire. 


KXTIUIT  I)  TN'E  IJ-TTKK  A  M.  HIUOSCIII 


SUR    L'KQl  AIIO.N    l)i;   LAMÉ 


Anudli   ili    Mitfeinalica  para  ed  applirnltt ^ 
i''  série,   t.   I\,   p.   7A-i\. 


Vous  ne  serez  donc  pas  siii|)ris  cjue  je  sois  |)ar\ciiu  de  mon  côté 
à  l'éqnalion  dillérenlicllc  du  Iruisiènie  ordre 

z" -\-  3 p z" -i-  ( p' -r-  ■xp--\-  \q)z' -\-  ^{q' ^ipq)z  =  o 

donl  les  solutions  sonl  les  produits  de  deux  solutions  de  l'équation 
du  second  ordre 

y'^py'^qy  =  o; 

mais  je  l'obtiens  sous  une  forme  un  peu  différente,  en  prenant 
pour  point  de  départ  l'équation 

(I)  2Ay'+A'y-Bj. 

Un  calcul  facile  me  donne 
(•2)  '2Az"'-4-3A'j"+ iV"^'=  îB4:'+9.B'x;,  ■ 

et  voici  les  conséquences  que  j'en  lire.  Faisant  dans  l'équation  de 
Lamé,  sn-J7  =  f,  on  obtiendra  pour  transformée  l'équation  (i),  où 
l'on  prendra 

A  =  ^(i —  0(i  — /'"-<), 
•2  B  =  n (  /i  -+-  I ) A-  <  -i-  /* . 

Les  fonctions  A  et  B  étant  ainsi  de  simples  polynômes,  du  troi- 
sième et  du   premier  degré   en  ;,  la  diff'érentiation  d'ordre  }>  de 


t/ 


f) 
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p\  p 


I  ) 


A  "  -  2  B 


5P+1 


réquation  (2)  donne 

^  [2/'(/'  — OCi"  -  ^0 -^  g/'C/'— ')+ 6/j -^  (  2^  ^  i)  («2-^  Ai)]A-2x;/' =  o  ; 

or  on  peut  mettre  le  coefficient  de  zP ^  sous  la  forme 

{ip  +  i)(/J  —  n)( p  -T-  n  -t-  i); 

il   s'annule  donc  en  faisant  y?  = /?,  et  en   adoptant  cette  valeur, 

l'équation  est  satisfaite  si  l'on  pose  zP=  const.  L'équation  (2)  par 

conséquent   admet  pour    solution  un    polynôme    entier    en  /  de 

degré  //,  r  =  F(0'  ^^  '^^  conclusions  auxquelles  vous  êtes  parvenu 

pour  n  =  1  s'étendent  d'elles-mêmes  au  cas  où  n  est  quelconque. 

En  elTet,  deux  solutions  yi  ely-2  de  l'équation  (i)  sont  liées  par 

la  relation 

dvi  clvo  G 

y/A 


J2 


dt 


■Ji 


dt 


où  C  est  une  constante,  et  en  y  joignant  la  condition 


d(yi.  yi)  ^        dyi 


dt 


dt 


,-.t  =  ^'>o. 


on  en  déduira 
dy 


y'-^  = 


'^n^'"-â] 


71 


dyi 


t) 


et  par  suite 

1  rF'(/ 

2  I  Fu 

dV)ù  enfin 

1  rr!!!!!        c    n 


V/AF(0 


] 


y^-    dt 


F'(0 ^ 

.  /Aj 


F'(0 


_F(0        \/AF(0. 


rf/ 


(3) 


^  =  Ge' 


1  rr^^  —   c  "I 


(// 


G'e 


en  désignant  par  G  et  G'  deux  constantes  arbitraires. 

Voici  maintenant,  à  l'égard   de  la  constante  C,   une  remarque 
essentielle.  On  tire  aisément  de  l'équation  (2)  la  suivante 


(4) 


A(2. 


A'25'=2B^2—  N. 


et  ce  résultat  se  vérifie  sur-le-champ  en  difl'érentiant  et  divisant 
les  deux  membres  par  ;.  Mais  à  la  solution  spéciale  de  cette  équa- 
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lioii  (|iii  r>i  iloiinée  en  [Mfiiiiiil  |ntiii  :^  le  |iolvn(>in«'  F(')i  corres- 
poinl  iiiw  valeur  eiitièrcincnl  délenninée  de  N.  Qu'on  nttiihuc 
en  ellt'l  ii  l.i  vanaMe  /  pour  x.ilcni'  |);iili{iili('rr  une  ia(;iiie  de 
ré(|iiation  V,  :=  o,  nous  aurons  en  même  lemps  r  =  o.  z==y'^y.2^ 
done  M  =  A(y',^2  V-.  ^h-  en  altribuanl  celte  même  valeur  à  t.  dans 
ré(|ualion 

dyi  dyt  G 

\(ni>  voyez  <|u"t)n  en  conclut  C  =  y/Ay',);.:  nous  parvenons  par 

suite  à  cette  expression  C  =  y/N,  et  tout  se  trouve  par  conséquent 
déterminé  dans  la  Innimle  (.i)  qui  donne  ainsi  la  solution  complète 
de  l'équation  de  Lamé. 

Vous  reconnaîtrez  maintenant  sans  peine  qu'en  posant  N  =  o 
on  a  les  valeurs  particidières  de  h  auxquelles  correspondent  les 
solutions  qui,  à  l'égard  de  la  variable  x,  sont  des  fonctions  double- 
ment périodiques,  mais  en  laissant  de  côté  ce  point,  je  vous  Indi- 
(juerai  une  dernière  remar(|ue.  L'équation  (4)  montre  qu'en  suppo- 
sant N  différent  de  zéro,  il  est  impossible  d'avoir  à  la  fois 
F(^)  ^  o  et  F'(l)  =  o,  de  sorte  que  la  première  équation  n'a  que 
des  racines  simples.  Soit  ^  =  t  l'une  quelconque  de  ces  racines, 
et  faisons 


p{ 

Si  nous  désignons  par  T  la  valeur  de  A.  pour  /  =  t,  de  sorte  que 
l'équation  (4)  donne 

TF'2(t)  =  N, 
on  en  conclura 


et  par  conséquent 

F'(0  y/N       _Y  r      »        ,  y/T        1      y    y/Â -f- y/T 

Cette  formule, conduit  de  la  manière  la  plus  facile  à  l'expression 
de    l'intégrale    qui    figure    en  exponentielle  dans  l'équation  (3). 
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Faisant  en  cflel  /  =  sn-^,  t  =  sn-(o,  on  a 

I     1^  \/A -^  \/T   j^         y^  sna:  cn.r  dn:r -t- sn  oj  en  to  dn  oj 


J^^<"-.f 


■2  J         t  —  "z  .1  sw-x — sn-co 


(voyez  Comptes  rendus^  p.  io86).  Soil  pour  plus  de  clarté  to,, 
ct)o,  .  .  . ,  w«  les  n  déterminations  de  (o  qui  coirespondent  aux 
diverses   racines  t,  et   qui   ont  été  choisies   de   telle   sorte  qu  on 

ait  y/T  =  snw  cnw  dnw,  en  excluant  comme  vous  vojez  la  suppo- 
sition y/T  :=  —  snto  cn(o  dnto,  nous  parvenons  à  ce  résultat 

;-J   L^  "  T^A  "  ^  H(^-a>,)H(^-.o,)...H(.r-co„)  ^x>]  ^ 
et  il  est  clair  qu'on  aurait  semblahlement 


e 


Cette  méthode  pour  intégrer  l'équation  de  Lamé  se  trouve  dans 
les  feuilles  lithographiées  de  mon  cours  de  1872  à  l'Ecole  Poly- 
technique ('),... 

17  tlécembre  1877. 

(')    Voir  page  118  de  ce  Volume.  E.  P. 


SUR  UN  THÉORÈME   DE  GALOIS 

KELATIK    AlX 

ÉQUATIONS  SOLl  I5LKS  PAK  HAI)1CAU\('). 


J.-A.  Serrkt.  Algèbre  supérieure,   l.   M,   Y  édition,  p.  677-680. 


Jîfant  données  deux  (jnelconques  des  racines  d une  équation 
irréductible  de  degré  premier,  soluble  par  radicaux ,  les  autres 
s  en  déduisent  rationnellement. 

Lemmk  I.  —  Soient 

¥{x)  =  o 

une  équation  irréductible  de  degré  quelconque  n,  et 

•a^oi      -^i)      •^2'!       •  •  •  )      ^n—\ 

ses  n   racines.  Si  toutes  les  fonctions  des   racines  invariables 

par  les  substitutions  de  la  forme  Xk-,  0Ckj^\  oui  \  (les  indices 

étant  pris  comme   fait  Galois,  suivant  le  module  n')  sont  ration- 
nellement connues^  on  pourra  détenniner  rationnellement  une 
fonction  entière  'f  (^)  du  degré  n  —  i ,  telle  qu'on  ait 

On  a,  en  effet, 

Y  { X)  =  (  X  —  Xq)  {x  Xx)  ...  (x  —  X,i-\  ), 


(')  Cette  Note  a  été  publiée  seulement  dans  V Algèbre  supérieure  de  J.-A. 
Serret,  qui  s'exprime  ainsi  {loc.  cit.,  p.  677)  :  «  Il  ne  sera  pas  inutile  de  pré- 
senter ici  une  analyse  remarquable  que  M.  Hermite  m'a  communiquée,  et  qui  a 
pour  objet  la  démonstration  de  ce  théorème  de  Galois.  »  E.  P. 
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et,  si  l'on  |)Ose 

N  _    F(^)         37i  F(a:)         Xj       ^       _^      F{x)  Xp 

T(^)-  x-Xo  F'(a7o)  '^  x-Xi  F'(a:i)    '•■•'    x  —  x,^^^  F' (Xn-i)' 

il  est  évident  que  'f{x)  sera  une  fonction  entière  du  degré  n  —  i 
en  X  et  que  ses  coefficients  seront  des  fonctions  des  racines  inva- 
riables par  les  substitutions  de  la  forme  Xk,  Xk+\  ;  on  voit  aussi 
immédiatement  qu'on  a 

(2{Xo)  =  Xi,  ^{Xi)  =  Xi,  ..., 

ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 

Lemme  II.  —  Si  une  équation  irréductible  de  degré  premier  n 
est  telle  que  toutes  les  fonctions  des  racines  invariables  par 
les  substitutions  de  la  forme  Xk,  Xk+\,  <^t  de  la  forme  Xk,  Xpi-, 
0  désignant  une  racine  primitive  de  n,  soient  rationnellement 
connues,  on  pourra  déterminer  rationnellement  une  fonction 
entière  de  'f  (^)  de  degré  n  —  i,  telle  que  Von  ail 

(^1-^X.rp  +X2:i7p.  4-...-4-X«-2a"pn-,         )«-i-cp(a:o), 

(a72  +  Xa7p4-i      -^X2rp.+  ,      +...-^X"-2.rp"-.+  ,      )«-i  =  cp(a"i), 

(3^„ -1-  Xa7p+„-,  +  X2a7p.+„_, -4-.  .  . -H  X«-2a;^„_a_^„_j)«-l  =  (p(a?„_^,  ), 

les  indices  étant  pris  toujours  suivant  le  module  n  et\  dési- 
gnant une  racine  de  Véquation  binôme  A""'  =  i. 

Pour  démontrer  cette  proposition,  nous  ferons  voir  que  le 
système  des  équations  linéaires  ainsi  posées  entre  les  coefficients 
indéterminés  de  la  fonction  cp  n'est  pas  altéré  lorsqu'à  la  place 
d'une  i-acine  quelconque  Xk  on  met  XkJ^^  et  aussi  quand  on  rem- 
place Xk  par  x^K 

Le  premier  point  est  évident,  puisque  cliaque  équation  se 
déduit  de  la  précédente  en  ajoutant  une  unité  aux  indices  des 
racines,  et  qu'en  opérant  de  la  sorte  sur  la  dernière  on  reproduit 
la  première. 

Le  second  point  se  vérifie  aussi  immédiatement  par  rapport  à 
l'équation 

(a;i-i-  XaTp-i-  X2a-p2-f-. .  .-f-  X'»-2  5"pn-.)«-i  =  tp(>o), 
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f.U"  la  ( //  —  I)'*""'  piiissaiici-  île  lii  IoiicIkhi  liiifiure 
j*i  ■+-  Xxp-f-  X*arp»-+-. .  .-h  X"-^xpn-i 

ne  chanj^f  pa's  (juaiul  on  imilliplie  celte  fonction  par  A;  or  cela 
re\ienl  à  multiplier  les  inilices  des  racines  |)ar  z,  ce  (jui  ne  change 
p;i^  non  pins  le  second  niemhre  'j(j"o).  Mnis  les  antres  érpialions 
du  NV.>iènie  ne  se  comportent  plus  de  même.  Dans  l'une  <|uelconcjue 
denlre  elles 

taisons  a  ^  pi^(niod. /^),  ce  qui  est  possible,  puiscpie  a  ne  reçoit 
plu>  la  valeur  zéro;  il  viendra 

(i)       (x,+p|4-H  Xa7p-Kpi»-1-  X^a-pa+pi*-)-.  .  .-t-  X"-2xp'.->+pix)''->  =  cp(arp:i), 
et,  en  multipliant  les  indices  par  p, 

(2)      (X'p^.pii+.-^  Xj7p»_Hp;i-t-.H-  X2a'pi4.p:^+. -+-... -H  X"    «.rp"-i4.pixH)«-l  =  cp(j7p;^  +  i). 

Or  la  (n  —  lyemc  puissance  de  la  fonction  linéaire 

^p-t-p'-*"^'  -t-  Xa7p3^.pn-i  -H .  .  .  -+-  X"- '  :rp«-i_^pn+i 

ne  change  pas  quand  on  multiplie  cette  fonction  [)ar  À;  au  lieu  de 
léquation  {2),  on  peut  donc  écrire  la  suivante  : 

(Xpn-i-^pli+i  -4-  Xj7p_upH+i  -+-  X-rp>4.p;*+i  -+-...-¥-  X"-2:Fpn-3.^pH+i)''-l   =  Ç)(a7pH+i). 

Or.  en  remarquant  que  p"  '  ^  i  (mod.  n),  on  reconnaît  que  celle-ci 
se  déduit  de  l'équation  (1)  par  le  changement  de  pi.  en  [jl  -4-  i . 

Il  suit  de  là  que  la  substitution  x/,,  x^k  ne  fait  que  permuter 
circulairement  nos  équations,  rangées,  à  partir  de  la  deuxième, 
suivant  l'ordre  des  valeurs  croissantes  de  jj..  En  les  résolvant  par 
rapport  aux  coefficients  de  es,  on  sera  conduit  à  des  fonctions 
rationnelles  des  racines,  invariables  parles  substitutions  Xk,  Xi,^\ 
et  Xf;,  .^p*;  de  sorte  que  ces  coefficients  s'exprimeront  bien  ration- 
nellement, comme  nous  l'avons  annoncé.  Notre  lemme  est  donc 
démontré,  et  l'on  en  déduit  le  suivant  : 

Lemmk  III.   —  Si  une  équation  de  degré  premier  est  réso- 
luble   algébriquement^     V équation  de   degré  moindre   d^ une 
unité^  qu'on  forme  en  divisant  son  premier  membre  par  un  de 
H.  —III.  3i 
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ses  facteurs  linéaires^  appartient  à  la  classe  des  équations 
abéliennes. 

En  effet,  relativement  à  l'équation  de  degré  n  —  i ,  qu'on  obtient 
par  la  suppression  du  facteur  x  —  x^.,  et  dont  les  racines  ont  été 
représentées  par 

^i-f-a>     -J^p+a)     ^p'-f-ai      •••>     ^p"'"'+a? 

on  connaît  rationnellement  la  fonction  résolvante 

(.r,+«-h  X:rp+5,-r-  X2.rpa+a  +  -  •  •-+-  ^'"-^•^p'-'-f-a)"-'- 

Les  trois  lemmes  que  nous  venons  de  démontrer  j)ermet- 
tent  maintenant  d'établir  très  aisément  le  théorème  que  nous  avons 
en  vue.  Faisons  pour  un  instant 

Puisque  nous  connaissons  (flemme  111),  en  fonction  rationnelle 
de  iCa,  l'expression 

nous  devons  pareillement  regarder  comme  connue  toute  fonction 
rationnelle  des  racines  Xa,  invariable  |)ar  les  substitutions  de  la 
forme  X^,  X/^^.,.  Cela  nous  place  dans  les  conditions  du  lemme  1; 
ainsi  nous  pouvons  former  une  fonction  'o  telle  qu'on  ait. générale- 
ment 

X/,+,  =  «(X/,). 

D'ailleurs,  les  coefficients  de  cette  fonction  s'exprimeront  ration- 
nellement par  les  quantités  connues  et  la  racine  37^;  de  sorte  qu'en 
mettant  cette  racine  en  évidence  nous  aurons 

Or  on  peut  prendre  o'^^  ê,  6  étant  un  entier  arbitraire,  mais  essen- 
tiellement difleient  de  zéro;  il  vient  ainsi 

Cette  équation  exprime  précisément  la  relation  que  nous  nous 
proposions  d'établir;  elle  montre  très  facilement  comment  toutes 
les  racines  s'expriment  de  proche  en  proche,  au  moyen  des  deux 
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racines  arliilraires  x^,  ^x+6i  ^t  r"ct  iininrdialemenl  en  évidence 
dans  tjiiel  ordre  elles  naissent  ainsi  les  unes  des  autres. 

Il  est  aisi'  de  di-iunnlrer  (jue,  rt'ciprofjueinent,  la  relation 
précédente,  admise  entre  trois  racines  x»,  ^'«^g,  x^^pg,  entraîne  la 
résolution  par  radicaux  de  l'équation. 

A  cet  ellet,  soient  0  mie  racine  de  l'équation  binôme  j?"  ^  i ,  et 

F(e)  =  (xo-l-Oxi-H  62a'î^-...-+-e''-»3'„_,)'' 

la  (onction  résolvante  de  La},M'ange.  D'après  la  propriété  caracté- 
ristique de  celte  fonction,  on  pourra,  sans  altérer  sa  valeur, 
ajouter  aux  indices  des  racines  un  nombre  entier  arbitraire  a,  et 
écrire 

Cela  posé,  soit  ê  un  autre  nombre  entier  arbitraire,  mais  dilTérenl 
de  zéro,  et  prenons  ê,,  de  manière  qu'on  ait 

660^  i  (mod.  n), 

on  voit  immédiatement  (ju'on  a 

F(6go)  =  (j-a+  e.ra+g-4-  ^"^x^^i?.^.  .  .-t-  0"- '  ra4-(n-i)g)", 
et  il  est  cliiir  (ju'en  emplovant  la  relation 

on  pourra,  par  des  sui>slilulions  successives,  transformer  le  second 
membre  eu  une  fonction  rationnelle  H  de  deux  racines  x»,  x^.^^, 
de  manière  à  avoir 

F(OSo)  =  n(.ra,.r«+g) 

pour  une  valeur  quelconque  de  I  indice  arbitraire  a. 

Cela  étant,  soit,  comme  plus  liinit,  K  une  racine  de  l'équation 
binôme  x"~^  =  i ,  la  fonction 

[n(j7a,  :ra+g)  -4-  Xri(a"a,  ^a+pg) 

-1- X2n(a:a,  J7a+p.g) -H  .  .  . -h  À«-m  (a-^,  ara+p'-»g)]"-' 

conserve  la  même  valeur  quand  on  met  pê  au  lieu  de  6,  c'est-à-dire 
qu'elle  est  indépendante  de  la  valeur  attribuée  à  ê.  Chacun  des 
termes  dont  elle  se  compose  est  d'ailleurs  indépendant  de  a;  donc, 
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en  la  Iransformanl,  au  mojen  de  la  relation 

en  une  fonction  rationnelle  des  deux  seules  racines  x^.  et  oTa^g, 
cette  fonction  devra  se  réduire  à  une  quantité  connue.  Elléctive- 
nient,  si  une  fonction 

Il  =  (^(a?a+6,  ^a) 

conserve  la  même  valeur,  quels  que  soient  les  indices  a  et  S,  le 
second  indice  étant  différent  de  zéro,  on  peut  écrire 

n  —  \    n  —  \ 


0  1 


relation  dont  le  second  membre  est  une  fonction  symétrique  de 
toutes  les  racines  x^^  Xf,  . . .,  j"/,_i. 

Il  résulte  de  là  que  nous  pouvons  regarder  les  n  —  i  quantités 

n(a-a,  ^a+g),     n(.ra,  ^r^+pg),      ...,      n(xa,  ^a-Hp"-=g) 

co  mme  les  racines  d'une  équation  abélienne  résoluble  par  lextrac- 
tion  d'un  seul  radical  de  degré  n  —  i.  Or,  ces  quantités  une  fois 
obtenues,  nous  connaissons,  pour  toutes  les  valeurs  de  ê,  excepté 
g  =  o,  la  puissance  z?'^'""  de  la  fonction  résolvante  F(ê^");  donc, 
par  l'extraction  de  n  —  i  radicaux  du  n"'""'  degré,  nous  aurons  ces 
diverses  fonctions  résolvantes,  et,  par  conséquent,  les  racines 
elles-mêmes.  On  sait  d'ailleurs,  par  une  observation  d'Abel,  que 
ces  n  —  I  radicaux  s'expriment  rationnellement  en  fonction  de 
l'un  d'entre  eux  et  des  quantités  sur  lesquelles  ils  portent,  quan- 
tités qui  sont,  comme  nous  venons  de  le  dire,  les  racines  d'une 
équation  abélienne. 


SUH  LE  CO.MACT  DES  SURFACES 


Hehmite,   Cou/s  d'Analyse  de  V École  Polytechnique, 
p.  i39-i}().    r.autliier-Villars,    1873. 


I.  Une  surface  étant  définie  par  rét(iiation  F(.r,y,  ;;)  =  o,  les 
coordonnées  diin  quelconque  de  ses  points  seront  des  fonctions 
de  deux  variables  din'érentes,  et  devront  s'exprimer  de  cotte 
manière 

x=z<s{f,u),        y  =  <l(f,u).         3  =  6(/,  m). 

Et  si  nous  considérons  une  seconde  surface  dont  tous  les  points 
se  d<-duisent  par  une  construction  déterminée  de  ceux  de  la 
première,  leurs  coordonnées  seront  représentées  pareillement  par 
ces  expressions  où  figurent  le«  mêmes  variables  indépendantes  / 

et  u 

X  =  *(;,«),       \  =  w(t,u),      z  =  e(t,u). 

Cela  étant,  la  théorie  du  contact  repose  encore  sur  la  considéra- 
tion de  la  fonction  0  =/(/,«),  qui  donne  la  distance  de  deux 
points  correspondants,  savoir 

=  ; [^(t,  u) -  o(t,  u)y--^[W{t, u)  - '}(«,  u)]^-^  [e(f,  «; - e(«,  u)Y-'X 

et  nous  dirons  qu'en  un  point  donné  par  les  valeurs  t  ^=  a,  u  ^  b, 
les  surfaces  ont  un  contact  du  n'""'"  ordre,  lorsqu'en  posant 
t  =  a  -\-  h,  uz=  b  -\-  k,  la  distance  S  est  infiniment  petite  d'ordre 
n  +  I  par  rapport  à  h  et  k.  Mais  il  faut  tout  d'abord  préciser  ce 
qu'on  entend  par  l'ordre  d'un  infiniment  petit  par  rapport  à  deux 
autres.  Nous  imaginerons  à  cet  efTet  que  h  et  k  dépendent  d'une 
seule  variable,  en  faisant  par  exemple  A"  =:  wA,  et  supposant  lo  fini. 
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Cela  posé,  la  quantité 

rj  —  f{a  -\-  h,  b  ^  oyh) 

pourra  se  développer  en  série  suivant  les  puissances  croissantes 
de  A,  et  il  sera  désormais  entendu  qu'elle  est  infiniment  petite 
d'ordre  n  -\-  i ,  lorsque  indépendamment  de  toute  valeur  attribuée 
à  w,  les  coefficients  des  puissances  de  A  jusqu'à  la  /?"^'"^  seront  tous 
nuls.  En  admettant  ce  principe,  on  déduira  sur-le-champ  de  la 
définition  de  l'ordre  du  contact  à  l'égard  des  deux  surfaces,  ces 
conséquences  qu'il  suffit  d'énoncer  : 

i"  Les  trois  différences  X  —  J7,  Y  — y,  L  —  z  doivent  être  cha- 
cune infiniment  petites  de  l'ordre  /?  +  i  ; 

2"  Ces  conditions  restent  les  mêmes  en  changeant  les  axes  cooi^- 
donnés; 

3"  Elles  subsistent  si  l'on  change  de  variables  indépendantes, 
en  posant 

Ainsi  en  admettant  qu'à  f  :=  a,  «  =  6  répondent  t  =  a,  u  =  ,3, 
et  qu'on  ait 

a  -H  /i  =  /(  a  -f-  «,  j3  -f-y),         6  -h  A-  =  /,  (  a  -!-  î,  [3  h-  /,), 

si    les  quantités    X — r,    Y — y^    L  —  z   sont    infiniment   petites 
'   d'ordre  n  H-  i  par  rapport  à  h  et  A,  elles  seront  infiniment  petites 
du  même  ordre  par  rapport  à  /  et  y. 

4°  Prenant  d'après  cela  pour  variables  indépendantes  les  coor- 
données X  et  j^,  de  sorte  que  les  équations  des  surfaces  devien- 
nent 

z  =  /(^,r). 

une  des  trois  fonctions  J,  ^^  F  détermine  la  nature  de  la  seconde 
surface,  les  deux  autres,  -f  et  .f ,  par  exemple,  la  loi  de  correspon- 
dance de  leurs  points,  et  les  conditions  relatives  aux  diftérences 
X  —  X,  Y — y  caractérisent  les  lois  de  correspondances  compa- 
tibles avec  la  définition  de  l'ordre  du  contact.  Quant  aux  condi- 
tions concernant  les  surfaces  elles-mêmes,  elles  se  déduisent  des 
développements  que  donne  la  série  de   Tajlor   étendue  à  deux 
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4«7 


\  .iriiililc-.  -ii\  nir  : 

V(a  -+-  II.  f>  ■+-  A) 

/<iV  (IV  \  h       [c 


dn- 


d-^V\   h"- 


-t-  aoj 


dn  dh 


(0- 


Ih-"-  /  1.2 


,        ,  (df  df    I,        !d\f 


r/i/ 


da"^        ^'^  da  db 


dU  d^f\    //2 

(O"- —      '   


dhi)     1.2 


on  exprime  en  elleL  (|iic  l;i  dillérence  Z  —  ;  esl  inlininient.  pelitc 
(Tordre  //  -j-  i ,  en  posant 

F(  (t,  If)  —  fia.  h). 


dV^  d?y_  df_  (l/_ 

da  db         da  db 


d^V  d^¥ 

da-  da  db 


M- 


,d^F  _  d\f 


db-^        da^ 


2  0J 


la  db 


-J-  (O^ 


db'  ' 


d"  F        n  f/'  F 

da"   ~~  7  "  f/a"-'  dh 

d'\f 

da"         I   "  da"-^  db 


n  d"  f 


-0)"-' 


_0J"     1 


d"  F 


da  db"    ' 
dadb"-^ 


M' 


M' 


d"¥ 
Ib^ 

d"f 
db"  ' 


et  considérant  (o  dans  ce  système  de  relations  comme  une  indéter- 
minée; il  en  résulte  que  le  contact  du  premier  ordre  exige  trois 
é(|  nation  s  : 

..,..,  dV        df  dP        df 

Via,b)  =f(a,b),  -—  = -j-,  =^; 

•^  da         da  db         db 

le  contact  du  second  ordre  six,  car  aux  précédentes  il  faudra 
joindre  celles-ci  : 

rf'-F       d\f  d-'F  d\f  d-'¥       d'^f 


da-         da- 


da db        da  db 


db-'         dh-i 


,       ,        ,,  ,,  ,  (  ?l  -+-  l)  (rt  -t-  2)     ,  .  /-^?        , 

et  en  gênerai  le  contact  d  ordre  /?, équations.  L.  est 

ce  nombre  (|ui  donne  à  la  théorie  dont  nous  nous  occupons  son 
caractère  propre,  et  éloigne,  sauf  le  premier  cas  de  /?  =  i ,  toute 
analogie  avec  celle  du  contact  de  deux  courbes,  ou  d'une  courbe 
et  d'une  surface,  comme  on  va  le  voir  par  les  applications  sui- 
vantes. 


dF        df 
dx        dx 

dF        df 
dy        dy 

dz 
dr 

dz 
dy 
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H.  Kn  premier  lieu,  nous  envisagerons  le  plan 

dont  léquation  renferme   trois  coefficients,  de  sorte  qu'on  peut, 

comme  pour  la  ligne  droite  à  l'égard  d'une  courbe,  obtenir,  en  un 

point  quelconque 

X  =  X,         V  =  y, 

un  contact  de  premier  ordre  avec  toute  surface  z  ^f(x^y).  A^ant 

en  elTet 

F(X,  Y)  =  aX-i-  b\  ^c, 

les  conditions 

donnent  immédiatement 

z  =  ax  -H  by  -H  c, 

et  Ion  retrouve  ainsi  l'équation  déjà  obtenue  du  plan  tangent  sous 

la  forme 

dz  ,^.  dz    ^. 

^-'--di^^-^^-^^y'^-y^- 

Nous  remarquerons,  avant  de  faire  les  applications  de  ce  résultai, 
qu'en  supposant  parallèle  au  plan  coordonné  des  XY  le  plan  tangent 
en  x^y^  z  à  la  surface  z  ^f{x.y\  on  a  nécessairement 

df  df 

dx  dy 

Et  si  le  plan  des  X\  est  lui-même  tangent  à  l'origine  des  coor- 
données, la  fonction  /'(x, y)  ainsi  que  ses  dérivées  partielles  du 
premier  ordre  s'annuleront  pour  :r  =  o,  j' =  o,  de  sorte  que  le 
développement  par  la  série  de  Maclaurin  de  l'ordonnée  z  suivant 
les  puissances  croissantes  de  x  et  y  commencera  seulement  aux 
termes  du  second  degré,  et  sera  de  la  forme 

3  =  a  x^-  ^  b  xy  ~  cy'^  -+-  dx^  -+-  e  x-y  H- .  .  . . 

De  là  se  déduirait  que  la  distance  au  plan  tangent  d'un  point 
dune  surface  infiniment  voisin  d'un  point  de  contact  est  un  infini- 
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iiiciil   |m1iI   (lu   M'cuiid   (irdic.   Mais  <l  iiiic   iiiaiiirrc   plus  •^('•aéralr, 

coiniiie  pai-  (li'-fiiii(ii>n  la  dislaiicc  0  de  deux  points  correspoiulanls  \ 

el  H  d«'  «ltii\  ^iiitaccs,  inlinmiciit   voisins  de  leur  point  de  coiil.icl, 

est  inliiiiMitiii   petite  ddidn-  //    •    i   lors(|n  elles  oui  un  eonlari  du 

n""'"''  ordre,  il  «ii  résiille  a  foi-tiori  c^\m  la  plus  courte  distance  du 

point  A   de   la   preinirrc  surlace  à  la  seconde,  est  aussi  inlinimenl 

petite  du   même  ordre. 

()l)ser\on>  enfin  (pi Cn  >iipposanl  r  une  (oik  lion  implicite  déter- 

niiiu'e  par  la  r«'latioii 

f{x,  y,  z)=^ii, 
l'éipiation 

-,  dz  dz 

Z  —  Z^-j-(\  —  X)-r--j-t\   —y) 

dx  '       dy  -'  ' 

reprend    la     (orme    sous    laquelle    nous    l'avions    précédenimenl 
obtenue.  <  hi  a  en  eflcl 

'iL'l±  ^'U.  -        df_<i^    if£  _ 

dz  dx        dx  '  dz  dy    '    dy  ' 

d  où  I  on  tire 


df 

df 

dz 

dx 

dz              dy 

dx  " 

'If  ' 
dz 

dy  -         df 
dz 

et  en  substituant  il  \ient 

(V-j-; 

dy 

df 
dz 

Nous  en  conclurons   pour  la  normale  à  la  surface,  c'est-à-dire 

la  perpendiculaire  élevée  en  .r,  y,  z  au  plan   tangent,  les  T-qua- 

tions 

\- X _  Y  —  r  _Z~  z 

di   ~  ~Ï2~~   iL  ' 

dx  dy  dz 

en  supposant  que  les  axes  coordonnés  soient  rectangulaires. 

III.    Soit   pour  première  application   les   surfaces  données   par 

l'équation 

f{x  —  « -3 ,  „y  —  bz )  ^  o. 

ou  j)lus  sim|)lement 

./(^.  'P)  =  <>, 
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en  posant 

oL  —  x  —  «5,         '^=y  —  bz. 

On  tirera  de  là 

df_  _df  dj_  _d£  iL  -  —  a'^  —  b^      ~ 

dx~  drt  dy  ~  d^^  dz  d<x  d^ 

de  sorte  qu'en  réunissant  les  termes  en  -j-  et  -^  ?  l'équation  du  plan 


tangent  devient 


dr        rfp 


^^X-^-«(Z-3)J-^[Y-j-è(Z-^)]  =  o. 

Ce  résultat  fait  voir  que,  quelle  que  soit  la  fonction  /(a,  [3),  ce 
plan  contient  la  droite 

X  — 37  =  a(Z  — 3),         \  —y  ^hCL  —  z). 

Effectivement,  l'équation  proposée  est  celle  des  surfaces  cylin- 
driques^ et  le  calcul  met  en  évidence  cette  propriété  du  plan 
tangent,  de  contenir  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  de 
contact. 

Nous  considérons  en  second  lieu  les  surfaces  coniques  qui  sont 

données  par  l'équation 

/(«,  P)  =  o, 
en  posant 

a  =z   ,  p  =  . 

z  —  c  z  —  c 

On  aura  alors 

dl  _       I       df  d£  _  i_  <lf_ 

dx        z  —  c  d'x  dy        z  —  c  rftB 

df  X  —  a      df  y  —  h     df 

dz  ~       (z  —  c)'^,da.        (z  —  c )-  d^' 

et,  par  suite,  pour  l'équation  du  plan  tangent,  après  avoir  supprimé 

le  (acteur . 

c  —  c 

Il  contient  donc   encore  la  génératrice  qui  passe  par  le  point  de 
contact. 

En  dernier  lieu,  les   équations  de  la  normale  aux  surfaces  de 


ifSdlnlion 
en  faisan l 
seront 
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/(a,  j3)  .-=  o, 

a  =  x'-  +  y\         .&  =  -, 

X  —  .r  V  —  y  Z  —  z 


X         Y    . 

el  les  deux  premières  se  réduisant  à  —  m  —  >  il  en  résulte  que  celle 

.        •'^        y     .  , 

droite  est  dans   le  plan  déterminé  par  le  point  [x^y^z)  et  l'axe 

des  :;,  qui  est  Taxe  de  révolution  de  la  surface. 

I\  .  Une  surface  reçoit  le  nom  d'osciilatrice^  lorsqu'on  a  disposé 
de  toutes  les  constantes  cjui  fixent  sa  position  et  déterminent  sa 
nature,  de  manière  à  obtenir,  avec  une  surface  donnée,  le  contact 
de  l'ordre  le  plus  élevé  possible.  C'est  là,  comme  on  voit,  l'exten- 
sion naturelle  de  la  notion  qui  s'est  offerte  dans  la  ihéorie  du 
contact  des  courbes  considérées  sur  un  plan  ou  dans  l'espace,  et 
fjui  a  reçu,  dans  le  cas  du  cercle,  une  application  d'une  grande 
importance.  Mais  toute  surface  ne  peut  point  devenir  osculatrice 
d'une  autre,  comme  toute  courbe  plane,  quelle  qu'elle  soit,  d'une 
ligne  donnée.  Il  faut  en  effet  que  le  nombre  des  constantes  à  déter- 
miner soit  un  terme  de  la  série 

„      ^                  -                           (  /i  -+- 1  )  (  n  -H  2  ) 
3,     6,      lo,      ij,     21.      ....     — - — ■ ) 

2 

de  sorte  qu'il  n'y  a  ni  sphère,  ni  surface  du  second  degré  oscula- 
Irices,  puisque  leurs  équations  générales  renferment  repective- 
menl  4  ^t  9  coefficients.  En  général,  une  surface  du  /?^'*'""^  degré 

( m  -r  \)  {  m  -h  1.)  {  m  -\-  'i  )  .  ,    . 

en  contient — 1,   ce  qui    conduit  a   poser 

l'équation 

('  n  -1-  I  )  (  n  -f-  2  )  _  {  m  —  \  )  i  m  -r-  1  )  (  m  -^  '^) 

dont  il  y  aurait  lieu  ainsi  de  rechercher  toutes  les  solutions  en 
nombres  entiers  et  positifs  pour  ni  et  n.  Mais  l'Arithmétique  supé- 
rieure ne  donne  à  cet  égard  aucune  méthode,  et  je  me  bornerai  à 
remarquer  qu'on  y  satisfait,  par  les  moindres  nombres,  en  pre- 
nant m  =z  5  et  n  =  9.  Il  n'y  a  donc  aucune  surface  algébrique,  de 
degré   inférieur  à   5,   pouvant  être    osculatrice,   de    sorte    que    la 
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théorie  actuelle  ne  semble  pas  applicable  au  delà  du  plan  et  du 
contact  du  premier  ordre.  La  considération  suivante  permettra 
cependant  d'aller  plus  loin.  En  disposant  des  deux  coordonnées 
d'un  point  d'une  surface,  on  peut  en  effet  ajouter  deux  constantes 
à  celles  qui  déterminent  une  sphère,  et  par  conséquent  la  rendre 
en  ces  points  osculatrice  du  second  ordre,  puisqu'on  aura  le 
nombre  voulu  de  six  quantités  arbitraires.  En  disposant  d'une 
seule  des  coordonnées  on  ajoute  une  arbitraire  aux  neuf  coeffi- 
cients d'une  surface  du  second  degré,  ce  qui  permettra  de  la  rendre 
osculatrice  du  troisième  ordre,  non  plus  alors  en  un  certain  nombre 
de  points,  mais  comme  il  le  semble  au  premier  abord,  tout  le  long 
d'une  ligne  déterminée  dune  surface  quelconque.  Nous  allons 
traiter  ces  deux  questions. 

y.   L'équation  de  la  sphère  étant 

on  obtiendra  les  dérivées  du  premier  ordre 

p  _  dZ  o  _  ^^ 

par  les  relations 

X  —  a-i-P(Z  —  cj  =  o, 

Y  — 6-^Q(Z  — c)  =  o, 
et  celles  du  second 

*^-7?X^'  ^-ZWY'  ^-^Y^' 

par  celles-ci,  qui  s  en  déduisent  en  diflérentianl  successivement  par 
rapport  à  X  et  à  Y, 

1+  P2  -H  R(Z  — c)  =  o, 

PQ-f-  S(Z  — c)  =  o, 
I  +  Q2  —  T(Z  —  c)  =o. 

Or  les  conditions  du  contact  du  second  ordre  avec  une  surface 
quelconque  ;  =  /'(.r,  y),  au  point  X  =  :r,  Y  =  j',  sont 

R=— ,  s=     '^'^   ,  T=— , 

dx^  '  dx  dy  '  dy 
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de  sorte  qu'en  faisant 

dz  dz  </«  z  d-  z  (1-  z 

^        dx  '         dy  dx*  dx  dy  dy^ 

nous  les  uljliinflrons  fn  ifm|)la(;anl  dans  les  relations  préor- 
»i«'ntes.  X,  Y,  '/,  P,  (),  R.  S,  T  par  .r,  )-,  z,  />,  </;  'S  •"•')  ^  *  *'  4"' 

donnera 

j:  —  a.-n  y(  z  —  c)  =  o, 

)■  —  0  -^  q  (  z  —  c)  =  o, 

i-T-  p--r-  r(z  —  c)  =  o, 

pg  -\-  s(z  —  c)  =  o. 

I  -h  (J--\-  t(  Z  —  c)  =  O. 

Cela  étant,  les  trois  dernières  conduisent  immédiatement  par 
l'élimination  de  c  ou  plutôt  de  :;  —  c  aux  deux  équations  de  condi- 
tion cherchées  entre  x  et  y,  savoir 

I  -)-  />2  _  pf/        '  -<-  9'^ 

/•  A'  t 

et  en  chassant  les  dénominateurs, 

(i  -i-p-)s  —  pqr=  o, 
{\  -^  p^  )t  —  {l-\-  q-)r  =  o. 

On  donne  le  nomd'omhi/ics  aux  points  de  la  surfaces  =f(^x^y)^ 
que  déterminent  ces  relations,  et  que  bientôt  nous  verrons  s'offrir 
sous  un  autre  point  de  vue.  Je  me  bornerai  en  ce  moment  à  les 
obtenir  à  l'égard  de  l'ellipsoïde 

x2         r-         22   ^ 

où  ils  ont  un  rôle  extrêmement  important  dans  l'étude  géométrique 
des  courbes  tracées  sur  cette  surface.  En  formant  à  cet  effet  les 
valeurs  des  quantités  p,  </,  /■,  s,  t,  on  trouve 

c- X  c-  y 

''=-^z'  '^="6il' 

_         C*(62_y2)  ^  (.'*xy  _  C*(a2_a72) 

^~  a2  h-i  z^      '  ^  ~~  aîè^z»'  '~  a-^6-^5'       ' 

et  après  quelques  réductions,  il  viendra  simplement 

{a^-—c^')xy  =  o,  b'^ia'^—  c2)x^—  a''{b^—  c'^)y-—  a^b-^a'—  b^)  =  o. 
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Ces  relations  sont  identiques  dans  le  cas  où  l'ellipsoïde  se  réduit 
à  une  sphère,  comme  on  pouvait  le  prévoir;  mais  si  les  axes  sont 
inégaux,  et  qu'on  suppose 

a  >  6  >  c, 
nous  parviendrons  très  aisément  à  ces  solutions,  les  seules  réelles, 


savoir  


V 


«2  —  c- 


On  en  conclut  que  les  ombilics  sont  les  quatre  points  où  les  plans 
des  sections  circulaires  deviennent  tangents  à  la  surface. 

^  I.    Dans  la  seconde  question,  il  s'agit  de  l'équation  générale 
du  second  degré 

F(X,  Y,  Z)  =  «X'--t-  r^  Y2+  a"Z-!+  a6  YZ  -^  ■xb'Z\^ib"W 

-i-  2  C  X  -T-  ■).  C'  Y  -i-  2  c"  Z  +  (5^  =  O. 

et  des  conditions  du  contact  du  troisième  ordre  avec  la  surface 
quelconque  z  ^f(x,y).  Alors  il  est  nécessaire  d'introduire,  en 
outre  des  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre  p,  //, 
r,  s,  t,  celles  du  troisième  que  je  désignerai  ainsi 

*        dx'^  '  dx-  dy  dx  dy-  dy^ 

Cela   étant,   et    sans  répéter  ce  qui  a    élé  dit  tout  à  l'heure  à 
propos  de  la  sphère,  j'écrirai  immédiatement  ces  relations 

ax--T-  a  y-  ^a" z-  -l-  •ibyz  —  ib'zx-^ib"xy^  icx—  ic'y  -h  ?.c" z-hd  =  o, 

{b' X  +  by  -r-  a" z  -+-  c") p  -^  ax  -;-  b" y  -^  b' z  -^  c  —  o, 
{b'  X  ^  by  ^  a  z  ^  o"  )q  ^  b"  x  -+-  à  y  -\-  bz   -i-  c'  =  o  ; 

• 

])uis  celles-ci,  qui  contiennent  les  dérivées  du  second  ordre,  et  où 
je  fais  pour  abréger 

0)= T-^=bx^bY-\-az-\-c. 

1   dz  *^ 

savoir 

w  /•  -1-  a" p'  -+-  ib'  p  -\-  a  =  n. 

o)S  ^  a" pq  ^^  bp  -^  b'  q  ^  b"  =  o, 

oj  /  -+-  et!' q- -^  ibq  -^  a'  —-  o. 
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On  en  lire,  |);ii  la  dillV-rcnlialion,  ces  quatre  dernières  équa- 
tions, où  entmit  les  (h'-riv  ('•(•>  partielles  du  troisirnic  ordre,  el  (|ni 
ne  contieniinil   |)lii>  (|iie  les  coeflicieuls  a  ,  ^,  b\  c    sous  furnie 

homogène 

0)^-+-  "iÇa  p  -f-  6')  /•  =  o, 

%ah  -i-  (a'q  -k-  b  )r  -h-  ■i{ a" p  -i-  0' )s  =  o, 

to  A  -f-  (  a'p  ->r-  b')t  -+-  x( a" q  -\-  b  ) s  =  o, 

ml  H-  3(a" f/  -h  h }(  —■  o. 

\  oici  la  constMjuence  leinarcjuablc  à  laquelle  elles  conduisent  ; 
deux  d'entre  elles  donnent 

a'p-hb'=——^,  a"g^b^——, 

et,  en  substituant  dans  les  deux  autres,  la  quantité  m  disparaîtra 
comme  facteur  commun,  de  sorte  qu'au  lieu  d'une  seule  équation 
de  condition  entre  a  et  y^  nous  obtenons  les  deux  suivantes  (')  : 

ihrl  —  ir-  —  \gsl  =  o, 
3//7  ~  gr-—  i  1rs  =  o. 

Mais,  en  même  temps,  les  inconnues  «',  6,  b.,  c"  entre  lesquelles 
on  n'a  plus  que  deux  équations,  et  par  suite  tous  les  coelTicients 
de  F(X,  Y,  /),  s'exprimeront  en  fonction  linéaire  et  homogène  de 
deux  indéterminées  A  et  ijl,  de  sorte  qu'on  doit  poser 

F(X,  Y,  Z)  ==)>*  + |JL*„ 

où  <I>  et  <I>,  sont  des  polynômes  entièrement  déterminés.  Il  s'ensuit 
qu'en  un  nombre  fini  de  points  de  la  surface  z  :=  /'(a7,j)'),  et  non 
le  long  d'une  ligne  comme  on  l'avait  d'abord  présumé,  nous  obte- 
nons un  faisceau  de  surfaces,  au  lieu  d'une  surface  osculalrice 
unique  du  second  degré  (-). 


(')  Elles  expriment,  comme  on  le  vérifie  aisément,  que  le  polynôme  du  troi- 
sième degré  ^P-h  3AX-4- 3/rX -F- /  est   exactement  divisible  par  rV -i-  isX  -\-  t. 

(^)  Il  est  remarquable  qu'on  trouve  des  lignes  en  appliquant  cette  théorie  aux 
surfaces  du  troisième  degré;  ces  lignes  sont  les  27  droites  situées  sur  ces  surfaces. 
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Bulletin  des  Sciences  mathématiques,  2*  série,  t.  III, 
1879,  p.  3i  1-325. 


C'est  à  Euler  qu'est  due  la  première  méthode  d'intégration  de  ces 
équations  dans  le  cas  où,  les  coefficients  étant  supposés  constants, 
l'équation  a  la  forme 

„  dy  d~  y  d"  y 

•^        '  dx        '  dx-  dx" 

Cauchj  a  ensuite  donné  une  seconde  méthode,  qui  est  celle  que 
nous  allons  exposer. 

A  cette  équation  différentielle,  Gauchy  a  rattaché  l'équation  algé- 
brique suivante 

a-hPs-(-Y-3--i-...-+--"  =  o, 

obtenue  en  remplaçant  les  dérivées  successives  de  la  fonction  y  par 
les  puissances  de  l'inconnue  z,  dont  les  exposants  sont  respective- 
ment égaux  aux  ordres  de  dérivation.  SoitF(2)  le  premier  membre 
de  cette  équation,  que  Cauchy  a  appelée  V équation  caractérisliqiie 
de  l'équation  diff'érentielle  proposée.  Si  nous  envisageons  l'intégrale 
suivante 

Y  —  \  — f; — — -  dz , 

OÙ  n(«)  est  un  polynôme  entier  en  z  k  coefficients  arbitraires,  et  si 
nous  supposons  cette  intégrale  effectuée  en  faisant  décrire  à  la 
variable  :;  un  contour  fermé  tout  à  fait  quelconque,  nous  allons 
montrer  que  cette  intégrale  est  une  solution  de  l'équation  diffé- 
rentielle proposée. 
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l);ins  le  <'as  piirlKiilier  où  Ir  conloiir  ne  iciilrnnr  imriin  pôle  de 

I;i  lôiict  n>n  — p >  ('.  ost-a-dirc  ;mciiii  |uiiiit  i|ii  i  ;iil   iioiii-  ;il  h  \c  mip 

racin»'  «Ir  I  t'-(|ii<-iti()a  (•iiriiclcrislHjiic,  I  inlt-^ialc  <'sl  nulle,  cl  y=  o 
est  bien  une  soliilion  «le  l'(''(|iialioii  «iillrrenlielle  proposée;  mais 
c'est  dans  |(>  cas  nn  \c  contour  rcnlcruic  i\o<.  p(Mos  (pic  n(»us  obte- 
nons etlectiN cMiciii  des  solutions. 

Pour  déuiontror  ou  [)hitôt  pour  vérifier  ce  théorème,  formons 
les  dérivées  successives  de  rint<'grale  par  rapport  à  .r;  nous 
aurons 

dx  -J       \Hz)      ""•" 


az, 


d-y  ^  r 

dx-'      J  V(z) 


'J-Z  =  l 
dx''      J 


V(z) 


dz, 


chacune  de  ces  intégrales  étant  toujours  supposée  eflectuée  le  long 
du  contour  fermé. 

Substituons  dans  l'équation  proposée;  le  premier  membre  de- 
vient 


f 


1-'{Z) 


(oL  +  '^z  -\-...-h  z")dz. 


On  voit  (jue  F(s)  disparaît  comme  facteur  commun  et  que  l'in- 
tégrale  est   celle  de  e-''ll{z).  qui,  ellectuée  le  long  du  contoui 
fermé,  est  nulle,  puisque  n(:;)  est  un  polynôme  entier.  L'équation 
est  donc  vérifiée,  ce  (|ui  démontre  que,  quel  que  soit  le  contour 
fermé  d'intégration,  l'intégrale 

e-^-U(z) 


/■ 


dz 


1<{Z) 

est  une  solution  de  l'équation  proposée. 

liemarrfue.  —  11(2)  étant  un  polynôme  de  degré  quelconque,  il 
semble  qu'il  entre  dans  la  solution  un  nombre  quelconcjue  de  con- 
stantes arbitraires;  mais  il  est  facile  de  voir  que  ce  nombre  est  au 
plus  égal  à  n.  En  eRet,  on  peut  toujours,  si  n(::)  est  de  degré 
supérieur  à  celui  de  F(2),  écrire  identiquement 

H.  —  III.  33 
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W{z)  étant  un  polynôme  entier  en  z  de  degré  inférieur  à  n,  d'où 
l'on  tire 

mais,  en  intégrant  le  long  d'un  contour  fermé  quelconque,  on  voit 
que  la  première  intégrale  s'évanouit,  puisque  ^{z)  est  un  polynôme 
entier,  et  il  ne  reste  que  la  seconde  où  ^^ {z)  renferme  au  plus 
n  constantes  arbitraires,  puisque  son  degré  est  au  plus  égal 
ii  n  —  I . 

Nous  allons  maintenant  passer  de  l'expression  de  la  solution  sous 
forme  d'intégrale  à  une  expression  sous  forme  explicite. 

Soil  !5   la  somme  des  résidus  de  la  fonction  — =-^ — —  qui  corres- 

pondent  aux  i-acines  du  dénominateur  affixes  de  points  intérieurs 
au  contour  d'intégration. 

L'intégrale  aura  pour  \iileur  2 /-S. 

Calculons  ces  résidus. 

Supposons  d'abord  que  l'équation  caractéristique  n'ait  pas  de 

racine    multiple,   et   décomposons   la    fonction  -rr^ — -  en   éléments 

simples.  On  peut  toujours  supposer  que  le  degré  !!(:;)  est  in- 
férieur à  celui  de  F(c);  par  suite,  le  résultat  de  la  décomposition 

sera 

'     n(^)  A  B  L 

— - — -  =  — ' -i- f_ . . .  _j , 

F(3)        3 — a        z  —  b  z — / 

Faisons  z-  =  a  -{-  h  dans  la  fonction  — p — ^—-  ;  elle  devient 

V  {z) 

ex(a^h)  n  (  a  -i-  /t  )  /         hcr        h^  x'^ 


F(a -!-/()  \     '      I  1.2 

■A 


X 


/A  ^ 


A 


puisque  le  terme donne  seul  un  terme  en  t  •  Le  résidu  sera 

'         ^  z  —  a  h 

donc  égal  à  A.c"-^'-  on  a  donc  pour  première  solution,  en  intégrant 

le  long  d'un  contour  qui  ne  contient  que  la  racine  «,  2?'- A^"'^. 

En  général,  le  contour  pouvant  contenir  un  nombre  quelconque 

de  pôles  de  la  fonction  —     _,"^>  la  solution  générale  sera  de  la 


Srn    LES    KQIATIONS    niFFKRKNTlKLI.LS    LINÉAIRES.  499 

forme 


y 


=  A  e""-  -H  B  «r''J^  -H .  .  .  -f-  L  e'-^, 


a,  h.   . . .,  l  étant  les  racines  de  l'équalion  caractéristique,  et  A, 

H, I^,  n  constantes  arbitraires  qui  peuvent  élre  nulles  et  qui 

renferment  le  facteur  :>,/-. 

Supposons   maintenant   que    l'équation  caractéristique   ait   des 
racines  multiples,  et  soit 

F(2)  =  (S  — «)«+' (3  —  6)?+»... (^—  /)>■+'. 

La  formule  de  décomposition  est  alors 
IK-)  A  B 


F ( -  ;  z  —  a  {z  —  b) 

Al  B, 

-+- 


(3  — aj*+'        ,3  — 6)?+» 

Nous  aurons,  en  faisant  z  =  a  -h  à, 

U(a-^h)        A        A|  Aa 


F(a  +  A)        h         /i2       •••       /iï+i 

les  termes  suivants  ne  contenant  pas  de  puissances  négatives  de  h; 
d'ailleurs, 

gx(a-i-h)  =  gax  I  j  _j ; h  ...  H H  .  .  .      . 

\  I  i  .A  I  .  2 ...  a  / 

Pour  avoir  le  résidu  correspondant  à  :;  :=  a,  c'est-à-dire  le  coeffi- 
cient du  terme  en -r  dans  le  développement  de  jr- — "^  gx(a+h)  \\ 
suffit  de  multiplier  les  coefficients  des  termes  qui  se  correspondent 
dans  les  seconds  membres  des  deux  égalités  précédentes.  On  trouve 
ainsi  pour  expression  du  résidu,  et  par  conséquent  pour  une  solu- 
tion de  Téquation  diftérentielle  proposée, 

/.        Ai^"                    A^a-* 
2 1  r.  e«-r    A  H h . .  .  ^ — 


I  . 2  ...  a 


La  solution  générale  sera  donc  de  la  forme 
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et,  comme 

(a-l-l)  +  (P-4-i)-i-...-t-(>^-M)  =  «, 

on  voit  que  la  solution  générale  contient  n  coefficients  arbitraires. 

Faisons  une  vérification  dans  le  cas  des  racines  simples. 

Montrons  d'abord  que  jk  =  Ae«^est  une  solution;  nous  parti- 
rons de  là  pour  vérifier  la  solution  générale.  Soit  donc 

y  —  A  e"^, 

ctcc 

— ^   =  Aa^ga^c 

••••••• î 


dx'^ 


Ka"  e<^^. 


Substituant  dans  l'équation  difl'érentielle,  le  premier  membre 
devient 

Ae«-'^(aH-  [3a  -h  -^a"-^.  .  .-t-  a"). 

Or  le  second  facteur  n'est  autre  chose  que  F  (a);  il  est  donc 
nul,  puisque  F(;;)  =  o  admet  la  racine  a.  Donc  y  =  Ae"^  est  une 
solution. 

Je  dis  que,  si  j',  et  y 2  sont  des  solutions,  il  en  est  de  même 
dej,+j2. 

En  elTet,  si  l'on  a 

-^         '    dx         '    dx^  dx" 

„  dy^  d-  y 2  d"^  K2 

•^         ^  dx         '   dx^  dx" 


il  vient,  en  ajoutant 


(n  +  72 )  +  IB  ;t- (  ji -+- j2 ) -+- Y  :77^>  (J'i +^2  )  +  • .  •  =  o, 


ce  qui  montre  que  r\  -r- y-i  est  une  solution.  Il  en  serait  de  même 
de  la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  solutions  de  la  forme 
Ae"-^,  ce  qui  vérifie  la  solut"3n  générale 

Passons  au  cas  des  racines  multiples.  La  vérification  est  moins 
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inimédiale.  Nous  ct)nsi(l«''n*rons,  pour  v  |)iir\(iiif,  une  Iransforinée 
d<*  rcqualion  «liHV-reiitirlIi-  proposée,  tlonl  la  variable  z  sera  liée  à 
la  variable  )•  par  la  relation 

y  =  e'"'  z, 

ni  étant  une  constante  arbitraire.  Formons  les  dérivées  successives 
de^;  on  aura 

-jL  =  e">-'(mz-i-z'), 

CIJ' 

d-v 

dx- 


Ou  voit  <|ue,  en  substituant  dans  l'équation  proposée,  on  obtient 
le  produit  de  z?*"-^  par  une  fonction  linéaire  de  z  et  de  ses  dérivées. 
Nous  avons  donc  identiquement 

"•^"^^^"^•••^^  ^  e'^'-CGx; -4- Hz' -!-...-+- Ls'«0- 

Pour  calculer  les  coefficients  constants  G,  H,  . . . ,  L,  remarquons 
que  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  la  nature  de  s,  qui  est 
une  fonction  quelconque  de  x.  Faisons  s  =  e^-^,  Ii  étant  une  con- 
stante; nous  devons  avoir  identiquement,  en  divisant  les  deux 
membres  par  le  facteur  pim+h).!-^ 

a-^-  ^(m-^h)  -h'({ni-i-  hy--i-.  ..-{-{m-^  h)"=G  +  lih-i-...-^Lh". 

Le  premier  membre  est  F(/?z  +  h);  l'identité  précédente  devant 
avoir  lieu  quel  que  soit  h,  les  coefficients  G,  H,  ...  doivent  être 
égaux  respectivement  aux  coefficients  des  puissances  successives 
de  h  dans  le  développement  de  F  (m  -j-  h).  On  a  donc 

G  =  F(/«), 
H  =  F'(m), 


^  ^    ¥"(ni) 


i .1. . .n 


L'équation  transformée  est  donc  la  suivante  : 

r    ^        X        dz  ^^,,      .        d'-z  V"(m)  1 
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Supposons  que  m  soil  une  racine  simple  de  l'équation  caracté- 
ristique; alors  F(m)  =  o.  [.'équation  précédente  commence  par  un 

terme  en  — ^;  elle  est  donc  vérifiée  si  l'on  suppose  que  z  est  une 

conslanle  A.  L'équation  proposée  aura  pour  solution  correspon- 
dante 

y  =  A  e>"^. 

Si   m  est  une  racine  double,  on  a    F(;;?)  =  o,  F'(m)  =  o;  la 

transformée,  commençant  par  un  terme  en  -r-^-,  est  vérifiée  si  l'on 

suppose  que  z  est  un  binôme  du  premier  degré  en  a;(^  =  A  +  Ba?). 
La  solution  correspondante  pour  l'équation  proposée  est 

y  —  e"'-'(A  +  Bar). 

On  verrait  de  même  que,  si  m.  est  une  racine  d'ordre  de  multi- 
plicité a  +  1  de  la  caractéristique,  on  a  pour  solution  de  l'équation 
différentielle 

y  =  e"'-r(A  -f-B.r-i-...-r-  La:='), 

A,  B,  . . . ,  L  étant  des  coefficients  arbitraires. 

Nous  allons  maintenant  déteiuniner  les  constantes  arbitraires 
que  renferme  la  solution  générale  de  l'équation  différentielle 
linéaire,  de  façon  que  pour  une  valeur  particulière  de  x^  pour 
X  =^  o  par  exemple,  la  fonction  y  et  ses  dérivées  successives  pren- 
nent des  valeurs  données. 

Voici  quelle  était  la  méthode  suivie  avant  que  Cauchy  eût  donné 
une  solution  générale  de  ce  problème.  Prenons  le  cas  où  F(5)  n'a 
que  des  racines  simples;  la  solution  est  de  la  forme 

y  —  K  e"^-h  B  e''-^^. .  .4-  L  e'-^. 

On  forme  les  (n  —  i)  premières  dérivées,  on  j  fait  x  ^  o,  et, 
en  égalant  les  valeurs  qu'elles  prennent  aux  valeurs  données 
Xo^  Jo,  •••,  JoS  o"  obtient,  pour  déterminer  A,  B,  ...,  L,  les 
n  équations  suivantes  : 

A      +      B     -+-...-f-      L      =jKo, 


Aa«-i-i-  B6"-i-+-. . .+  LZ«-i=  y(«-i> 


./ 0 
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<  hianil  on  passe  au  ras  où  rrijualioii  caracléristiquc  a  des  racines 
nuilli[)U's.  cfiif  MU'lliode  est  d'une  a|»|)li(alion  (lif(iclle,  puis(|uc 
les  (irrut-cs  *ii'  y  sont  plus  compli^piécs  et  cpie  les  diverses  racines 
n'enlrenl  plus  de  la  niéuie  uianirre  ilans  les  équations  à  résoudre. 

(!aii(li\  ;i  doum-  une  inélliodr  liés  siuijde,  qui  est  la  même  dans 
le  cas  des  racines  simples  et  des  racines  multiples. 

Méprenons  la  •solution  do  l'é'qualii)u  dilT<  rfiilK'IK'  sous  la   foruie 


pour  <pie  cette  intégrale  soit  la  solution  générale,  il  faut  supposer 
(pie  le  contour  d'intégration  renferme  à  son  intérieur  tous  les 
points  dont  les  affixes  sont  des  racines  de  F(;;),  et,  comme  l'inté- 
grale ne  change  pas  de  valeur  (|uand  on  agrandit  le  contour,  je 
supposerai  que  c'est  un  cercle  dont  le  centre  est  à  l'origine  des 
coordonnées  et  dont  le  rayon  sera  très  grand. 

Il  s'agit  de  déterminer  les  coefficients  de  FF  (5)  de  sorte  que,  pour 

X  =  o,  -^^  I  — rr— — ciz  et  SCS  n  —  1  premières  dérivées  prennent 

les  valeurs  données,  que  je  supposerai  être  Vo,  y'o-,  ■  •  •  ■>  y^ô'~''i 
nous  avons  les  n  éf| nations 


_i_    f  zU(z)  ^    _      , 
■Ut.J      V(z)   ''--J'o, 

■>At.J      ¥(z)    ^--^0. 


irj         \\z)      '''-^-^ 


Wiz) 


Pour  obtenir  ces  diverses  intégrales,  développons     ^"   suivant  les 

r  (  2  ) 

puissances  décroissantes  de  la  variable;  0(2)  étant  en  générai  de 
degré  n  —  i,  le  premier  terme  du  développement  sera  du  degré 
—  I  en  :;,  et  l'on  aura 


n(^)  _  £0  _^  £2      h. 

¥{z)  ~  z  '^  z^'^  z^ 


En  efl'ectuant  le  long  du  cercle  de  rayon  infini  les  n  intégrales 
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précédcnles,  il  suffira  d'avoir  égard  dans  cliaque  développement  au 
terme  en  -,  el  nous  nous  irouveions  immédiatement  amenés  aux 
relations 


-"-1  — .?  u      ' 


puisque  les  valeurs  des  intégrales  sont  respectivement 


~0-       El  5        •  •  •  j       -n-I  • 


Nous  connaissons  ainsi  dans  le  développement  de  „ ,  "   les  coeffi- 

cients  des  termes  de  degré  égal  ou  supérieur  à  —  n:  cela  suffit  pour 
déterminer  complètement  n(^).  puisqu'on  a  identiquement 


^  '2 


el  que  n(::)  doit  être  un  polynôme  entier;  par  conséquent,  F(:;) 
étant  de  degré  n,  on  voit  que  les  n  premiers  ternies  de  la  série  sont 
seuls  utiles  à  la  détermination  de  ce  polynôme  et  qu'on  obtient 

-+-y;,(o-^ez^-...^z"'^) 


■   ^  u 


On  a  donc  n(z)  par  une  méthode  qui  s'applique  aussi  bien  au 
cas  des  racines  simples  qu'à  celui  des  racines  multiples.  Cela  étant, 
et  pour  obtenir  explicitement  la  valeur  de  y,  il  suffira,  connaissant 

n(^),  de  calculer  les  résidus  de  la  fonction  îllliiii.  Ce  calcul, 

b  (z) 

que  nous  avons  effectué  précédemment,  n'exige,  comme  on  Ta  vu, 
que  l'opération  algébrique  élémentaire  de  la  décomposition  de  la 

fraction  rationnelle  -i^  en  fractions  simples. 

V  (Z)  i 

Comme  application  des  formules  obtenues  dans  la  dernière  Leçon 
pour  I  mtégration  des  équations  linéaires  à  coefficients  constants 
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uns  soiiiiid  iniiiil)r«',  je  prendrai   l"«'(juiilinii 


(It^ 


n^y-  =  o, 


(|nl  s«'  ronconlre  dans  les  applications  dr  I  \iialyse  à  la  IMiysicpie, 
et  on  parMcnlior  à  l"()ptiqn<'.  I'"lle  apparlicMit  à  un  type  déjà  éUidié 
d'(M|uali(in^  din'érenliellcs  du  second  ordre  ;  mais  nous  la  lraiteron> 
>iii\anl  les  procédés  (|iir  lutiis  \enons  d  explicpicr. 

Lt'ipialion  cara(l('iisii(|ue  est  z- -i-  n- =  o  ;  elle  admet  les  deux 
racines^  =  ±  ///.  Si  nous  voulons  (|ue,  |)Our:r  =  o,y  ely'  prennent 
certaines  valeurs  lixéos  d'avance,  lo  gI  y'^.  il  faudra  déterminer  le 
polvnoinc  entier  II(;  )  pai-  la  relation 

F{z)  ~    z     '     ^-         z-'   ^'"' 

(|ui  donne,  en  mulli|)liaiit  les  deux  membres  par  F(:;  1  et  ne  conser- 
vant dans  le  second  (jue  les  termes  ne  contenant  pas  z  en  dénomi- 
nateur, 

H(-)=jro--+-rû- 

i.a   {"onction  —7^ —,    dont    on    doit    calculer    les    résidus,    est 

l  {  Z) 

y\,z  -+-  r,',    -^                                 .                           •   -j          .    e^^U(z) 
— ■ — c-'^;    pour    une    racine    z,    son    résidu    est    —rr-, ou 

-32  —  // -  '  '  h  {z) 

-(  l'o+ '-^)  <^'"'';  |)our  la  racine  — ;,  cesera-f/o — — )e~'-''.  La 
somme  de  ces  deux  résidus  est  alors 

-  JKu  (  e~^  -r-  e--'-  )  4-  -  r  0  ; ; 

en  y  faisant  z  =  ///,  on  troii\e  l'intégrale  cherchée 

,  sin  «37 

./o  cos  nx-^y^ 

Daprès  la  forme  de  léquation  différentielle,  il  est  évident  que, 
si  l'on  a  une  solution  y  =  '^{^~-)i  y\  =  '^{x  H-  c)  sera  encore  une 
solution,  c  étant  une  constante  quelconque.  On  profite  de  cette  re- 
marque pour  mettre  1  intégrale  sous  une  forme  telle  qu'elle  prenne 
des  valeurs  j)'o  etyj, ,  non  plus  pour  la  valeur  j?  =  o,  mais  pour  une 
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valeur  (jiiolconque  x  =  c\  il  suffit  de  prendre 

,  sin/i(3"  —  c) 

J  =JKo  COS  «37(37  —  C)  -H  Jo  -^ 

Celle  inlégrale,  comme  on  voil,  esl  une  expression  réelle,  bien 
(jue  les  racines  de  l'équalion  soient  imaginaires;  or,  en  général, 
étant  donnée  une  équation  difterentielle  linéaire  sans  second 
membre  et  à  coefficients  constants,  je  dis  que,  si  ces  coefficients 
sont  réels,  ainsi  que  les  quantités  jo,  ^0,  ro^  •  •  -  '^n  pourra  mettre 
aisément  Tintégrale  sous  forme  explicitement  réelle.  En  effet,  a 
étant  une  racine  imaginaire  de  l'équation  caractéristique,  on  pren- 
dra sa  conjuguée  b  et  l'on  considérera  les  deux  termes  A e^-^-h  Be*-^. 
A  et  B  sont  évidemment  conjugués,  puisque  ce  sont  les  résidus 

d'une  même  fonction  réelle  -^-f^.  pour  deux  racines  conjuguées  du 

dénominateur. 

Supposons  que  «  =  a  H-  /|j,  b  ^=  v.  —  /^  et  A  ^  P  +  /  Q, 
B  ^  P  —  /Q  ;  nous  aurons 

A  ef^^-i-  B  e''^=  A  e*-^(cospa7  -h  /  sin  pa^)  -4-  B  e^^{coi^x —  isin^a?) 
=  e^'^cospa-CA  -+-  B)-i-  e'^'^  ^\n^x{k  —  B)i 
=  aP  e^^  co%'^x  —  aQ  e»^  sin^a;, 

quantité  qui  est  en  effet  réelle. 

ISous  avons  vu  tout  à  l'heure  que.  étant  donnée  une  solution  de 

d-v  .-,  , 

-T^-f-/i-y  =  o,   en  y  changeant  x    en  a;  +  c,  on  a  encore  une 

solution.  Cela  se  voit  immédiatement  sur  la  forme  générale 
y  ^=  Ae'^^'  -h  Be*-^  +  . , . ,  car  les  difïérents  termes  se  trouvent  sim- 
plement multipliés  par  e^-^,  e''^,  ce  qui  revient  à  changer  les  con- 
stantes A,  B,  qui  sont  arbitraires. 

Equations  linéaires  à  second  membre  et  à  coefficients  constants. 

Je  supposerai  que,  ce  second  membre  étant  un  polynôme  entier 
f{x)  de  degré/?,  l'équation  proposée  soit 

„  dy  d^-  y  d"  y 

Si  je  prends  la  dérivée  d'ordre  p  +  i   des  deux  membres,  je 
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trouverai 

<//'^'v       ^dP-^^y  (l'i^p+iy 

X — I-  3  —  -+-. .    -i '—  =  o, 

dxP-*-^         '   dxP-^^  dT"-*-P-^^ 

que  je  sais  inléj^'rer  et  dont  les  solutions  fourniront  celles  de  la 
proposée.  A  la  vérité,  cette  nouvelle  éfjuation  est  plus  fi;énérale 
(pic  la  prciiiicre;  aussi  devrons-nous  particulariser  le  résultat 
obtenu. 

(/('•(piation  caractéristique  est 

Le  premier  membre  esl  z-P^*  uiulliplié  parle  premier  membre 
de  l'équation  caractéristique  qui  correspondrait  à  l'équation  difle- 
rentielle  proposée  sans  second  membre.  On  sait  qu'une  racine  a 
d'ordre  (/'H-i)  de  l'équation  caractéristique  donne  dans  l'inté- 
grale un  terme  ('^-^'{g  +  hx  +  . . .  -t-  xP).  Ici  «  =  o  ;  on  aura  donc 
simplement  un  polynôme  de  degré />,  F(^),  auquel  il  faudra  ajouter 
l'ensemble  des  termes  correspondant  aux  racines  simples  ou  mul- 
tiples de  l'équation  caractéristique 

1  -^  ^z  -\- . . .+  z"  —  o. 

La  valeur  <\e y  sera  donc 

y  =  F  (  .r  )  +  A  e"^  -i-  B  eM  -f- . . . , 

où  la  partie  ajoutée  à  F(^)  représente  la  solution  de  l'équation 
proposée,  privée  de  second  membre. 

11  s'agit  maintenant  de  déterminer  les  coefficients  de  F(^);  on 
pourrait  le  faire  en  effectuani  la  substitution  de  cette  valeur  de  y 
ilans  l'équation  proposée,  et  il  n'y  aura  qu'à  s'occuper  des  termes 
produits  par  F (.r)  et  ses  dérivées  successives  et  identifier  la  somme 
de  ces  termes  au  second  membre  y  (a?). 

Mais  nous  donnerons  le  moyen  de  déterminer  plus  rapidement 


les  coefficients  de  Y(x).  Effectuons  la  division t. r- 

et    représentons   le    quotient    par    ay  +  [^o^  +  Yo^"+ ^o^'" 
Les  coefficients  ao,  3o,  'j'o?  •  •  •  seront  liés  par  les  relations 

aao=  I, 
(0  \  a^o+Pao=o, 
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Cela  étaiiL,  je  dis  que 

F(.r)  =  ao/Ca-)  +  po/(x)  +  Yo/"(-^) +•  • -, 

série  (iiii  s'arrêlera  d'elle-même  quand  on  arrivera  à/^+'(a7),  qui 
est  nul. 

Pour  vériiier  cette  valeur  de  F(x),  il  suffit  de  faire  la  substitu- 
tion coninie  il  a  été  dit  tout  à  Theure;  or  on  trouvera  ainsi 

qui  doit  être  identique  à  F(.r),  et  cette  condition  est  satisfaite 
d'après  les  relations  (i). 

Comme  exemple,   je  prendrai    l'équalion    linéaire    du   premier 
ordre 

-f-  -h  a  y  =  f(x), 
clx 

que  nous  savons  déjà  intégrer;  nous  allons  ainsi  retrouver  le 
résultat  précédemment  obtenu.  En  appliquant  la  méthode  qui 
vient  d'être  exposée,  nous  ferons  le  quotient 


I 


„i 


a  ->r-  z        a         a''         a- 
En  posant  alors 

f(T)  f{x)  f"(x) 


F(a-) 


a  a-  a" 


la  solution  générale  sera 

y  —  c  e~"^' -{-F(x). 

Remarque.  —  Dans  un  grand  nombre  de  questions,  on  se  sert, 
comme  nous  l'avons  faitici,  d'une  fonctionco(^)  =  a+[^xH-Y:r-  +  ..., 
dans  laquelle  les  exposants  de  la  variable  correspondent  à  des  indices 
de  dérivation  d'une  fonction  donnée  F(^).  Lorsqu'on  déduit  ainsi 
de  F(^)  la  nouvelle  fonction  :>.¥{x)  -t-  ^j¥\x)  +  ^;¥" {x)  +  . . . , 
cela  s'appelle  opérer  sur  ¥(x)  à  l'aide  de  o{x). 

Eu  terminant,  nous  indiquerons,  sans  la  démontrer,  la  consé- 
quence suivante  :  Lorsque  C  équation  caractéristique  a  toutes 
ses  racines  réelles,  le  nombre  des  racines  réelles  de  ¥{x)  est  au 
plus  égal  au  nombre  des  racines  réelles  de  f{x). 


bLIl 
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Bulletin  de  la  Société  inalhéniatique  de  France^ 
t.  VII,   1879,  p.  i28-i3i. 


Soient  U  et  V  deux  polynômes  de  degré  n  el  n  —  i ,  que  je 
supposerai  premiers  enlre  eux;  je  me  propose  de  montrer,  par 
une  considération  directe  et  entièrement  élémentaire,  que  l'indice 

V  .     . 

de   la  fraction  jr  >  entre  les   limites   — co  et   +00  de   la  variable, 

donne  la  diflerence  entre  le  nombre  des  racines  imaginaires  de 
ré([uation  U  +  « V  =  o,  où  le  coelfîcient  de  /  est  positif,  et  le 
nombre  de  ces  racines  où  il*fest  négatif.  Soil,  à  cet  effet, 

\J  -h  i\  =  (x  —  «1  —  ibi)(x  —  f/o  —  ibi).  .  .(x  —  «„ —  '^h)» 

et  posons 

U 1  -i-  i Vj  =  (x  —  «2  —  if^'i )•  •  -(x  —  a,i  —  ib,i ), 

de  sorte  qu'on  ait 

D^iY  =  (:r  —  «,  _  j-èj  )  (Uj-f-  iV,), 

et,  par  conséquent, 

V  —  {x  —  ai)lJi-+-  6,  V), 

Je  remarque  d'abord  qu'il  résulte  de  ces  relations  que  les  poly- 
nômes U  et  U,  sont  premiers  entre  eux;  car  autrement  U  et  V 
auraient  un  diviseur  commun,  contre  la  supposition  faite.  Cela 
posé,  l'égalité 

(U  +  iV)(Ui-  tVu  =  {x-  ai-ibi)(Ul  +  \l) 
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donne,  en  éj^alaal  dans  les  deux  membres  les  coefficients  de  /, 

vu,-i  v,--^i(Uï+vn 

on  hiiMi 

V  _  y,  _  _  A,(Uf +  vn 

U        U,  ""  ULi, 

Faisons  croître  maintenant  la  variable  de  —  oo  à  +00;  puisque 
les  polynômes  U  et  U,  ne  peuvent  s'évanouir  pour  la  même  valeur, 
on  voit  que  l'indice  du  premier  membre  sera  la  difterence  des 

indices  des  fractions  -rj  et  y-,  qui  va  s'obtenir  immédiatement. 

Supprimons,  en  effet,  le  facteur  positif  U;  +  V;  ;  nous  sommes 

amené  à  la  quantité  ^^  '  dont  la  réciproque  a  un  indice  nul,  de 

sorte  qu'il  suffit  d'appliquer  la  proposition  contenue  dans  l'égalité 

.'■,  .>■, 

OÙ  :  = -H  1  lorsque  /(.ro)>o,  /(^,)  <  o,  £  =  — i  si  l'on  a 
/(^o)  <  o,  f{x,)  >■  o,  et  enfin  î  =  o  lorsque /(iCo)  et/(^))  sont 
de  même  signe.  Dans  le  cas  présent,  ^0  =  —  ^1  ^i^  +  co;  d'ail- 
leurs U  et  U)  sont  de  degrés  n  et  n  —  i  :  il  en  résulte  cjue  s  sera  +  i 
ou  —  I  suivant  que  6,  sera  positif  ou  négatif. 

La  proposition  énoncée  à  l'égard  de  l'équation  U  +  i\'  =  o,  de 
degré  n,  se  trouve  ainsi  ramenée  au  cas  de  léquation  U,  -h  /  V)  =  o, 
dont  le  degré  est  moindre  d'une  unité,  et,  de  proche  en  proche, 
on  arrivera  au  cas  le  plus  simple,  à  savoir 

37  —  a,i —  ib„  =  o, 

où  elle  se  vérifie  immédiatement. 

Une  première  conséquence  à  en  tirer,  c'est  que,  en  désignant 

parT  l'indice  de -g  5  c'est-à-dire  l'excès  du  nombre  de  fois  que  cette 

fraction,  en  devenant  infinie,  passe  du  positif  au  négatif  sur  le 
nombre  de  fois  qu'elle  passe  du  négatif  au  positif,  le  nombre  des 
racines  imaginaires  de  l'équation  U  +  /\'=  o  dans  lesquelles  le 

coefficient  de  /  est  positif  est  donné  par  la  formule  —^  ■ 

Supposons  ensuite  que,  en  changeant  x  en  x  -^  /),,  U  +  /V  de- 
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vienne  l> -h/V),  et  soit  1,  I  indice  (le—-  I^e  noniljie  des  racines 

df    l'éqtiatioii    |»r()posép    dans    lesquelles    le    coellicieul    dr    /   c^l 

supérieur   a   À    sera   ;    la  lonniilr donnera    flf>Mr.    cri 

supposant  À  •<  >.',  le  nombre  des  racines  où  le  eoeHicienl  de  /  est 
compris  entre  les  deux  limites  ).  et  ).'.  La  transformée  déduite  de 
ré(|ualion  L  -+-  /V  =  o  par  le  changement  de  x  en  ix  conduira 
d'ailleurs  de  la  même  manière  au  nombre  des  racines  dont  la 
|)arlie  réelle  est  dans  un  intervalle  donné.  Considérons  encore 
I  •'■(juatinii  en  y  oI)1<muio  en  faisant 


h  —  .T 

et  la  (irt)ite  passant  j)ar  les  points  dont  les  affixes  sont  î;  et  //. 
L'indice  relatif  à  cette  nouvelle  transformée  donnera  le  nombre 
des  racines  de  la  proposée  qui  sont  au-dessus  ou  au-dessous  de 
celte  droite,  et,  si  nous  remplaçons  g  et  //  par  i,'  + />'  et  /<  +  />", 
de  manière  à  définir  une  seconde  droite  parallèle  à  la  première, 
la  demi-dillerence  des  indices  relatifs  aux  deux  transformées 
représentera  le  nombre  des  racines  comprises  entre  les  deux 
parallèles. 

En  dernier  lieu,  je  remarquerai  que,  si  l'on  suppose  les  quan- 
tités 6|,  b-2.,  ....  bn  toutes  de  niême  signe,  on  a 

\  ^  -+-  n     ou     I  =  —  /j , 

selon  qu'elles  seront  positives  ou  négatives.  Dans  les  deux  cas,  la 

V       . 
fraction  YY  doit,  par  conséquent,  passer  n  fois  par  l'infini  lorsque 

la  variable  croît  de  — x  à  -j- a;  ;  ainsi  l'équation  U  =  o  a  néces- 
sairement toutes  ses  racines  réelles.  C'est  donc  un  nouvel  exemple 
qui  s'ajoute,  en  Algèbre,  à  l'équation  dont  dépendent  les  inégalités 
séculaires  du  mouvement  elliptique  des  planètes  et  qui  a  été  l'objet 
du  travail  célèbre  de  notre  confrère  M.  Borchardt.  .le  ne  tenterai 
point  de  suivre  la  \oie  qua  ouverte  l'illustre  géomètre  en  appli- 
quant le  théorème  de  Sturm  à  l'équation  U  =  o  pour  obtenir,  sous 
forme  de  sommes  de  carrés,  les  fonctions  littérales  dont  dépendent 
les  conditions  de  réalité  des  racines;  mais  je  saisis  l'occasion  d'em- 
ployer, pour  démontrer  directement  la  propriété  que  j'ai  en  vue, 
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une  nu'lliode  que  Slurm  a  lui-même  donnée  dans  une  Note  du 
Jonr/Kil  de  M.  Lioiiville,  j)ubliée  à  la  suite  d'un  travail  de 
M.  Gascheau,  intitulé  Application  du  théorème  de  Sturm  aux 
transformées  des  équations  binômes,  t.  VII,  p.  126  (voir  aussi  le 
Cours  d'Algèbre  supérieure  de  M.  Serret,  L.  I,  p.  i83).  J'intro- 
duis, à  cet  elFet,  la  série  entière  des  polynômes  U,,  Uo,  ...,  U„_,, 
en  posant 

U/,-4-  i\ic=  (^—  «A+i—  j6/,+i)(.r  —  a/,+2—  ibic+i).  ■  -{x  —  cin—  ib„), 

et  je  remarque  que  la  suite 

U,     U,,     U2,     ...,     U„_,,     1 

présente  n  variations  pour  ^  =  —  ce  et  n  permanences  pour 
x  =  -\-cc.  J'observe  ensuite  que  trois  fonctions  consécutives 
quelconques,  par  exemple  U,  U,,  Uo,  sont  liées  par  la  relation 

b^li  —  [bi{x  —  02)-^  b^ix  —  ai)]Ui-i-  è]  [(iP  —  «2)-  ■+-  ^IJUj  =  o. 

Sous  la  condition  admise  à  l'égard  des  quantités  ^1,  Z>o,  ...,  on 
voit  donc  que,  quand  une  fonction  s'annule,  la  précédente  et  la 
suivante  sont  de  signes  contraires;  il  en  résulte  que,  en  faisant 
croître  la  variable  de  —  00  à  H-  oc,  des  changements  dans  le  nombre 
des  variations  de  la  suite  considérée  ne  peuvent  se  produire  qu'au- 
tant que  c'est  la  première  fonction  qui  s'évanouit.  Puisqu'on  perd 
n  variations,  il  est  donc  démontré  que  le  polynôme  U  passe  ii  fois 
par  zéro;  en  même  temps  que  nous  voyons  que,  à  l'égard  de  U,  la 
fonction  U,    possède  la    propriété  caractéristique   de    la   dérivée, 

c'est-à-dire  que  le  rapport  jy-  passe  toujours,  en   s'évanouissant, 

du  négatif  au  positif,  pour  des  valeurs  croissantes  de  la  variable. 
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SUR  UNE  EXTENSION  DONNÉE 


A    I.A 


TIIEOIUE  I)i:S  IKACTIONS   CONTINUES 

PAR   M.  TCHKBYCHEl . 


Journal  de   C relie,   l.  S8,    1879,   |).   io-i5. 


M.  Tchebjchef  m'a  fail  pari,  dans  un  entretien,  fl'iin  théorème 
arithmétique  qui  m'a  vivement  intéressé.  Il  a  établi,  dans  un  Mé- 
moire publié  en  langue  russe  dans  les  Mémoires  de  Saint- 
Pétersbourg  et  dont  sans  lui  je  n'aurais  jamais  eu  connaissance, 
cette  proposition  extrêmement  remarquable,  qu'il  existe  une  infi- 
nité de  systèmes  de  nombres  entiers  x  et  y  tels  que  la  fonction 
linéaire 

X  —  ay  —  b. 

où  a  et  b  sont  deux  constantes  quelconques,  soit  plus  petite  en 

valeur  absolue  que  —  C'est,  comme  vous  voyez,  le  résultat  fonda- 

mental  de  la  théorie  des  fractions  continues,  étendu  à  une  expres- 
sion toute  dilïérente,  et  qui  ouvre  la  voie  à  bien  des  recherches. 
Dans  une  lettre  adressée  à  M.  Braschmann,  et  publiée  dans  le 
Journal  de  Liouville,  2*^  série,  t.  X,  M.  Tchebjchef,  appliquant 
celte  même  conception  à  l'Algèbre,  considère  l'expression 

X-UY  — V, 

où  U  et  V  sont  deux  fonctions  quelconques  d'une  variable  jc,  et 
H.  —  III.  33 
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il  (lélcrinine  des  |)olynomes  entiers  par  rapport  à  cette  variable, 
X  et  ^  ,  tels  qu'en  ordonnant  suivant  les  puissances  décroissantes, 
le  degré  soit  le  nombre  négatif  le  plus  grand  possible  en  valeur 
absolue.  Les  recherches  de  l'illustre  géomètre  sur  la  question  sont 
extrêmement  belles  ;  à  bien  des  litres  elles  sont  pour  moi  du  plus 
grand  intérêt,  et  voici  une  remarque  à  laquelle  elles  m'ont  amené. 
Me  plaçant  d'abord  au  point  de  vue  arithmétique,  je  suppose  que 
a  soit  une  quantité  positi\e  :  les  valeurs  entières  de  x  ely  s'ob- 

tiennent  alors  comme  il  suit.  !>oient  — »  —7  deux  réduites  consecu- 

n     n 

tives  du  développement  en  fraction  continue  de  «;  posons 

en  désignant  par  N  et  i\'  des  nombres  entiers,    par  to  et  oj'  des 

quantités   inférieures   en    valeur  absolue  à      •    Soit  encore,  pour 

abréger, 

£  =  nin  —  /?î'n  =  ±  I  ; 
on  aura 

ôX—mK—m"S,         zy  =  nK — /7'l\. 

Ces  formules  donnent  en  effet 

e(ar  —  ay)  =  {m  —  an)Y — (  m—  an')\ 

=  { m  —  an\{  n' b  —  M  )  —  (  ni  —  an' )(  nb  —  ui) 
=  zb  ^  m( m'  —  an' )  —  oj' (  m  —  an), 

de  sorte  qu'il  vient  déjà 

t(x  —  a  y  —  b)  =  (u(/«'—  an'  )  —  w'(m  —  an). 

Employons  maintenant  la   quantité  A    qu'on    nomme  quotient 

complet  dans  la  théorie  des  fractions  continues  et  qui  résulte  de 

l'égalité 

ni  'k  -\-  m 

a  =  — ; 

n  K  -^  n 

on  aura 

m-    an=—- ,  m' —  an' = —^ 

n  k  -^  n  n'\-¥-  n 


et,  par  suite, 

t,j(  m'—  an')  —  iù'(m  —  an  ) 


lù'\  -h  (si 

n  K  -^  n 


EXTKNSION    IKtNNKK    A    I.A   TIIKOKIK    DES   PRACTIONS   CONTINIKS.  0 1 5 

qiiaulitt-  iiioiiuire,  iraprès  les  liiuitiilioiih  de  <■>  ri  (,>' ,  (juc 

I      X^i 


a  n  A  -H  n 


Mais  celte  expression  flécroîl  avec  X  sous  la  conclilion  n' '^  n ,  (|iii 
est  iei  reiuplif  ;  son  iiiaxiniiiin  a  doiir  lieu  |)oiii/,  r:r  i.  el  de  là  ré- 
sulte qu'on  peut  poser 

0 


x—ya  —  h  =  — 


n  -f-  n 


H  étant  compris  «mire  —  i  et  +  i .  Ce  point  étaljli,  il  suflil  de  re- 
marquer qu'ayant 

£^  =  «  N '  —  n'  \  =z  /i{  n' ù  —  lo'  )  —  n' {  ni  —  to  ), 

c'est-à-dire 

zy  =  mu'  —  (o'«, 

l'entier  l'esl  renfcinK-  entre  les  limites 

n'  -+-  n  n'  -\-  n 

■?.  •?. 

ce  qui  démontre  le  beau  tliéorème  découvert  par  M.  Triiebjchef. 
Les  expressions  de  x  eV  y  conduisent  facilement  à  une  consé- 
quence qu'il  n'est  pas  inutile  de  remarquer.  Supposons  qu'on  ait 
g  —  ah  —  6  =  0,  if  et  h  étant  entiers;  je  dis  qu'à  partir  dune  cer- 
taine réduite  du  développement  de  a  en  fraction  continue,  et  pour 
toutes  celles  qui  suivent,  on  trouvera  constamment  x  =  o'iX^  /'• 
La  théorie  des  fractions  continues  donnant  en  efl'et 

m         e  m'  B' 

a  = 1 ;,  a  =  —r  -\ r-i, ' 

n        nn  n         n  n 

où  9  et  0'  désignent  des  quantités  moindres  que  l'unité,  on  obtient, 
en  substituant  dans  la  valeur  b  =  g  —  ah, 

no  =  ng  —  mh -\ j,  nb  —  ng — m  h  ^ ^' 

Vous  vojez  donc  que,  quand  n!  dépassera  ih^  nous  aurons 

^  =  ng  —  rnh,         N' ^  n' g  —  m' h  ; 
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or  en  remplaçant  dans  les  formules  proposées 

£a;=mN'— m'N,         ej  =  nN'— n'N, 

on  en  lire  sur-le-champ 

a-  =  ^,       y  =  h. 

Si  Ton  suppose  h  =  a-,  cette  remarque  donne  un  algorithme 
pour  la  détermination  des  diviseurs  du  second  degré  des  équations 
algébriques  à  coefficients  entiers,  lorsque  le  coefficient  de  la  plus 
haute  puissance  de  l'inconnue  est  Tunité. 

Enfin,  en  passant  de  l'Arithmétique  à  l'Algèbre  et  considérant 
["expression  X  —  U\  —  V,  où  U  et  V  sont  des  fonctions  qnelcon- 

r 

aues  dont  la  partie  infinie  est  de  la  forme  — \ :  +  ...,  on  obtient 

SOUS  une  forme  toute  semblable  les  polynômes  X  et\  qui  donnent 
l'approximation  la  plus  grande  de  la  fonction  \,  par  la  formule 

M     M  ' 
X  —  UY.  Désignons  encore  par  —,  ^  deux  réduites  consécutives 

du  développement  de  L  en  fraction  continue  algébrique;  faisons 
toujours  £  =  MN'  —  M'JN  =  dz  i^  et  représentons  la  partie  entière 
du  développement  d'une  fonction  /(^r)  suivant  les  puissances  des- 
cendantes de  la  variable  par  [/^(.z^)],  on  aura 

eX  =  M[N'V]-M'[NV], 
eY  =  N[N'V]-  >i'[NV]. 

M"  .  .  M' 

Soit,  de  plus,  j^  la  réduite  qui  suit  ^  et  posons  semblablement 

£'X'-M'[N"V]  — M"[N'V], 
'Y'=  N'[I\'VJ-  N"[N'VJ. 


c' v . 


En  observant  que  s'  z=  —  s,  on  en  déduira 

£(X'-X)  =  (M"— M)[N'V]-M'[NV]  — M'[N''V], 

s(Y'-Y)=(iY'-  N)[N'V]+  N'[NV]-  N'[N"V]. 

Mais  la  loi  de  formation  des  réduites   donnant,   si   l'on  désigne 
par  q  le  quotient  incomplet, 

M"=grM'-j-M,         N"=^N'+N, 
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vous  vnve/  (junn  oNticnl 

e(X'- \)  =  toM'.         i(Y'— Y)  =  iuN', 
en  pnsîinl 

c..  =  v|\'Vl-f-fN\|-|N''\|. 

Celle  loi-iiKile  s<'  >im[)li(i(',  si  Ton  reni[)l;i(;e  dans  le  dernier  lernie 
iN"  par  sii  Videur,  cl  dcxient  évideiniiKiii 

u,  =</\y\  l-l7.\'V|. 

De  là  se  tire  l'expression  des  pol\  nomes  X  el  \  sous  foniic 
de  séries,  lell»'  (|ue  l'a  donnée  M.  Icliebjchef  dans  sa  lellrc  à 
M.  Braschniann,  el  je  remplis  linlenlion  (pi  a  bien  voulu  in'ex- 
primer  I  illustre  j^éomèlre  en  vous  coniinuni(piant  ce  qui  ma  ('li- 
suggéré  par  l'élude  de  son  beau  travail. 
La  considération  de  la  forme 

/  =  ( 3- —  a j- — /> c^2 -+-  ^  H-  — , 

0  0 

où  5  et  ô  sont  <les  <[uantités  variables  essenliellenienl  positives, 
(|ui  donne  une  dénionslration  facile  des  résultats  découverts  pai 
Dirirldel  sur  les  miniina  de  la  fonction  linéaires  —  ny  —  6s,  con- 
duit également  à  la  proposition  de  M.  Tclieb^cliel.  Soit  d'abord 
5=  /-//,  0=  ///-,  de  sorte  que  l'invariant  D  ait  pour  expression 
/^m',  je  rappelle  qu'un  minimum  de  /',  pour  des  valeurs  enlières 
des  indéterminées,  ayant  pour  limite  supérieure  le  double  de  l'in- 
variant, on  a,  <|uelles  que  soient  les  quantités  positives  de  l  el  «, 


T 


i- U  1(1'^    ^    tu 


(.r  —  a  y  —  bzf- 

el  par  conséquent 

(  X  —  ay  —  bzf<i  - — ,  .t-  —  a  y  —  b  z 

puis 

K*  <  l  V^,  Z-  <  H  \fî.. 


v->. 


\/-x-' 


Cela  posé,  je  remarque  en  premier  lieu  que,  si  la  limite  supérieure 
de  z  est  inférieure  à  lunilé,  on  aura  5  =  o,  et  les  minima  obtenus 
en  faisant  croître  /  indéfiniment  seront  ceux  de  la  fonction  linéaire 
X  —  ay  que  donne  le  développement  de  a  en  fraction  continue. 
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Conctîvons  ensuite  qu'on  fasse  croître  //,  la  valeur  entière  de  :; 
il  |);iitii-  (Tune  certaine  limite  ne  sera  plus  égale  à  zéro,  et  il  s'agit 
(le  prouver  qu'en  cessant  d'être  nulle  elle  devient  égale  à  l'unité. 
.le  me  fondrrai  pour  cela  sur  la  remarque  suivante  :  Con- 
sidéranl  une  forme  (l<-(iuic  à  coeflicienls  variables  quelconques 
/(x,  J,  z)  =  a.x-  -h  r7>-+  rt"5-+  • .  . ,  je  suppose  que,  pour  trois 
systèmes  de  valeurs  inliniment  voisines  de  ces  coefficients,  les 
minima  soient 

f\/n,n,/>).      /'(  m',  n'.p'),     /(  ni",  n'\  p"  ); 

je  dis  (pic  le  délerminanl 

/u     m      m 

I  " 

n      n       n 
P       P        P 

sera  zéro  ou  1  unité. 

Soit  en  elTet  D  l'invariant  de  /,   AX^  +  A' Y^  —  A"Z-  +  . . .   la 
Iraiisformée  (pii  en  résulte  en  faisant 

a^  =  An  X  -i-  ni  Y  -(-  ni'Z. 

y=   n\^  //Y  +  n"Z, 
s=  /jX+  //Y+  p"Z, 

et  dont  l'invariant  sera,  par  conséquent,  A-  D.  Comme,  pour  toute 
forme  définie,  le  produit  des  coefficients  des  carrés  des  variables 
surpasse  l'invarianl,  nous  aurons  AA'A">- A-D,  ou  bien 

/(  m,  «,  i>  )/(  m\  n',  p')f{  m",  /t",  p"  )  >  ^■^  D. 
Mais  on  pcui  poser,  en  négligeant  les  quantités  infiniment  petites, 
/(m,«,/>)<  D^2,  /(/«',  Ai',  ^')<D^,  /(m".n",p")<D^, 

et  par  conséquent 

/(m,  n,p}f(ni,  n\p')/(m",  n'\  p"  )  <  iD. 

^ous  en  tirons  la  condition  A-  <  i,  de  sorte  qu'on  a  bien  A  =  o 
ou  A  =:  rh  I . 

Cela  établi  et  revenant  à  la  forme  /"=  (pc  —  ay  —  bz)^-\-^  -\-  —, 

je  considère  t  et  u  comme  l'abscisse  et  l'ordonnée  d'un  point  rap- 
porté dans  un  |)lan  à  des  axes  rectangulaires,  de  soric  qu'à  un  sjs- 
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li-iiM*  (\c  Iriiis  riiliriN.  (|iii  iloiiiirril  le  iiiiiiiiiniin  <l(-  /.  ('(int'^|i()iiil 
iiii  «Misemldc  tic  |)(»iiil>  c»u  iiiie  airt-  cliMerniuit'-c  dans  ce  plan.  \)c. 
Irlles  aires  liiiiitées  par  la  partit;  pcisilive  de  Taxe  des  ahscisses 
sollVent  d'ahord  lorsqu'en  laisanl  varier  t,  on  suppose  u  assez 
pelil  |)oiir  avoir  z  =  o,  el  à  deux  aires  eonlif^iies  appaiiicnnnil 
deux  niininia  siiceessits  de  .r  —  m.  on  l)ien  deux    rt-diiilcs  consé- 


'"    '"     I  \  •  ■        I    j     I •  1       ■ 

iiiliNcs— .  —7  de  a.  \  uns  V(t\ez  (pi  en  un  poinl  dr  la  h;^ue  de  sepa- 


/n     m 

Il      II 

ration  de  ces  deux  aires  voisines,  les  valeurs  des  quantités  l  cl  ii 
présentent  cette  circonstance  ipTiine  variation  inlinirnent  pcllle 
donne  les  niinima  correspondant  aux  deux  svstcnies  ///,  /?,  o  el 
///'.  /^',  o.  Suivons  celle  liyne  jusqu'à  son  extrémité  où  elle  aboutit 
à  une  nouvelle  aire  placée  au-dessus  des  précédentes  et  à  lafpielle 
appartiennent  les  nombres  m",  n\ p" .  Nous  introduirons,  en  sup- 
posant p"  dillerent  de  zéro,  la  condition  que  celle  aire  ne  fasse 
plus  partie  de  la  première  série  où  la  troisième  indéterminée  est 
toujours  nulle.  Mais  il  en  résulte  que  le  déterminant 


m 

m 

m 

n 

n' 

ri 

o 

o 

P' 

ayant  pour  valeur  ±yo",  est  lui-même  alors  dillerent  de  zéro  ;  or  on 
a  vu  dans  ce  cas  qu'il  est  en  valeur  absolue  égal  à  l'unité,  nous  dé- 
montrons donc  ainsi  (|iie/>"  =r!z  i,  ce  qui  élablil  bien  l'existence 
du  minimum  découvert  par  M.  Tchebycbel.  Enfin  el  comme  con- 
séquence de  celle  seconde   méthode,  la  limitation  précédemment 

obtenue   x  —  ay  —  b  <i  —   se    trouve    remplacée    par   celle-ci    : 


./•  —  rtV  —  b  <^  1  /  —  —  où  le  coefficient  numérique  1/ —  est 


sen- 


sil)lement  plus  pelil  que  -• 


Pari»,  le  -ii  mais  i  ^~\). 
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EHRATA  DU  TOME  I. 


Page  i6S,  lignes  i8  cl  19,  an  lieu  de  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées, 
lire  pour  des  valeurs  entières  des  indéterminées,  premières  entre  elles. 

Paye  i-ij,  ligne  9,  au  lieu  de  comme  distincts,  lire  comme  non  distincts. 
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bas 


haut 


bas 


</K  lieu  de  lire 


^nil  ""m  — 1 


haut  (i  (i) 

bas  ( /sin./-,  ces  jr)  /  (  sin.r,  cos.r  ) 


/  •i\n''cos''x  dx  I  si^'x  cos''a;  dx 

I  sin"^-"C()5'',r  f/.r        /   sin"'^-"a7cos'' J7f/;r 


haut          /■(  sin  j:,  cos.r  /  {  sina:,  cos.r) 

X  —  a  X  -h  n. 

haut            — cet — cot 

2  1 

dy    ,      I  dy     d        i 

bas                -^  d  •' 


"'        3  \x  "^    "-^   1  \jx 
dx 

haut                   Ay/X  Ay/Â 

haut                  B(a;)  B'(a;) 

haut             en  {x  —  z)  en  {x  —  z) 

haut                 V  +  «  v'  t»  H-  iV 

haut           e    *'*  e    ^"^ 


,[^- 


0  I  w  1  I  ^     '     (-)  (  (1)  I 


bas  .             D^^  D^-' 

bas                       A^^  X^-* 

haut             ^//'  (/,r.  A-')  Sn'(ix.  /.  '  ) 

l>as                 -t-  [ ]  X  [ ] 

bas                       a-  a- 

bas                        -  — 
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